AULA

Nocoes elementares da
Teoria de (Galois

META:
Conceituar o grupo de Galois e a correspondéncia de Galois de

uma extensao de corpos.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno dever4 ser capaz de:

Definir o grupo de Galois de uma extensao de corpos.

Definir corpo intermediario de uma extensao de corpos.

Definir corpo fixado de um subgrupo do grupo de Galois e esta-
belecer a correspondéncia de Galois de uma extensao.
Determinar o grupo de Galois de certas extensoes de corpos.

Determinar a correspondéncia de Galois para certas extensoes.

PRE-REQUISITOS

Teoria de grupos: definigdo de grupo, ordem de um grupo, sub-
grupo, subgrupo normal, isomorfismo de grupos, o grupo de per-
mutagoes Sy,.

Teoria de corpos: Aulas 8,9, 10 e 11.
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12.1 Introducao

12.2 O grupo de Galois

Seja K uma extensao de um corpo F. Um F-automorfismo de
K é um automorfismo ¢ : K — K que fixa os elementos de F,
isto é, o(c) = ¢ para todo ¢ € F. Na linguagem da aula 8, um
F-automorfismo é uma extensdao ¢ : K — K do automorfismo
identidade Ir : F' — F. Denotamos por Galp(K) ao conjunto de
todos os F-automorfismos de K.

Se 0 e T sdo dois automorfismos de K extensoes da identidade em
F' entao a composi¢do o o 7 é também um automorfismo de K

extensao da identidade em F'.

Composicao define uma operagao em GALpK

A composi¢ao de fungbes é uma operagao associativa. O iso-
morfismo identidade em K é uma extensao da identidade em F.
E, se 0 € GalpK entao o(c) = ¢Ve € F. Aplicando o iso-

morfismo inverso o1

a ambos os termos da igualdade obtém-se
c=o0too(c)=0"1(c). Logo, GalpK & fechado com respeito &

inversos. Entao

GalpK é um grupo com respeito & operagao composicao

Definicao 12.1. O grupo GalpK é chamado o grupo de Galois
da extensao F' C K.

12.3 Fatos

1. Seja K uma extensdao de um corpo F e f(z) € Flx]. Se

a € K éraiz de f(x) e 0 € GalpK entao o(a) é também
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raiz de f(). 1 2

2. Seja K = SFr(f(z)) o corpo de raizes de f(z) € F[x] so-
bre F' e sejam «,3 € K. Entao, existe 0 € GalpK tal

que o(a) = [ se somente se « e f tém o mesmo polindmio

minimo.
3. Seja K = F(ay,...,a,) uma extensao algébrica sobre F. Se
o,7 € GalpK e o(a;) = 7(«;), para todo i = 1,2,...,n en-

tao o = 7. Em outras palavras, um automorfismo em Galp K

é completamente determinado pelas imagens de aq, ..., q,.

4. Se K é um corpo de raizes de um polindémio separével f(x) €
F[x] de grau n entdao GalpK ¢é isomorfo & um subgrupo de

Sh.

12.4 Exemplos

Exemplo 12.1. O grupo de Galois de C sobre R. Primeira-
mente, devemos expressar C como uma extensdo simples ou fini-
tamente gerada se possivel. Sabemos que C = R(7). Em seguida,
determinamos os polinémios minimos de cada gerador, neste caso,
m;r = 22 4+ 1. Agora, usaremos os fatos acima para determinar

GalRC.

1. Pelo fato 1, 0 € GalpK < o(i) éraizde 22 + 1 & o(i) =i
ou o(i) = —i. Assim, s6 podem existir no méaximo dois F-

automorfismos de C, isto é, |GalgC| < 2.

2. Como ¢ e —i sao raizes do mesmo polindémio minimo, o fato 2
nos garante a existéncia de 0,7 € GalgC tal que o(i) =i e

7(i) = —i.
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3. Pelo fato 3, nos diz que um elemento o € GalgrC fica com-
pletamente determinado pelas imagens dos geradores da ex-
tensao, neste caso pela imagem de i. De fato, para todo

z=a+ bi € C, temos:

o0(z) = o(a+bi) =0(a) + o(bi) = o(a) + a(b)o(i) =
a + bi, pois o(c) = ¢ se ¢ € R (definicao de GalpK) e
o (i) =i por construgao). Logo, o = ¢, a identidade em
C.

7(2) = 7(a + bi) = 7(a) + 7(bi) = 7(a) + 7(b)7(i) =
a+ b(—i) = a — bi. Logo, 7 é a aplicagdo conjugacao

em C.

Como |GalgC| < 2 e {1,7} C GalgC segue que GalgC =
{¢,7}.

4. Finalmente, o fato 4 afirma que o grupo de Galois do corpo de
raizes de um polinémio separavel de grau n é um subgrupo
de S,,. Neste caso, temos o isomorfismo ¢ : GalgC — Ss
definido por ¢ — ¢ e 7 — (12). Note que ambos os grupos

sao isomorfos ao grupo aditivo Zs.

Exemplo 12.2. O grupo de Galois de Q(,/p,/q) sobre Q,
p,q primos. A extensao ja esta na forma finitamente gerada. S6
que desta vez sao dois geradores, isto é, a extensao nao é simples.

Vamos aos procedimentos:

1. Polinémios minimos dos geradores:

m 50(T) = 2% — p. Ralzes: \/p, —/D.

m go(T) = z? — q. Rafzes: \/q, —/q.

2. Possiveis imagens dos geradores \/p e \/¢:
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Conclusao: Existem 4 possiveis Q-automorfismos de Q(,/p, /q):

~

VP = VD VP N
Vi Vi Vi — =V
N I B S IR
Vi Vi =V

3. Existéncia de ¢, 01,09, 03:
(a) Existéncia de o1. Considere o diagrama:

Q(vp, va) Q(vP, =)

To(ym)

Q(v/p) Q(vp)
onde Ig(, ) denota a identidade em Q(,/p). Como

2
myga(yp) (1) =27 = 4= m_ go/p (@)
segue que o isomorfismo identidade g J/P) estende-se a

um isomorfismo

¢ : QP va) = QP =)

tal que p(,/q) = —/q. Desde que ¢ fixa os elementos de
Q(y/p), em particular fixa cada elemento em Q. Deste

modo, ¢ € GalgQ(/p, /7). Faga o1 = ¢.

163



164

(b)

()

Nocoes elementares da
Teoria de Galois

Existéncia de o9: Anéloga a de o1. (Faga como exerci-

cio, prezado aluno!)
Existéncia de o3: A igualdade
mypa(r) =2 —p=m_ zo(@)

implica que existe um isomorfismo

¢: Qvp) = Q=)

extensao da identidade que leva \/p em —,/p. Do mesmo
modo, a igualdade
_ .2 _
mygQ(yp(®) =27 — 4 =m_ ga-yp (@)

implica a existéncia de um isomorfismo

a3 : Q(vP)(Va) — Q=vP)(=V4)

extensao de ¢ que leva \/q em —,/q. Entao, o3 é um
elemento de GalgQ(,/p, /p) (verifique!) tal que \/p —
—/P e \/q — —/q. Assim, |GalgQ(\/p,\/q)| < 4 e

existem quatro elementos distintos ¢,01,092,03 em

GalgQ(y/p, \/q) segue que

Gal@@(\/ﬁ, \/a) = {L, 01,09, 0'3}.

Temos

SF((e? —p)(a® —q)) = QWb —vP: V2, —Va)
= QP va)-

Logo, Q(,/p,/q) € o corpo de raizes do polinémio se-
paravel (22 —p)(z%—q). Pelo grau ser 4, segue do fato 4,

que GalgQ(\/p, \/q) ¢ isomorfo a um subgrupo de Sy.
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Vejamos como montar um tal isomorfismo. Primeiro, 1 2

estabeleca uma bijecdo entre os conjunto das quatro

2

raizes distintas de (2% — p)(2? — ¢) com o conjunto

{1,2,3,4}, digamos

— 1
[ —
—
—

2
3
4

{485

Com isto, podemos enxergar um elemento do grupo
GalgQ(y/p, /q) como uma permutacdo em {1,2,3,4}
de acordo com sua agao em /p e /q. Por exemplo, a

acao de o1 é dada por:

Em notacgao de permutagao:

VP Vi VP VA
VP VI VP VA
ou, equivalentemente, segundo nossa correspondéncia

biunivoca:
1 2 3 4

1 4 3 2

Em notagao de ciclos temos (24). Adotaremos a notagao
de ciclos daqui por diante. Neste caminho, temos a
seguinte correspondéncia: ¢ — (1), o1 — (24), o9 +—
(13), o3 — (13)(24). A tabua de operacoes do grupo
GalgQ(/p,/q) ¢ dada por
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01 01 L o3 ()]

o9 | 09 | O3 L o1

o3 | 03| 09| 01| ¢

Fazendo as identificagoes (1) = e, (24) = 61, (13) =
62 e (24)(13) = 63, a tabua para o subgrupo H =
{(1),(24),(13),(24)(13)} de Sy é dada por

o | ¢ |61 ]06s| 06
e | e |61 |0y]| 03
01161 e | 6O 0
Oy | 62 | O3 | e | 01
O3 | 63|02 |61 | €

Segue, pela analise das tabuas de operagoes dos respec-

tivos grupos, que a aplicagao

U : GalgQ(y/p,/q) — H

definida por ¢ — (1), o1 — (24), o2 — (13), 03 —

(13)(24) é um isomorfismo.

OBS 12.1. O grupo GalgQ(,/p, \/q) ¢ também isomorfo &
Zo X Zo. Prezado aluno, vocé seria capaz de definir um tal
isomorfismo usando as tdbuas de operacoes dos dois grupos?

Tente, por favor.
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12.5 A correspondéncia de Galois 1 2

Seja F' C K uma extensao de corpos e GalpK o grupo de Galois
de K sobre F. Estao definidos:

Corpo intermediario da extensao F' C K:
Um corpo F tal que F C F C K.

Subgrupo de GalpK associado & um corpo intermediario

E:
['(E) := Galg K := { automorfismos de K que fixam E}.
Corpo intermediario associado & um subgrupo H de GalpK:
®H)={re K : o(x) ==z, paratodo o € H}

OBS 12.2. O corpo ®(H) é chamado corpo fizado de H.

De acordo com as associagOes acima fica bem definida a corres-

pondéncia:

{ Corpos intermediarios de F' C K} «— { Subgrupos de GalpK}

E iR GalgK
®(H) 2 H

A correspondéncia assim definida é conhecida como a correspondénica

de Galois da extensao F C K.

Exemplo 12.3. Considere GalgQ(/p, /q) = {¢t,01,02,03} como
no exemplo 12.2. Vamos determinar o corpo fixado ®(H) do sub-

grupo H = {¢,01}. Por definicao,

®(H)={xecQ(/p,q) : o(x)=x, VoeH}

Desde que ¢ fixa todo o corpo Q(,/p, \/q) (isomorfismo identidade),
basta determinarmos os elementos de Q(,/p,/q) fixados por o7.
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Sabemos que {1, /P, /q,/Pq} ¢ uma base de Q(,/p, /q) sobre Q.
Assim, todo elemento = € Q(,/p, /q) pode ser escrito na forma:

x=a+by/p+cyq+d/pg

para tnicos a, b, c,d € Q. Entao, o1(x) = x se e somente se

a+by/p+cy/q+dypg = oi(a+byp+cy/q+dypq)
= o1(a) +o1(b)o1(y/p) +
o1(c)o1(v/q) + o1(d)o1(v/pg)

Sabemos que 01(c) = ¢ para todo c € Q, 01(\/p) = /P e o1(\/q) =
—/. Entdo,

a+byp+cy/qg+dypg = a+by/p—cyq+doi(\/p)o1(\/q)
= 0+ byF— eV +dYR—Va)
= a+byp—cyq—dyp/q

Pela unicidade da expressao de um elemento com respeito a uma
base, temos o1(z) = x se e somente se a = a, b =b, ¢ = —c e
d = —d se e somente se a,b € Q e c = d = 0. Portanto, o1(z) = x
se e somente se v = a+b,/p+0.,/¢+0,/pq = a+b,/p se e somente
se v € Q(,/p). Logo, ®(H) = Q(y/p)-
Outra maneira de determinar ®(H), seria como segue: o1(x) =z
para todo = € P, pois o1 fixa Q e /p. Entdo, Q(y/p) C ®(H) C
Q(VP,/q). Como [Q(VP,\/q) : Q(,/p)] = 2, primo, segue que
D(H) = Q(y/B) ou B(H) = QWP, a). Mas, 01(,/a) = — /7 #
V4 donde /g ¢ ®(H). Logo, ®(H) # Q(v'P,/q) e, portanto,
(H) = Q(y/p)-
OBS 12.3. Seguindo o exemplo acima temos

Para o subgrupo < o9 >= {t,092} (subgrupo simples gerado

por oa:

a+by/p+cy/qg+dypg e (< o9 >)
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se e somente se 1 2

a+by/p+e/qa+dypg = o2(a+by/p+cy/q+dypq)
= a—"byp+cyq—d\/pq

se e somente se b = d = 0. Assim, ®(< 03 >) = {a+c/q :

a,c € Q} = Q(\/9).

Note que

a3(vPg) = a3(vP)os(Va) = (=vP)(=Va) = VPa

Assim, para o subgrupo < o3 >= {¢,03}:

a+by/p+cyq+dy/pg e P(<o3>)

se e somente se

a+b\p+cy/q+dypg = o3(a+by/p+cy/q+d\/pq)
= a—0byp—cyq+dypg

se e somente se b = ¢ = 0. Assim, ®(< o9 >) = {a +

dy/pq : a,d € Q} = Q(\/pg). Temos mostrado a seguinte

correspondéncia:

Subgrupos Corpos fixados
{e} — QP V1)
<oy > — Q(v/p)
<oy > — Q(va)
<o3> — Q(v/pg)
GaloQ(yP. @) Q

Costuma-se representar tal correspondéncia na linguagem de
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reticulados:

Q(vp, V)

PN
@(\/ﬁ)\@\/ﬁq)/@(\/@
Q

{e}

T

{e,o1} {e, o3} {e, o2}

\/

GalgQ(\/p, /q)

Onde subcorpos e subgrupos se correspondem de acordo com

suas respectivas posicoes.

12.6 Conclusao

A toda extensao de corpos estd associado o grupo de Galois da ex-
tensao. Nesta associagdo, existe uma correspondéncia entre corpos
intermediarios e subgrupos. Esta é o que se chama correspondén-
cia de Galois. A idéia é obter informagoes estruturais da extensao

via teoria de grupos.

RESUMO

Dada uma extensao F' C K:

Grupo de Galois:
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GalpK := { conjunto dos F-automorfismos de K } 1 2

Correspondéncia de Galois:

{ Corpos intermediarios de ' C K} «— { Subgrupos de GalpK }

E — GalpK
O(H) 2 H

onde ®(H) ={z € K : o(x) = z,Yo € H} é chamado o
corpo fixado de H.

PROXIMA AULA

Iremos determinar condic¢Ges suficientes sobre a extensao para que

a correspondéncia de Galois seja biunivoca.

ATIVIDADES b

ATIV. 12.1. Demonstre todos os fatos da se¢ao 12.3.

ATIV. 12.2. Determine Galg(v/2,v/3) e mostre que tal grupo é

isomorfo & um subgrupo de Sy4. Determine tal isomorfismo.

ATIV. 12.3. A tébua de Zy x Zy = {(0,0), (1,0),(0,1), (1,1)} &

dada por
+ (0,0) | (1,0) | (0,1) | (1,1)
(0,0) | (0,0) | (1,0) | (0,1) | (1,1)
(1,0) | (1,0) | (0,0) | (1,1) | (0,1)
(0,1) | (0,1) | (1,1) | (0,0) | (1,0)
(1,1) | (1,1) | (0,1) | (1,0) | (0,0)
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Defina explicitamnte um isomorfismo entre o grupo GalQQ(ﬂ V/3)
e 0 grupo Zo X Zs.

Sugestao: Use as tdbuas de operagoes dos dois grupos.

ATIV. 12.4. Determine Galg(v/2,v/3,v/5) e mostre que tal grupo

é isomorfo a um subgrupo de Sg. Determine tal isomorfismo.

Mostre também que Gal@(\/i, V3,VB) 2 7o x Ty X L.
ATIV. 12.5. Mostre que a correspondéncia de Galois estd bem

definida. Em outras palavras, mostre que:

a) Se E é um corpo intermediario da extensao F' C K entao

Galg K é um subgrupo de GalpK.

b) Se H é um subgrupo de GalpK entao ®(H) é um corpo

intermediario da extensao F' C K.

ATIV. 12.6. Mostre que ®(I'(E)) D E para todo corpo inter-
mediario de F' C K e I'(®(H)) D H para todo subgrupo H de
GalpK.

ATIV. 12.7. Mostre que a correspondéncia de galois é reversa

com relagao a inclusao. Mais precisamente, mostre que:
a) Ey C Es implica I'(Ey) C T'(EY).

b) H; C Hy implica ®(Hs) C ®(H).
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