AULA

Exemplos

META:
Ilustrar o teorema fundamental da teoria de Galois com algumas

correspondéncias nao triviais.

OBJETIVOS:
Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:
Compreender e reproduzir os exemplos apresentados no texto e de-

terminar outras correspondéncias nao triviais.

PRE-REQUISITOS
Além da Aula 13, o aluno devera saber a estrutura de grupos finitos

até ordem oito e determinar raizes complexas da unidade.
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14.1 Introducao

Na aula anterior, vimos a teoria da correspondéncia de Galois.
Nesta, a ilustraremos por meio de alguns exemplos nao triviais.
Vocé devera estudar cada exemplo com atencgao e preencher todos
os detalhes. Aproveite para aplicar seus conhecimento sobre grupos

de ordem até oito e raizes complexas da unidade.

14.2 Exemplo 1: Galg(z® — 2)

1. Corpo de raizes de 2> — 2 sobre Q:

Se w € C é uma raiz cubica complexa da unidade (w =

1 V2
~5 + \gl, por exemplo) entao V2, V2w e V2w? sdo todas

as raizes de z3 — 2. Assim,

SFp(z® —2) = Q(V?2, V2w, V2uw?)
= Q({j/ﬁ,l)

Como SFg(z® —2) é um corpo de raizes de um polinémio
sobre um corpo de caracteristica zero, entdo SFp(z3 — 2) é

Galois sobre Q.

2. Ordem do grupo de Galois:

|GalgSFy(a® —2)| = [SFg(a*-2): Q)
= [Q(V2,4) : Q(V2)][Q(V2) : Q]
= 2.3 =06.

3. Elementos de Galg(x® — 2):
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Tendo em mente o diagrama:

sabemos que um elemento o € GalgSFy(x® — 2) fica com-

pletamente determinado pelas imagens em /2 e w. Sabemos

também que o(+/2) e o(w) sdo raizes, respectivamente, dos

polindémios M3 ) = > —2e M Qz) = 2+ 2 +1. Entdo,
o(V2) = V2, V2w, ou V2uw?

o(w) = w, ou w?

As combinacbes entre estas imagens nos dao seis possiveis

elementos para GalgSFgp(x® — 2). Como
|GalgSFy(2® — 2) = 6,
necessariamente existem estes seis elementos. Sao eles:
V2 — V2 V2 s V2w V2 V2e?

w o w w w w

I

w

V2 2 Y2 V2 S V2w V2 B V2w

w [ — ’U)2 w [ — w2 w w2

I

Note que o2 = o3, 0’%:032):L, 01003 =04, 01003 =05 €

03001 =05 = cr% o 03. Denotando o1 = 8 e 03 = r obtemos
GalQ(J:3 -2) = {u,7,0,6% r0,r6%}

= <rf :rP=0= ro=0%>
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Assim, Galg(x3 — 2) = D3, o grupo de simetrias de um

triangulo.
4. A correspondéncia de Galois:
(a) Subgrupos do grupo Galg(z3 — 2):
({3, {6,0,6%}, {e, 7}, {1, 70}, {1, 70%}, Galg(x® — 2)}
ou em termos de geradores

(<>, <> <r><rf><rf? > <rf>}

(b) Subcorpos correspondentes: Seja
(1,92, $2% w,w¥/2, w2

uma base de SFg(x? — 2) sobre Q.

i. ®(< 6 >): Temos w? = —1 —w, desde que w é raiz
da equacdo 22 +x + 1 = 0. Entdo, 0(z) = z se e

somente se

a+b\3/§~|—0\3f22—|—dw—|—ew\3/§+fw\3@2=
a—eV2+(f—c)Vi+dw+ (b—e)wV?2 — cwvi.

Isto ocorre se e somente se b = c = f = e = 0.

Assim, 6(z) = x se e somente se
r=a+dw e Q(w)

donde ®(< 6 >) = Q(w).

Analogamente se determina os outros corpos fixados e

obtém-se a seguinte correspondéncia:
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Subgrupos Corpos fixados
o —  e{zw
<r> e Q(V2)
<rf > Q(V2w)
<rg?> —  Q(V2uw?
<6> — Q(w)

<rf> Q

14.3 Exemplo 2: Galg(z* — 2)

1. Corpo de raizes de z* — 2 sobre Q:

SFy(a* - 2) = Q(V2, 1)

2. Ordem do grupo de Galois:

|GalgSFy(2" —2)| = [SFy(2" —2): Q]
= [Q(V2,i): Q(V2)][Q(V?2) : Q]
= 2.4=28.
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3. Elementos de Galg(z* — 2):

N R B RNV

7 — —1 7 e —

2 3
vz L 2 w2 s

7 — —1 7 — —1

4. Correspondéncia de Galois:

Subgrupos Corpos fixados
ordem 1 : {e} — Q(V2,w)
ordem2: <r> Q(v2)
<0?2>  — QW2,i)=SFy(t* —t*-2)
<Or> Q1 +14)v?2)
<Or> Q(iv/2)
<Or> Q1 —i)v2)
Ordem 4: <60> Qi) = SFp(t* + 1)

<r6> Q(V2) = SFy(t? - 2)
<rrh > — Q(V2i) = SFy(t* + 2)

Ordem 8: <r7,0> +«— Q

192



Estruturas Algébricas 11 AU LA

14.4 Exemplo 3: Galg(z® — 2) 1 4

Corpo de raizes de z® — 2 sobre Q:

SFy(a® - 2) = Q(V2, 1)

Ordem do grupo de Galois:

|Galg(2® - 2)| = [Q(V2,4) : Q] = 16.

Elementos do grupo de Galois: Um elemento do grupo
de Galois GalgSFg(2®—2) ¢ determinado por sua agio sobre
a = V2 e i. Sabemos ainda que tal acdo leva a numa raiz de
seu polinémio minimo mq g(z) = 2® — 2 (irredutivel por Ei-

seinstein, p = 2) e leva i em +i. Sejam /2, V2w, ..., V2w’
1 2i
onde w = 3 + % é uma raiz oitava complexa da unidade.

Deste modo existem exatamente 16 possibilidades.

a — « a — o«
T — 1 [/ S——
w — w w o —s w’

r 7

a — Quw a — o

[y — 7 Y S
5 3
w —  w w —  w
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02 6 ro? 2
a — Qw o —— Qw
[ — 7 7 — —1
w — w w —  w’
63 7 rf3
a — Qw a —  Qw
[ — 7 7 —  —q
w U)5 w ’LU3
0 ro*
a — —« a — —Q
7 — 7 7 — =1
w w L w w7
( 95 5 7‘95
a = ow o H— —
[ — 7 Y
L w ’LU5 w ’U)3
( 06 9 ( 1"96 6
a — Qw o —— Qw
[ — 7 Y S
w — w w —  w’
97 3 ( 7,,97 5
o — Qw o — Qw
R — 7 7 — —q
w U)5 L w ’LU3

Para computar a imagem de w perante os isomorfismos acima
consideramos a relacao w = %( 1+i4)a*. Como existem exatos
16 elementos no grupo de Galois e os que existem estao entre
estes 16 acima, os 16 isomorfismos acima existem e compoem

o grupo de galois do polinémio z® — 2. Temos ainda as re-
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lacoes 62 = 12 = 1 e ar = ra’.

que

Galg(z® - 2) = (r,0 : 6°

Correspondéncia de Galois:

Subgrupos
ordem 1 :
[}
ordem 2 :
<rf? >
< g8 >
<rgt>
<r>
<6t>
Ordem 4 :
< 6% rgb >
<64 r>
<6 >
<rf >
<rf >
Ordem 8 :
<r6%>
<0>
<rf3,6% >
Ordem 16 :
Galg(z® — 2)

Assim, temos mostrado

14

=r :L,ar:ra3>

Corpos fixados

Q(V/2,9)

Q(V2w)
Q(v2w?)
Q(V2w?)
Q(V2)
Q(i, v2)

Qiv2)

Q(v2)

QV2,1)
Q1 +i)v2)
Q1 -i)v2)

Q(v2)
Q(i)
Q(v-2)

Q
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14.5 Conclusao

Determinar a correspondéncia de Galois é uma tarefa trabalhosa
e requer um bom conhecimento da teoria dos grupos finitos. E,
portanto, uma excelente oportunidade para colocarmos em pratica

nossos conhecimentos sobre teoria elementar de grupos.

.DA RESUMO

Galg(z® — 2) = D;

Correspondéncia de Galois

Subgrupos Corposfixados
{e} —  Q(V2,uw)
<r> Q(v2)
<rf> —  Q(V2w)
<rf*> —  Q(v2uw?
<> — Q(w)

<rf> Q

Galg(z* —2) 2 Dy

Correspondéncia de Galois

Subgrupos Corposfixados
ordem 1 : {¢} —  Q(v2,w)
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ordem 2 : <r>
< 6% >
< Or >
< 0%r >
< Pr>
Ordem4: <6>
<r6%>
<rrd>

Ordem 8: < 1,6 >

GalgQ(V/2,1):

Correspondéncia de Galois:

Subgrupos
ordem 1 :
{c}

ordem 2 :

<rh? >

<7rf% >

< ro* >

<r>

<6* >

14

Q(V2)

Q(V2,i) = SFp(t* —t? - 2)

Q((1+1)v2)
Q((1 —9)v2)
Qi) = SFp(t* +1)
Q(V2) = SFy(t* - 2)
Q(V2i) = SFo(t* +2)

Q
Corposfixados

— Q2.
—  Q(V2w)
— Q2w
—  QV2u?)
— Q(V2)

—  QV?2)
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Ordem 4 :
<04 red > — Q(iv2)
<bir> — Q2
<6%> —  QV2,1)
<rf3 > — Q((1+1)v2)
<rf>  — Q(1-i)V2)
Ordem 8 :
<> QW2
<6> — Q(7)
<rf3 02> Q(vV-2)
Ordem 16 :
Galg(z® —2) +— Q
PROXIMA AULA

Apresentaremos o critério de solubilidade por radicais de Galois

para equagcoes algébricas.

ATIVIDADES

ATIV. 14.1. Para cada exemplo desta aula, mostre que cada
corpo intermedidrio é de fato o corpo fixado do subgrupo cor-
respondente. Determine ainda os corpos intermediarios que sao

normais sobre o corpo base.

ATIV. 14.2. Mostre que GalgSFg(z* — 2) & D4 e determine a
correspondéncia de Galois de SFg(x*—2) sobre Q. Mostre também
que GalQ(i)SFQ(x4 —2) 2 Zy.
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ATIV. 14.3. Determine a correspondéncia de Galois de Q(\/Q, \/3, V5 1 4
sobre Q.
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