Aula 3

CINEMATICA. CONCEITOS BASICOS DO
CALCULO INTEGRAL E DIFENRENCIAL

META

Situar a cinematica dentro das definicdes matematicas do calculo integral
e diferencial. Mostrar a mutua interdependéncia dos dois assuntos; por um lado
a cinematica tratada com o completo ferramental do calculo diferencial e
integral, por outro lado a cinematica como inspiradora da formulagdo do

calculo.

OBJETIVOS

Partindo da perspectiva historica da questdo do movimento, vista na 22
aula, mostrar como foi constituida, j@ na modernidade com Newton, a
formulagcdo matematica de velocidade instantanea, que implicam na criagcao
dos conceitos (através de definicdo matematica) de limite, derivada, integral
indefinida e definida.

O objetivo maior desta terceira aula é explicar, muito mais do que a mera
definicdo matematica, e os algoritmos do calculo, como se vé nos cursos de
matematica, mas sim a propria génese destas definigdes e destes algoritmos e
assim proporcionar ao aluno muito maior compreensao e seguranga ha

aplicacao do calculo aos problemas de cinematica.

PRE-REQUESITO

O aluno devera ter feito um semestre de Calculo I.
E interessante, mas n&o indispensavel, que esteja cursando,

concomitantemente com Fisica A, Calculo II.
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INTRODUGCAO

A Mecanica newtoniana, que estamos estudando neste curso de Fisica A, foi
elaborada por Newton. Como ja algumas vezes temos colocado, a Fisica é uma disciplina
que consiste, basicamente, na matematiza¢gao da natureza. Vimos que isto foi claramente
colocado por Galileu quando afirmou que na constru¢ao de uma teoria fisica temos por um
lado as dedug¢des matematicas e por outro as verificagoes experimentais. Ora, a matematica
usada na disciplina mecanica ¢ o calculo diferencial e integral. Este calculo foi inventado,
ou melhor, chegou a sua formulagdo newtoniana exatamente pela necessidade que Newton
sentiu de uma matematica capaz de resolver as questdes que ele se propoe na sua Mecanica
e Teoria da Gravitagio Universal. Ele permeia assim toda a Mecanica, comegando pela
Cinematica.

Por isto nesta aula, que ¢ o inicio da cinematica faremos um estudo aprofundado das
nog¢oes basicas do calculo diferencial e integral, que sao as nogées de limites derivada e
integral. Mostraremos como foram elaboradas e chegaram a sua plena expressio
matematica no esfor¢o de uma compreensio e descricdo axiomatizada da complexa

questao do movimento.

3-1 A VELOCIDADE INSTANTANEA COMO DERIVADA

Voltemos ao problema da velocidade instantanea, e tomemos para situar o problema,
o exemplo de uma bola em queda livre.

Problema:

“Seja uma bola, solta do alto de uma torre de 450 7 de altura. Encontre a velocidade

da bola ap6s 5 segundos.”

Solugio:

Como ja mencionamos foi Galileu que pela primeira vez estudou experimentalmente
a queda livte de objetos, e equacionou, ou seja, deu a descricio matematica, deste
movimento. Veremos em detalhe no proximo tépico, e na préxima aula  este
equacionamento, mas para O que NoO interessa agora, vamos somente mencionar que
Galileu constatou que, desprezando a resisténcia do ar, a distancia percorrida por qualquer

objeto em queda livre é proporcional ao quadrado do tempo em que ele esteve caindo.
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Chamando a distancia percorrida apds ¢ segundo de S(t) (medida em metros e ¢ em

segundos) entdo a Lei estabelecida por Galileu se traduz na seguinte equacdo (equagao

horaria).

s(t)=4,9¢ [3-1]

que vem de S(t):%t2 onde g = 9,8’%2 :

Como vimos, a dificuldade em encontrar a velocidade em um instante preciso (no
caso, exatamente 5 segundos apos o lancamento da bola) esta em lidarmos com um unico
instante de tempo (f =5seg), ou seja, ndo temos um intervalo de tempo. Se calcularmos
porém uma velocidade média usando um pequeno intervalo de tempo, digamos um décimo
de segundo, a partir de 5 segundos teremos, uma velocidade média calculada no intervalo
entre 5 seg e 5,1 seg que é

) .. distdncia percorrida ,
velocidade média =

_s(51)-s(5)
51-50

(49) G ~(49) GO _ 15 99

0,1

tempo decorrido

Esta velocidade, nao ¢ a velocidade em 5 segundos, mas ¢é a velocidade média entre 5
seg e 5,1 segundos. Podemos ainda definir uma outra velocidade média: aquela entre 5

segundos e 5,01 segundos. Temos entio:

velocidade média = M

5,01-5,0
4,9 17 - (4 2
velocidade média :( ’ ) (5’0 ) ( ’9) (5’0)
0,01
4,9) (25,1001)-(4,5) (25,0
velocidade média = ( ) ( 0 ())1 ( ) ( )

§1 Vimos que no caso do movimento em uma dimensio, ¢ em unica dire¢do, o espago percorrido € o
mddulo do vetor deslocamento. Vimos também que como a dire¢do esta definida, podemos trabalhar com

| x | (mddulo do vetor x).
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122,99049 —122,5
0,01

velocidade média =

0,49049

velocidade média = =49,049

b

Calculando em seguida a velocidade média entre 5 segundos e 5,001 segundos vamos
obter: velocidade média = 49,0049 (Todas estas velocidades estio dadas em ’% ).

Podemos entdo construir a seguinte tabela:

Intervalo de tempo Velocidade média
(em s) (em m/s)
0,1 49,49
0,01 49,049
0,001 49,0049
0,0001 49,00049

Tabela [3-1]

Da tabela [6-1] fica claro que a medida que o intervalo de tempo Af tende a zero, o
valor da velocidade instantanea tende a 49 m/s. Dizemos entio que por definicio a
velocidade instantdnea em # = 5 segundos é 49m/ s.

Vamos agora passar desta defini¢do, dada examinando um problema particular, para a
defini¢do geral de velocidade instantinea (por enquanto ainda tratando com problemas
unidimensionais de maneira a podermos trabalhar com os escalares que representam os

modulos dos vetores).
Seja entdo x = x(t) a equagdo horaria de um movimento unidimensional. Queremos

achar a velocidade instantanea em um determinado instante t. Como fizemos no caso da

bola em queda livre, vamos considerar velocidades médias em intervalos de tempo cada vez
menores, todos considerados a partir de #,. Vamos entio montar velocidades médias do

tipo:

) xt) -

E vamos tomar a variavel # cada vez mais proxima de ;. Vamos, portanto ter uma

sucessao de valores como os valores da tabela [6-1]. Examinando a tabela [3-1] tinhamos
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concluido que “era claro” que estes valores tendiam ao valor 49/, e tinhamos definido
49m/s com a velocidade instantanea e 7/=55. Agora vamos chamar o valor para o qual tende

a sucessao de quocientes da forma [3-2], quando tomamos quocientes com /4 de limite da
funcao v, (t) (funcio esta definida por [3-2]) quando ¢ tende a ¢, e indicamos este limite

como:

limvy (7)=lim
-1 m() on -t

Entao, como a velocidade instantanea tinha sido definida, no problema da bola
caindo, como o numero para o qual tendia a sucessaio de quocientes da tabela [3-1],

chegamos agora a defini¢do de velocidade instantanea dada por:

V= limM [3-3]

1> {— tl

A diferenca x(t)— x(tl) ¢ o que chamamos o incremento na posi¢ao (ou a variagao
da posi¢ao) quando o tempo passa de f, para ¢. E a diferenca 7—f, é o incremento no

tempo. F costume designar estes incrementos por Ax = x(l‘)—x(tl) e At =f—1t,. Neste

caso, podemos indicar:

. Ax
v=Ilim— [3-4]
A—0 At

Este limite de incrementos é a derivada da funcio x = x(t) em relacio a variavel x.

Na notacio de Newton esta derivada se indica por f '(t) ou X' (t) ou ainda Xx' (t), e na

. dx
notagao de Leilurtz por 7 Temos entio:
t

v=lim " (t) [3-5]
Ou
velim A& [3-6]
A—0 Af dat
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Definimos, até aqui, o limite de quocientes construidos a partir do ponto x(t1 )
Quer dizer que definimos a derivada, e, portanto, a velocidade instantinea em f=1¢,.
Poderfamos ter feito as mesmas operagoes a partir de um outro f,. Neste caso terfamos a
derivada da funcio xzx(t) em um outro ponto, no caso o ponto ,, e terfamos a

velocidade instantanea neste outro instante 7, .

Podiamos definir assim a velocidade instantanea em todos os pontos da trajetoria.
Entdo terfamos uma nova fungao da variavel # que ¢é a funcdo velocidade. A funcao
velocidade associa a cada instante # do movimento, a velocidade instantinea neste instante.

E temos uma nova relacao ou fun¢ao do tempo:
v=(t) 3-7]

Quando escrevemos as formulas [3-4], [3-5] e [3-6] que se referiam a velocidade

instantanea no instante 7 poderfamos ter sido mais exatos e escrito.

. Ax
v(z‘1 ) = lim —
At—0 Af '1Th
(que significa que a razdo dos incrementos estd sendo tomada a partir de um

momento f,).

E para as formulas [3-4] e [3-5] deverfamos escrever:

V(tl :ETOA_I — '(t) |,:,1 = '(tl) [3-7]
Ou
. Ax d
o)=lim = | == 3]

Que significa a derivada calculada em # =¢,.

Reservamos entao as notacoes:

w(f)= fim &% = x'(¢) [3-9]
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Para definir a fung¢do velocidade, que ¢ a fungio derivada da funcdo posicao (ou seja,
da equacgio horaria), e que ¢ a derivada e, portanto a velocidade instantanea, calculada em

um instante 7 qualquer.

Limite

Vamos agora analisar com mais detalhe este conceito de limite. Examinando a tabela
[3-1] concluimos que a medida que o intervalo de tempo vai se tornando cada vez menor, a
velocidade média vai se aproximando cada vez mais de 497/s. Mas as expressoes “tornar-
se cada vez menor” ou se “aproximar cada vez mais”, sdo expressoes um tanto vagas. Pelo
menos sao vagas para a construcdo desta ciéncia tdo precisa como ¢ a matematica. Vamos
entdo procurar uma defini¢ao mais exata e precisa de limite.

Observando a tabela [3-1] podemos ter certeza de que os numeros da segunda coluna
(das velocidades médias) realmente vao se aproximar mais e¢ mais do nimero 49?
Observando a correspondéncia entre os numeros das duas colunas, a resposta é que
realmente podemos ter certeza. Antes de mais nada é preciso esclarecer que tomamos 0s
nameros 0,1; 0,01; 0,001 da primeira coluna somente para tornar mais clara a relagao entre
os numeros das duas colunas. Poderfamos ter diminuido o intervalo de tempo de outra
maneira. Por exemplo, 0,5; 0,1; 0,07; 0,02; 0,005 etc, e terfamos na segunda coluna também
velocidades médias que se aproximatiamos de 497/s. Mas voltando a obsetvacio da tabela
[3-1] vemos que na primeira linha, quando o intervalo de tempo ¢ 0,7 a velocidade média ¢é
49,49m/ s, ou seja, difere de 49m/s por 0,49. Vemos que para qualquer intervalo de tempo
menor que 0,7 a diferenca com relagdo a 49 seria entdo menor que 0,49. Na segunda linha
vemos que para qualquer intervalo de tempo menor que 0,07 a diferenca com relagao a 49
seria menor que 0,049. Entao se quisermos uma diferenca com relagao a 49, menor que um
nimero muito pequeno, digamos 0,00049, basta escolher um intervalo de tempo menor
que 0,0001. Pois é exatamente este fato, de que dada uma diferenga com relagdo ao nimero
49 tdo pequena quanto se queira, ou arbitrariamente pequena, é possivel determinar um
intervalo de tempo, de tal ordem, que para qualquer intervalo de tempo menor que este, a
diferenca do valor da segunda coluna com relagdo no nimero 49 seja ainda menor que a
primeira diferenca dada, ¢ precisamente este fato, que nos da a certeza que quando o
intervalo de tempo tende a zero o valor da segunda coluna tende a 497/s. E a0 mesmo

tempo, esta ¢ defini¢ao de limite.
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Recapitulando entio. Dado um numero tio pequeno quanto se queira, que
geralmente indicamos pela letra grega & (épslon), é possivel determinar um outro nimero,
que indicamos pela letra grega O (delta), tal que se o intervalo de tempo for menor que O,
a velocidade média (o numero da segunda coluna da tabela [3-1] vai diferir de 49, por um
numero menor que & .

A velocidade média é uma fungao do tempo dado pela relagao:

v, =f(t)= )=t [3-10]

t—1t,

Escrevemos lim f (t): L, e em palavras dizemos “o limite da funcio f (t) para t
-t

tendendo a ¢, ¢ o numero L, se dado ¢ arbitrario (ou seja, tao pequeno quanto se queira)
¢ possivel determinar O, tal que se |t —1, | <O (e t #¢,, ou seja, t nao coincide com ),
entao |f(t)—L| <eg.

Esta ¢ a definicdo matematica de limite, que esta na base de todo o Calculo Integral e
Diferencial.

Partimos entdo da equagido formulada por Galileu para a queda livre dos corpos:

s(t) = %gl2

que, com g =98 ’%2 fica:
s(t)=4,9¢°

e definimos a velocidade instantanea em ¢ =f, (no nosso problema inicial #, era 5s),

como sendo:

s0)-st0) .

11 {— [1

e vimos que [3-11] nada mais é que a derivada da func¢do s = S(t). Entao
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d;
V(tl ) = j; =t

Vejamos agora a interpretacao geométrica desta derivada.
A fung¢ao que estamos examinando ¢ a equagao horaria de um corpo caindo com

queda livre, dada por
_ I, _ 2
dﬁ_ag =491

Consideramos entdo certo instante #, (no nosso caso 5seg), e passamos a considerar

S(t)—s(tl)

1

uma série de médias do tipo onde ¢ é um instante posterior a f,. Chamando

t—t, de Af, podemos escrever estes quocientes como:

s(t, + At)—s(t,)
At

.|
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Seja na Fig. [3-1] o grafico da equagdo horaria s = s(t). Vemos na figura que o

s(t, + At)—s(z,)
At

quociente ¢ o coeficiente angular da reta que une P a A. Quando

consideramos os outros quocientes, obtidos fazendo ¢ se aproximar de #,, ou seja, fazendo

At tender a zero, vamos obter o coeficiente angular de outras secantes, obtidas por retas

passando por P e por pontos da curva cada vez mais proximos de P. No limite, quando

R : s(t, +Ar)=s(t,)
estes pontos tendem a P (que é o limite que definimos como vamos

At

obter o coeficiente angular da reta tangente a curva § =S(l‘ ) no ponto P. Chamando

s(tl + At)— S(t) de As, o quociente pode ser escrito como A o que evidencia seu carater
t

de taxa de variagdo, ou seja, quanto varia a fun¢ao S(t ) para uma variacio Af da variavel

. . . As
independente (no ponto B,). No limite para At -0 que é lim Ar b= temos a taxa de
Aat—0 At =

variagao instantanea da fun¢ao S(t) no instante f,, que ¢ também chamada de derivada da
funcio s(t),tornada no instante f,. Vimos também que esta derivada ¢ a velocidade
instantanea em 7=/, Newton indicou a derivada de S(t) por S'(t) e Leibuitz indicou por

ds

— . Temos entio:
dt

d: . d
0, =B =), -tm®

=t t=1

A barra | #=1,, indica que a operagio ¢é feita em ¢ =1,. Temos entio a seguinte
interpretacdo geométrica da derivada de uma func¢do em um certo ponto: a derivada é o
valor do coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fun¢ao no ponto em questio.

Da mesma forma que vimos para velocidade instantanea, podemos calcular a

derivada em outros pontos diferentes do instante #,. Em cada instante ( em cada ponto da

variavel 1). Teremos um certo valor da derivada. Assim definimos uma outra fungio S'(t)
s . . . .

ou | — | que relaciona cada instante ¢ com o valor da derivada de S(l) neste instante.
t

Definimos assim a func¢do derivada, e vimos entio no nosso exemplo que a fungio

derivada da equagao horaria s = S(t ) ¢ a funcao velocidade.
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Usando as regras de derivacgdo estudadas em Calculo I. Temos no caso da equagio
horaria S(l‘ ) =49¢%, que v(t ) =9,8¢ ou seja, recuperamos a conhecida férmula v(t ) =gt.

Vimos como na tentativa de definir de maneira precisa a no¢ao de uma velocidade
em um certo instante #,, chegamos a nogao de limite, pois definimos a velocidade em ¢,
como o limite de uma série de velocidades médias calculadas entre #,. A defini¢do de limite

esta entdo na base da definicao de derivada e consequentemente de velocidade instantanea.
Chegamos a definicdo matematica de limite. Vamos agora examinar a nogao de limite

analisando o grafico de funges, e a0 mesmo tempo estudaremos um importante conceito
correlato, o de continuidade de uma fun¢do. Seja entio a funcio y = f (t) dada pelo
grafico representando na Fig [3-2]. Vemos na figura, que quando a variavel ¢ vai se

tornando proxima de #,, a variavel y vai se aproximando de L. Vemos ainda que dado um

€ arbitririo, existe um correspondente O tal que quando |t—t1| <8 (t#t) entio

|f(l)—L|<8 ouaindase t, —0 < f <t, +0 entio L—S<f(t)<L+8.

Fig. [3-2]

Pode acontecer que a fung¢ao tenha limite em um ponto mas nao seja definida neste

_xt-1
ponto. Por exemplo mostrar que lim =2
x>l x—1]
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Solugdo: A funcdo nao esta definida em x =1 mas fazendo:

2
X —lz(x—l)(x+1):x+1
x—1 (x—l)

Ficamos

_lzlim(x+l):2

=1 x — x—l

Facamos o grafico da funcdo y = x+1. Sabemos que esta ¢ uma reta de coeficiente
angular 1 e que intercepta o eixo yem 1 (basta fazer x =0). Vemos que em x=1 a

fungao tem limite, e este limite é 2, que é o valor da fun¢io em x =1.

Fig. [3-3]

x2 -1

E quanto a fungio y = ?

x—1
Esta fungao coincide com a fun¢ao y = x+1 em todos os pontos, menos no ponto

x =1, onde ela nio esta definida. Mas ela tem limite (que é o mesmo 2) em X =1, ou seja,

2

a funcio tem limite em x =1.

X —
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Fig. [3-4]

Mas nao esta definida em x =1. (Indicamos esta nio defini¢do por um circulo vazio O; e

quando queremos explicitar que ela esta definida em um certo ponto colocamos o circulo °.

Fungio continua: “Uma fungdo é continua em um certo ponto, se seu limite

quando a variavel independente tende a este ponto, ¢ o valor da fun¢ido no ponto”. Em

outras palavras y = f(x) ¢ continua em ase lim (x): f (a). Mas nossos exemplos
xX—a

x? =1

acima vemos que ¥ =x+1 ¢ contihnuaem 1;e y = nao ¢ continua em 1.

Analise de limite e continuidade pelo grafico
Para terminar esta se¢do de limite, dentro da grande secdo de velocidade instantinea e
derivada, vamos mostrar graficamente algumas condigdes envolvendo limites e

continuidade.
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J@)

lim f(x)

Fig. [3-5]

a)

N I \

Fig. [3-5]

b)

\w/ |

Fig. [3-5] ¢)

/

Fig. [3-5] d)
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a) A funcido tem limite no ponto a (limite a direita e a esquerda sao iguais), mas nao

¢ continua em a pois lim f(x)# f(a).
xX—a

b) A funcio nio ¢ contlhua em a, e nio tem limite em a

klim+ f(x)# lim f (x)) Mas esta definida com a.

o) A func¢io nio tem limite em a. (Porém escrevemos lim f (x) =—0). Nio
xX—a

esta definida em a, e nio é continua em a.
d) A fun¢do nao tem limite em a (limite a esquerda diferente do limite a

distancia), nao ¢ continua em a e ndo esta definida em a.

31 ACELERACAO, MOVIMENTO RETILINEO UNIFORMEMENTE
ACELERADO

Vimos como através da nog¢ao de limite, foi possivel determinar a velocidade
instantanea. Na verdade fizemos mais que isto — definimos velocidade instantanea dando
um sentido matematico exato a esta nog¢ao da fisica. Entao podemos saber em cada instante
qual é o vetor velocidade instantanea, ou seja, sabemos o médulo e a direcio do vetor
velocidade. Temos entao uma fun¢do do tempo — a velocidade como fungio do tempo.
Quando associamos a cada instante um determinado vetor, estamos estabelecendo uma
correspondéncia entre dois conjuntos de grandezas, os tempos e 0s respectivos vetores, ¢

isto é uma funcio. Indicamos esta fun¢ao por:

- -

v=y(t) [3-12]

Alids, quando nos referimos, de um modo geral, a velocidade, estamos nos referindo
a velocidade instantanea, seja a velocidade em um dado instante, seja a funcido velocidade.
Como a velocidade pode variar de instante a instante, definimos o vetor aceleragdao

média como:

v = v(t,) (1) 3-13]
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ou seja, a variagao do vetor velocidade, pelo tempo em que se deu esta variacio.

Observamos que se trata da varia¢ao do vetor velocidade e ndo do médulo é um vetor; é o

-

1 - ..
produto do escalar A (onde Ar=t,—1t) pelo vetor Av (onde Av=v: (12)—v(t1)).

Podemos agora definir aceleragao instantanea. Estamos, ao tentar fazé-lo, diante do mesmo
problema que tivemos para definir velocidade instantanea. Se a aceleragdo (média) ¢ a
variagdo do vetor velocidade pelo tempo em que ocorre esta variagao, que sentido pode ter
o quociente desta variagdo por um tempo zero? Ao mesmo tempo qual poderia ser esta
variacdo, se variacdo ¢ uma diferenca da velocidade em dois instantes. Se s6 temos um
instante s6 temos um valor da velocidade.

Mas agora ja sabemos a solu¢ao para todos estes dilemas, e que é exatamente a
mesma que usamos ao definir velocidade instantanea. Assim, aceleracdo instantanea é
também o limite de uma sequiéncia de velocidades médias, quando fazemos a diferenca de

tempo em que sao medidas estas velocidades médias, tender a zero. Escrevemos entio:
[3-14]

Exatamente como fizemos para a velocidade instantanea, depois de calcularmos este

limite para um instante f,, quer dizer, depois de definirmos a aceleracdo instantanea no
instante f,, podemos usar o mesmo procedimento, ou seja, tomar aceleracbes médias em
intervalos de tempo cada vez menores, a partir de um outro instante, digamos #,. Ou seja,

a aceleragdo instantinea no instante £, é:

-

0, = im0 20)
2 t—t, 1 — l‘2

[3-15]

E novamente, quando falamos em aceleragao, estamos nos referindo a aceleragao em
cada instante: a aceleracdo instantanea.

Pela defini¢do de derivada, sabemos que limites como [3-14] ou [3-15] nada mais sao
que derivadas da funcido velocidade (velocidade instantanea) com relagio ao tempo,

tomadas em ?, e f, respectivamente:
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al) =L a()=2 3-16]

t=t t=t,

Se considerarmos a funcido velocidade instantinea, aza(t), temos que ela ¢

simplesmente a derivada da funcao velocidade, tomada em um tempo qualquer;

alt) = % 3-17]

Mas vimos que a fun¢do velocidade instantanea é por sua vez derivada da fungio

posicao r= ;(t) ¥

Ou seja:

-

—

%
Ora, entdo como a( f ) = = temos que
t

- d(dr) d’r
=484 318
alr) dil dt | dr’ 318

ou seja, a aceleracao (fungido aceleragdo instantanea) é a derivada segunda da fungao
posi¢do com relagdao ao tempo.

Se a aceleragdo nao for constante, podemos achar a variacao da aceleracio em um
certo intervalo Af de tempo que ¢ a variagio média da aceleragio. (Nao ha um termo
especial para esta grandeza). Podemos também calcular a taxa de variagdao instantanea da

aceleracdo por tempo; definimos assim a derivada da acelera¢ao com relagao ao tempo, ou

—

_ a
seja, —
dt

§2 Tinhamos usado x = x(t ) , pois trabalhamos com o movimento unidimensional ao longo do eixo x.

-

Em geral o vetor posi¢do ¢ 7 . Veremos adiante com mais cuidado a defini¢io matematica de derivada
de um vetor.
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—

Vemos que sendo a(t) = entao temos:

dr?
d(d'r) d'r
de\ dt* dr’

ou seja podemos definir derivadas de ordem mais altas da equagdo horaria. Se a
equagao horaria for dada por um polinémio em # ¢ facil ver que podemos ter derivadas de
ordem igual ao grau do polinémio (as derivadas seguintes sao nulas).

Historicamente tem grande importancia o estudo de movimentos com aceleragao
constante, pois este ¢ o movimento de queda livre estudando por Galileu e af esta um dos
primoérdios da mecanica. De fato Galileu foi o primeiro a perceber que desprezando a
resisténcia do ar, todos os corpos na superficie da Terra caem com uma mesma aceleragao
constante. Vamos entdo examinar em maiotr detalhe o movimento retilineo com aceleraciao
constante, e vamos empregar nossos resultados a problemas de queda livre sem resisténcia

do ar.

Movimento retilineo uniformemente acelerado

No caso do movimento retilineo tanto o vetor deslocamento, quanto o vetor
velocidade e o vetor aceleragdo se encontram em um unico eixo (que podemos chamar de
eixo x) e tem somente duas possiveis dire¢oes: a do sentido positivo do eixo e a do sentido
negativo. Entdo, como ja observamos acima, podemos encontrar relagdes entre os escalares
x, v e a direcdo ¢ dada pelo sinal destes escalares (escalar = nimero): sinal positivo, dire¢ao
positiva do eixo x;, sinal negativo dire¢ao negativa deste eixo.

Se queremos tratar o movimento com aceleragio constante, devermos notar que
neste caso a aceleragdo instantanea ¢ igual ao valor da aceleragio média, qualquer que seja o
intervalo de tempo considerado, e quaisquer que sejam os instantes tomados no calculo

desta aceleracao media. Temos entio:

V(tz)_v(tl) [3-19]

tz_tl

a =
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onde a ¢ a aceleracio média tomada entre #, e f, (sendo no caso #, e f, dois
instantes quaisquer), mas ¢ a0 mesmo tempo a aceleracdo instantanea em qualquer instante
uma vez que esta aceleragio instantanea ¢ constante. Assim.

a = constante = a,, = a(t)

(onde a, é aceleragdo média e a(2) é aceleragao instantanea em um instante qualquer 7).
Como a relagdo [3-19] vale para quaisquer tempos, podemos tomar #; com sendo o
instante zero (f,=0) e ¢, ¢é um instante qualquer arbitrario que chamaremos % Seja v, a
velocidade em 7=0 e » a velocidade neste instante arbitrario (qualquer) que chamamos 7

Entao podemos escrever:

a:v—%,
-0
donde entiao
v =y, +at [3-20]

Esta equagao [3-20] nos diz que a velocidade » no tempo 7 ¢ a soma da velocidade v,
(a velocidade que a particula tinha quando se comegou a contar o tempo, isto ¢, a
velocidade inicial), mais o aumento da velocidade durante o tempo % Nas figuras [3-6] a, b
e ¢ temos os graficos da aceleragao (a), da velocidade (b) e do deslocamento (c), como

func¢ao do tempo.

Inclinagdo da velocidade
al
—_— =
i

vk

Fig [3-5] a) Fig [3-5] b) Fig [3-5] ¢)

Observamos que a inclinagao da velocidade ¢ constante. Este fato esta de acordo
. dv . ~ .
com a equagao j: a. De fato a derivada de uma funcio (em qualquer ponto) ¢ a
t

inclinagao da reta tangente a curva neste ponto. Como no caso de v = v(t) a curva ¢ uma

81



reta, a tangente em qualquer ponto é a propria reta e o coeficiente angular da reta é a
derivada, ou seja, a aceleracio, que é uma constante.

Quando a velocidade varia uniformemente com o tempo, como é 0 nosso €aso, a
velocidade média, tomada em qualquer intervalo de tempo ¢ a metade da soma da
velocidade no inicio mais a velocidade no final. Quer dizer, a velocidade média é sempre
(neste caso) a média da velocidade inicial e final, assim a velocidade média entre =0 e

t=t é&

:V0+V

vm
2

: [3-21]

como se pode ver no grafico. Note que [3-6]c) nao seria verdade se a aceleragdao nao
fosse constante, pois neste caso, o grafico de v = v(t) nao seria uma linha reta. No grafico
[3-7], podemos ver que quando 7=0, o deslocamento x também ¢é nulo (Isto é um caso
especifico, poderfamos também ter um valor #, em 7=0, o que significaria que terfamos
passado a contar o tempo quando a particula ja teria percorrido a distancia x,). Por outro

lado, sendo a velocidade média a razdo entre o deslocamento e o tempo, vimos no grafico

da Fig. [3-6]c) que:

(pois em =0 temos x=0). Entdo
xX=v,t [3-22]
Substituindo nesta equacao [3-22] o valor de v,, calculado [3-21] temos

vV, +V
X = t
2

3-23]

Se em seguida substituirmos, nesta equagao [3-23] o valor de » que tinhamos chegado

em [3-20], a saber:

v=vy, +at

Ficamos com

82



_vo+v0+att

ou seja a conhecida equagio
[P
xX=v+ Eat [3-24]

A condi¢ao v,, que ¢é a velocidade no instante zero, ¢ chamada de condicdo inicial.
Temos outra condi¢ao inicial que ¢ a posi¢cao no instante zero. Na nossa dedugio, feita a
partir do grafico da Fig. [3-6]c) admitimos x, em 7=(0. entdo, no caso mais geral a equagio

[3-24] tem a forma
1 >
xX=x,+tv,+ Eat [3-25]

E importante notar a consisténcia dimensional da equagao [3-25]. A esquerda (no
membro da esquerda) temos x, portanto, uma grandeza de dimensio [L]. O primeiro termo

do membro direito é x,, portanto de dimensao [L]. O segundo termo ¢é v, f, portanto, de

L]

) . 1
dimensao m[T ]: [L] E o terceiro termo é Eatz. A constante E é uma constante

adimensional. Entio:

[laﬂ} e

2 T}

Finalmente uma ultima relagdo muito util na solugao de problemas de cinematica

envolvendo aceleracdo constante ¢ a equagao de Torricelli que passamos a deduzir. Para

tanto partimos de v =y, +at e isolamos #, ficamos com

f=—2 3-26]

) .y . v, +v
Em seguida substituimos este vetor de 7 na equagdo [3-23], a saber, x =2

com isto ficamos com:
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E entao

2 2
2ax =v° —v

o

Ou seja, rearranjando os termos
2 _ 2
vi=v, +2ax [3-27]

Exemplo 1: Seja a equagdo horiria do movimento de uma particula dada por
x(t) =3t> +2¢+1, onde x ¢ dado em metros e #em segundos. Encontre:
a)  As condigdes iniciais e v, (quer dizer, o valor do deslocamento x em =0, ¢ a

velocidade em 7=0).

b) A aceleracio do movimento

Solugdao: Fazendo 7=0 obtemos x(0)=1, entio x, =1m. Temos entio

d.
v(t) = 7); =67 + 2, entdo em /=0 temos »(0) = 2. Logo v, = 2% . Finalmente.

d
a= jv Entdo a=b, ou seja, a aceleracdo pedida é a =6 ”/ 2 -
t s

Observar que se a equagao horaria fosse dada por um polindomio de grau maior que o
segundo, a aceleracdo nao seria uma constante, mas uma funcdo de # (verificar istol) Se
fosse um polinémio de primeiro grau em # a aceleragdo seria nula Verificar a equagio
horaria ndo precisa ser necessariamente um polinomio em % Mas precisa ser uma func¢ao

que tenha derivada em toda parte (Procure explicar porque!)
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Exemplo 2: A velocidade de um automével viajando em direcdo oeste (leste para
oeste) ¢ reduzida uniformemente de 45 km/hora para 30km/hora em uma distincia de
264m. Pede-se: a) qual o médulo e a dire¢ao da aceleragaor (assumida como constante)

b)  Quanto tempo se passou durante esta desaceleragaor

¢)  Assumindo que o carro continuou se deslocando a mesma taxa, quanto tempo

se passara até que ele passe da velocidade de 45km/h até o repousor?

Solugdo: a) Usando Torricelli temos

g T vf
2x
(Okm/ )264(m5)kn%) =-0,164m/ s’

Obteremos @ negativo e que implica que o vetor aceleragao tem dire¢do oeste-leste.

v, +V
b) Como x = t (aceleracao constante)

2x  2(0264m) 0,528

t= = =
v+y, (454 30)k%0m 20,83

=25,35s

\ 2l %

c) Dev=vy, +at temos t = % entio

a

0—45)km
M = 17622

ak%2

Calculada na parte a =0

t=

3.3 INTEGRAL DEFINIDA. TEOREMA FUNDAMENTAL DO
CALCULO

Integral definida
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Nas secOes anteriores vimos como ¢ possivel, dada a equagao horaria, obter por

derivagio as fungoes v = v(t) e a= a(t), bem como, se pudermos ter derivadas de maior
ordem nao nulas, a taxa de variacio instantinea da aceleracdo, a taxa de variacdo
instantanea, da funcao variagao instantanea da aceleragao, e assim por diante.

Vamos agora considerar o problema inverso. Dada a equag¢io da aceleragdo

a=al(t)achar v =v(f) e em Seguida; = ;(t) Trabalharemos ainda em uma dimensio,
deixando para a proxima aula o movimento em duas dimensoes. Recordemos para tanto,
alguns elementos de célculo integral.

O calculo integral e o célculo diferencial vinham se desenvolvendo como disciplinas
separadas, desde a antiguidade Grega. O calculo diferencial se inspirava em problemas
como a tangente e a velocidade instantanea, ¢ o calculo integral se preocupava com
problemas como a area das figuras.

Um dos mais antigos e famosos problemas de calculo integral é o problema da
“quadratura do circulo”, ou seja, do calculo da area de um circulo dado o seu raio. Este
problema foi resolvido por Eudoxo (300 A.C) (trezentos anos antes de Cristo), da seguinte
maneira. Considerou uma sequéncia de poligonos inscritos em uma circunferéncia

(poligonos regulares).

Fig [3-6]

E muito facil calcular a area de qualquer poligono: basta subdividi-lo em triangulos
(Pois sabemos a area do triangulo 5

E facil ver que a medida que aumentamos o nimeros de lados dos poligonos, a area
dos mesmos se aproxima cada vez mais da area do circulo, Endoxo “postulou” entdo que a
area do circulo seria precisamente o nimero ao qual tenderia a sequéncia de areas dos
poligonos, quando o numero de lados tendesse a infinito. Mas ele niao postulou isto

baseado apenas na intuicao. Na verdade, sem usar esta linguagem moderna Eudoxo definiu
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o limite. Seu raciocinio foi o seguinte. Seja A4 a area do circulo. Consideremos um numero
A’, tdo proximo de A4 quanto se queira, isto é, tal que a diferenga 4-’seja menor que um
namero & arbitrario tio pequeno quanto se queira. Em equagio colocarfamos, 4 — 4'< ¢.
Entdo existe um numero N, tal que para todo poligono com numero de lados 7, sendo

n>N, a area deste poligono vai ser tal, que a diferencga entre a area do circulo e a area deste

poligono é menor que &. Em equagio terfamos A—P, <& onde P, é a area de um

n
poligcono de # lados. Mas isto ¢ precisamente o que depois de Leibniz e Newton

entendemos por limite. Em equacio isto é

limP, = A4

n—>0

Onde A ¢ a area do circulo e P, a area de um poligono de 7 lados. Entao na base da
definicdao de integral, estd a noc¢ao de limite, da mesma forma que na base da defini¢do de
derivada também esta a nogao de limite. Mas foi somente com Newton e Leibniz que estes
dois calculos, o diferencial e o integral, foram vistos como dois aspectos complementares
de um mesmo problema. Isto fica claro com o Teorema Fundamental do Calculo, que
iremos recordar, ¢ para o qual o professor de Newton, Isaac Barrow também deu
importante contribuig¢ao.

Recordemos inicialmente o conceito integral definida. Seja Fig. [3-7] o grafico da

-

equagiao vV = v(l‘) como V constante.

¥
v :
[
|
|
[
|
I
s
0 i £

Fig [3-7]
Trabalhando em uma dimensdo vamos abolir a indicagao de vetor (embora saibamos que

se trata sempre de grandezas vetoriais). Na Fig [3-7], vemos que a area sombreada ¢é

inumericamente igual ao espago percorrido pela particula a partir do instante zero até o
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instante f. De fato x=vf. Se porém v niao for uma funciao constante de 7 como

poderfamos calcular o deslocamento x desde o instante zero até o instante 7

Fig [3-8]

Na Fig. [3-8] esta representado o grafico da fungao v = v(t). E razoavel supor, por analogia
com nosso raciocinio fundamentado no grafico da funcao v:v(t) quando v(t) era
constante, que o espago percorrido também vai ser a area compreendida entre o grafico da
funcdo e o eixo # (area sombreada na Fig. [3-8]. Mas como calcular agora esta area? A
solucao ¢ dividir o intervalo [0,4 no eixo # em inumeros intervalos e, tomando em cada
intervalo um ponto qualquer (ponto amostral) construir retangulos cuja largura ¢ a largura

do intervalo e cuja altura ¢ a altura do valor de », tomado no ponto amostral.

£ £y f; Q
+ 2| 1
£
fite) Fit Fita)
Fig [3-9]
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Na Fig. [3-9] dividimos o espago [0, 4 em quatro intervalos: Af,,At,,At,,At,. Cada um
destes intervalos contém um ponto amostral respectivamente ¢, ,t,,2,,t,. Construimos
entdo os 4 retangulos mostrados na Fig [3-9 ]. Vemos que se a velocidade no intervalo
At, fosse constante e igual ao valor v(tl* ), entdo a area deste primeiro retangulo que é
v(tl* )Atl representaria o espago percorrido no intervalo de tempo Af. O mesmo
aconteceria para os retangulos de base Af, ,Af; e Af,. Entdo (sempre no caso da
velocidade ter estes valores constantes v(tl* ), v(t; ), v(t; ), v(t:) em cada um destes
retangulos) a soma v(tl* )Atl + v(t; )At2 +v(l; )At3 +v(lZ)At4 seria o deslocamento da
particula no intervalo 0 |——|% Ao mesmo tempo vemos que esta soma de areas dos
retangulos, # aproxima um pouco da area sob a curva v(t) mostrada na Fig. [3-9].

Podemos ver que se dividirmos o intervalo 0 |——|# em um numero maior de

partes, e construido nossos retangulos desta maneira que acabamos de descrever, a area
obtida somando estes retangulos vai se aproximar mais da area sob a curva v(t). Isto pode

ser visto de forma muito clara, examinando as figuras [3-10] e [3-11].

v=v(f) v v =v(E)
/’\/ I ]
. | '
| | : |
| I | I’““hﬂ——
| ! | I .
I | : I !
I | ! I | :
| 1
I | | : | |
_//f/: ! ! — ! | | !
| | l I ! ! | | !
| : 1 | : | | I
! ! ! ' I . [ I :
|I | : | ; . | | |
5 1 | g | b [ ty £y ts
- B - - B - ; e e '-n-l--f gt
Vi, Vi, Vi W, Vi, Vi, Vi, Ve,
Fig. [3-10] Fig. [3-10]

Podemos ver que a soma das areas dos retangulos da Fig. [3-11] se aproximam muito mais
da area sob a curva v = v(t) que a soma dos dois retangulos da Fig. [3-10]. Indicamos esta

soma, para o caso de # divisoes do intervalo 0 |——| % como:
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n

it AL, [3-28]
>

i-1

A soma [3-28] é chamada Soma de Reimann, em homenagem ao grande matematico
alemao Bernhard Reimann (1826-1866). Reimann foi quem construiu a no¢ao de integral

definida desta maneira, que estamos colocando. Vimos que quanto maior for o numero de
divisoes, e, portanto, quanto menor foi a largura de cada intervalo Af; da divisao, mais a
soma da area dos retangulos se aproxima da area do grafico da funcdo. E no nosso caso,
que tomamos a fun¢io v = v(t), mais a soma destas areas se aproxima do deslocamento

total 7 entre os instantes zero e # Definimos entio:

im> vl v, = 4, 3-29]
i-1

n—»o0 4

onde A ¢ a area sob a curva. (Melhor explicando a 4rea compreendida entre a curva e

o0 eixo 7 e pelo eixo #, e 0 segmento que uma o ponto 7 ao valor v(t) — a figura sombreada

em [101-1. Ao mesmo tempo este limite ¢ a definicdo da integral definida da fungao v(t)

entre os extremos de integracao 0 e 7 que indicamos por:

].v(t)dt [3-30]

Temos entao

n—yo0 4

[vle)de = 1im > ol Jar, = 4 331

Onde A ¢ a area sob a curva v(l) e é (neste caso) o espago percorrido pela particula

entre o instante 0 e o instante 7

Observagdes: i) Tal como acontecia no caso da derivada, ¢ o proprio conceito de
limite que nos faz acreditar, com certeza matematica, que a area sob a figura (sob a curva)
v(t) ¢ realmente o numero A, e a0 mesmo tempo que este ¢ o espago percorrido pela

particula entre os instantes /=0 e % Porque quando dizemos que quando o limite para 7
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n
. . . * , , .
tendendo a infinito da soma de Riemann ZV(ti )Atl ¢ o numero A, estamos dizendo que
i=1
dado um ¢ arbitrario é possivel encontrar um N tal que para »>N a diferenca entre a soma

n

* 7’ 7z
E v(ti )Ati e o namero 4 é menor que &.
i=1

.. . * . , .o,
i) A escolha dos pontos amostrais #, dentro de cada intervalo Af;, ¢ arbitrario.

Podemos ver isto, lembrendo que estamos tomando o limite quando #n — o e neste caso

At; = 0. Poderiamos definir a soma de Riemann de maneiras diferentes: tomando o ponto
amostral como a fronteira esquerda, ou a fronteira direita do intervalo A¢;. Novamente,

como Af; = 0 os resultados, no calculo do limite seriam os mesmos.

i) E interessante notar que esta definicdo de Integral Definida como colocada por
Riemann, ¢ muito parecida com a formulacio de Eudoxo sobre a “quadratura do circulo”.
Mas Eudoxo formulou o problema especifico do circulo. Embora a nogao mesma de limite
seja exatamente a mesma, a formulacio de Riemann, com o desenvolvimento postetior,

estende a solu¢do para qualquer area e qualquer volume.
Teorema Fundamental do Calculo

Um dos maiores feitos dos construtores do Calculo Integral e Diferencial moderno
(Leibniz e Newton foi o de terem entendido a unidade entre estes dois conceitos, o de
derivada e o de integral que vinham até entdo sendo trabalhados como dois problemas de
natureza diversa. Mais que isto — como duas areas diferentes da matematica.

O Teorema Fundamental de Célculo estabelece que:

b

[£(x)dtx = F(b)- F(a) 3-32]

a

onde a funcio F (x) ¢ tal que CCZ—F =f (x) A funcao F (x) ¢ chamada de funcio
X

primitiva da funcio f(x), ou também de antiderivada. B a funcio cuja derivada é f(x).

Os dois conceitos, de derivada e de integral estio unidos, na medida que a integral definida
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da funcio f (x) entre os extremos de integracio « e b, nada mais é que a diferenga dos

valotes em « ¢ em b, de uma funcio cuja derivada é f (x)

Convem recordar a demonstraciao deste Teorema. Para tanto recomendamos o livro,

Célculo de James Stewart (Vol. I — tem tradu¢ao em portugués).

A funcio cuja derivada é f (x) e que como vimos é chamada de primitiva, ou

antiderivada de f (x), tem também o nome de integral de f (x), ou integral indefinida e
indica-se por j f (x)dx (sem os extremos de integracdo). Como a derivada de uma
constante ¢ 0, se F (x) ¢ uma primitiva (antiderivada) de f (x), ou seja, uma func¢io cuja

derivada com relagdo a x é f (x), entio F (x) +C onde C é uma constante qualquer,

também ¢ uma primitiva. Vale entdo para a integral indefinida:
If(x)dx = F(x)+ C [3-33]

onde novamente F (x) ¢ a antiderivada (ou primitiva) e C é uma constante arbitraria.

Aplicando estes resultados para a funcao velocidade temos:

[Mor=x()-x) B34

Pois sabemos que — =v.
dt

Tinhamos trabalhado em ¢, = 0. Entao:

_Ev(t)df = x(t) - X, [3-35]

onde x, ¢ o valor do deslocamento em ¢ =0, ou seja, X, = x(O).
Como a derivada da velocidade ¢é a aceleragao, temos férmulas andlogas para obter a
equagao v = v(t) (a equagao da velocidade) a partir da equagdo da aceleragao a = a(t).

S3o elas:
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[ale)dr =v(t,)—v(r,) [3-36]

Tanto no caso da velocidade quanto no da aceleragdo podemos trabalhar com a

integral indefinida. Temos assim:

[vle)dt = x(t)+ C [3-37]
[ale)dt =v(r)+ C [3-38]

A constante C de integracao aparece no problema como condi¢ao inicial: x,, que ¢ o

valor da velocidade em =0, ou v,, que é o valor da velocidade em 7=0, ou ambas se o
problema envolver duas integracdes. As condi¢Oes iniciais nao precisam necessariamente
set em t=0: podemos dar o valor do deslocamento, por exemplo em =65, ou seja
podemos dizer que t(6S) =30m.

As condi¢bes iniciais podem entrar em um problema tanto em forma de uma

constante de integracao, quanto como um extremo de integra¢ao segundo se usa a integral

indefinida ou a integral definida. Tudo isto ficara mais claro nos exemplos.

Exemplo 1

“Seja a equacio da velocidade de uma particula dada por v(t) =2t+5. E
suponhamos que em 7 =0 o deslocamento da particula seja 6m. Encontre o deslocamento
da particula em 7=7/s. Escreva a equagdo horaria da particula.

Solugdo: A condigao inicial é x(O) =x, = 6m . Temos duas formas de solu¢io:

a)  Por integral indefinida

dx

Partindo da definicao de velocidade instantanea, v = ; s
t

Fazemos dx = vdt .

Tomando a integral indefinida de ambos os membros
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dx = |vdt+C [3-39]
Jate= |

onde reunimos a constante de integracao de cada uma das duas integrais no segundo

membro, temos que

fae=x+C [3-40]
De fato
Idx = J.ldx

(Estamos integrando a fungdo constante igual a 1) Ora, a derivada de x+C com

relacdo a dx é

%(X+C'):1,

E que explica [3-40]. Levando em conta [3-39] e a fungao v(t) dada ficamos:

x(t)= [(2t+5)de+C
x(r)= % +5t+C  [3-40]

x(t)=1*+5t+C [3-41]

Vamos agora introduzir a condi¢ao inicial que ¢é
x(O) =x, =6m

Colocando este valor em [3-41],
x(0)=x, =6m=0+0+C

Ou seja

C=6m

Substituindo em [112-3] ficamos com,

x(t)=1>+5t+6 [3-42]

Que ¢ a equagio horaria, com a condicio inicial dada.

Para encontrar o deslocamento da particula em ¢ = 7s , basta fazer:
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x(7):72 +5x74+6

x(7)=49+35+6 [3-43]
x(7) = 90m
b) Solugio por integral definida

Vamos inicialmente calcular a equagdo horaria. Para tanto partimos novamente da

definicao de velocidade instantanea.

dx
V:_,
dt

e fazemos novamente
dx = vdt [3-44]

Tomemos novamente a integral de ambos os membros, mas desta vez tomemos a

integral definida, colocando a condigao inicial nos limites de integracao. Ficamos com:
[[av= [ (2r+s)ar [3-45]

Os limites foram colocados da seguinte maneira: em =0 sabemos que x vale
6m (x(z =0)=6m)

Entao os limites inferiores das integrais dos dois membros sdo 6 para a integral em dx
e 0 para a integral em d7. Os limites superiores significam que para um tempo genérico 7
temos um valor genérico x, que é fungdo de 7 (portanto x(t) e esta funcgao é exatamente a
equagdo horaria que estamos procurando). Colocamos uma linha nas variaveis de
integracdo (que ficaram dx e df) para distinguir limite de integragdo de variavel de
integracao. Vamos resolver as integrais de [3-45], e voltaremos a este ponto. Integrando [3-

45] ficamos com:

X[T=17 ) 451, [3-46]
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Lembrando que x'|; significa atribuir 2 varidvel x’ o valor x, em seguida atribuir 2

variavel x” o valor 6, e diminuir do primeiro o segundo (de acordo com o Teorema

Fundamental do Calculo). Ou seja temos
X|g=x-6
O mesmo vale para o segundo membro de [3-40] e assim ficamos com:
x—6=(t*-0)+(5-0)
Ou seja:
x=t"+5t+6, [3-47]
que é o que haviamos obtido em [3-42]. Para obter agora x(7), fazemos como

anteriormente. Basta colocar em [3-47] o valor 7 onde temos a variavel 7

Vamos examinar, em maior detalhe, como foram colocados os limites de integragao
em [3-45].

Uma integral definida é como vimos um numero que representa uma area sob o

grafico da fungdo que esta sendo integrada. Assim na Fig. [3-12], a integral definida
£v(t)dt , quer dizer, a integral definida de V(l), de a até ¢, é um valor que representa a

area hachurada na Fig.[3-12].

v(t)

A:::::::ﬂ;:.

4 [ ty ty f

Fig.[3-12].
Se considerarmos agora a integral definida da mesma fungao de « até ¢,, ou seja f v(t)dt ,

teremos outro numero que representa outra area na Fig [3-12], a area hachurada mais a area

com pontos. Tomando outro ponto £, terfamos um outro valor. Assim para cada valor da

variavel # temos um valor da area compreendida pelo grafico de v(t) e o eixo f. Ora se

temos uma correspondéncia entre um conjunto de valores no eixo # e um conjunto de
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outros valores obtidos pela integracio definida de V(l‘ ) de @ até ¢ temos uma funcio. No

nosso problema o « era o ponto zero, e a func¢ao € a equagdo horaria [3-47].

Vemos entdo, que o limite superior de integracdo passou a ser uma variavel, a variavel
t. Mas esta nio ¢ a variavel de integracdo da integral definida, pois é uma variavel que surgiu
fazendo variar o limite de integragdo da integral definida. Por isto chamamos a variavel de
integracao de #. Devemos fazé-lo para distinguir variavel de integracdo, e podemos fazé-lo,
sem susto, porquanto uma integral definida é em si um nimero que niao depende da letra

que se usa para caracterizar a fungdo que esta sendo integrada. Por exemplo, seja a integral

de £3zdz . Temos:

Zz
2
3? |0= 6

Consideramos agora

2

[3xax =32 [2=6.
2

Nem a letra x nem a g aparecem no resultado final que é o mesmo (no caso b).
No problema em questio, podiamos achar o espago percorrido em ¢=7s,
trabalhando com uma integral definida de limites de integragao fixas, sem ter necessidade

de achar a equagao horaria. Para tanto bastava fazer:

ox(7)

"= [ (2r+5)de [3-48]

x V= [} 45t
x(7)-6=49+35
x(7)=90m

Que ¢ o que haviamos obtido em [3-43]. Observemos que agora todos nossos limites
de integracdo sio nimeros fixos, a saber, 0, 7, 6, ¢ x(7). E nio tivemos necessidade de usar

o apostrofo linha.

Exemplo 2
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“Seja um movimento retilineo com uma aceleragao constante dada por a = 3’7 5 -
s

Sejam as condi¢bes iniciais x, =30m ¢ v, = 72%

a)Hscreva a equacao horaria do movimento
b)  Encontre a velocidade em #=70s
c)Encontre o deslocamento em 7=20s
Solugio:

Por integral indefinida

Partindo de
dv
a=—
dt
colocamos
dv = adlt

e vamos efetuar uma primeira integracao para achar »(?)

Idv = J-adt +C,
Sabemos que @ é uma constante igual a 3 ’% , », entao
fdv = [3dt+cC, =3[dr+C,
v(t)=3t+C, [3-49]
Introduzindo a condi¢ao inicial a saber v(o) =v, =72 ”%

72=0+c,

_7om
c =72m/
e a equagao [3-49] fica:
v(t)=3t+72 [3-50]

que ¢ a velocidade como fungdo do tempo.
Para achar a velocidade em 7=70s (que ¢ a questao b) basta colocar, na equagio da

velocidade como fun¢io do tempo [3-50], 7=70s. Com isto temos:
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v(10)=3x10+72
v(10)=30+72 =1027/

\ ~ ’ — m
A resposta A questio b é portanto V(1 0) =102 A

Para achar a equacio horaria, ainda trabalhando com integral indefinida, partimos de

dx
v=—),
dt
com o que
dx = vdt [3-51]

Integrando ambos os membros de [3-51]

fate = [var+c, 352
onde C, ¢ uma outra constante, por enquanto arbitraria, mas que vai ser determinada

pela outra condi¢do de contorno, a saber x(o):xo =30m . Substituindo em [3-52] a

expressao da fungao #(?) [3-50] obtemos:

Jate = (3¢ +72)dt + c,

2

x(t)= %+ 72t +C,

Utilizando agora a segunda condi¢io inicial, a saber,
x(o) =x, =30m, temos

30=0+0+C,

Ou seja C, =30m e temos

2

x(7)= % +42¢ +30 [3-53]
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A equagao [3-53] ¢ a resposta a questdo a). Para encontrar o deslocamento em =20,

basta substituir em [3-53], # por 20s e obtemos
x(20)=2.070m [3-54]
A equagao [3-54] é a resposta ao item c)
Solucio por integral definida

dav

Partimos novamente de a:?, e fazemos dv=vdt. Integrando ambos os
t

membros desta ultima igualdade
v(?)
[ ’dv'zj’adf,
7 o

onde, como no exemplo 1, colocamos os limites inferiores seguindo a condigdao
inicial, a saber, quando =0 v= 72ms . Os limites supetiores agora sio as variaveis. A

um tempo genérico # corresponde um valor » (portanto, » ¢ fun¢ao de 7). Substituindo a

por 3"/, ficamos:
S

[Vaw = [[3ar

V=311,
v(t)-72=3¢
v(t)=3t+72 [3-54]

E, como era de ser esperar [3-54], obtida por integral definida ¢ idéntico a [3-50]
obtida por indefinida. Notemos mais uma vez que no caso de uma integral definida, a
condi¢ao de contorno, é colocada como uma correspondéncia entre os limites inferiores

das integrais definidas.

De posse da funcgao v:v(l) ¢ claro que podemos achar a velocidade em 7=70s
simplesmente substituindo # por 70s na fungao v = v(t), como fizemos no caso da integral
indefinido. Mas usando integral definida, temos uma outra possibilidade que nos permite

calcular »(70) diretamente, sem precisar achar a fungao v = v(l‘). Basta fazermos:
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dv
a=—
dt
dv = adt
Av(IO)
72
vet=3
v(10)-72=3x%10
v(10)=30+72

v(10)=1027/

Finalmente, para achar a equagao horaria, com as condi¢oes iniciais dadas fazemos

10
dv = A 3dt

v=@:dx=vdt
dt

[ :)(l)dx'z [ Gt +72)r

o) 31°
x\3é):7

[3-55]
lo +72 o

2
x(7)-30= %+ 72t

E obtemos com [3-55] a mesma resposta para o item a). Para calcular diretamente o

deslocamento em /=20s, fazemos

(20)

0

de = [ (3 +72)ds

(20)-30 = 2 [ 4720 0
XNeV) = —y o +721 [

x(20)=2.070m

2

x(t)= %+ 72t +30

Esta ¢é a resposta para o item c).

REDEDUCAO DAS EQUACOES DO MOVIMENTO RETILINEO
USANDO INTEGRACAO.

1. Movimento retilineo uniforme
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. . . . R X
Partindo da definicio de velocidade instantinea v = R fazemos dx = vdt.
t

Integramos cada membro desta equagdo do instante zero até o instante #, colocando como

condigao inicial que em 7=0, o deslocamento tenha o valor x,. Temos entdo:
°X ol ,
] dx = j vt [3-56]
Xo 0
Notamos que a condi¢do inicial estd colocada na correspondéncia entre o limite

inferior da integral em 7, que ¢ zero, e o limite inferior da integral em x que é x,. Desta

maneira estamos exprimindo a condi¢ao inicial que é em 7=0, x=x,. Como v é constante

temos:
"x _ (113
X |x0 =i |0 >
ou seja,
X—Xx, =Vt
donde
X=x,+vt [3-57]
2. Movimento retilineo uniformemente acelerado

Tinhamos deduzido trés relagdes para este tipo de movimento: a equa¢do horaria
x= x(l‘ ), a equagao da velocidade v = V(t ), e a equagao de Torricelli*.
Inicialmente fagamos a dedugido da equagdo da velocidade. Para tanto vamos partir da
- .. . v
definicio de aceleracio instantinea, a = e e tirar dv =adlt .
4

Vamos integrar os dois membros desta equagdao, colocando ao mesmo tempo a

condicao inicial que em 7=0 a velocidade ¢ v,. Entao temos:

i: dv'= j; adt’

Como a aceleragao ¢ constante, podemos fazer

§3 Torricelli discipulo de Galileu. Estudou a pressdo. Inventou o Barometro
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V'|V0= at 0 [3—58]
v—vy, =at
v=y,+at

Passemos em seguida a equagao horaria. Tomando

dx
v=—
dt
dx = vdt [3-59]

f dx' = £ vdt'

onde os limites de integracdo em [3-59] exprimem o fato de que em /=0 x =Xx,.
A velocidade » que aparece na integral do segundo membro de [3-59] ¢ aquela obtida

em [3-58]. Entao:

- " ] [}
de = £(v0 +at')dt
fdx’ = £v.dt'+ _[at'dt'
0
Lembrando que v, é uma constante, ¢ que « também ¢é constante pois, estamos

tratando do movimento uniformemente acelerado,

fdx' =V, £dt'+a£tdt

0

1"

i (. (113 t
J:dx =vt'ly +a— o

0 2

"Wx _ ty t 1 t'2 t
x |x0_ vol'lo +§a lo

1 >
X—X, =v0t+5at

1
X=X, +Vv,t+ Eat2 [3-60]

Esta é a equagdao horaria do movimento retilineo uniformemente. Para fazermos a

. . dv
dedugdo da equagdo de Torricelli vamos partir novamente de a = 7 e fazer dv =adt.
t
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dx L o
Lembrando que v =—, vamos multiplicar o primeiro membro da equagio dv = adt por v

x .
e o segundo membro por ?,. Com isto ficamos com:
t

vdv = adtﬁ [3-61]
dt

Em seguida vamos integrar [3-61], levando em considera¢iao a condi¢io inicial de que
em /=0 v=yv,.

fo Vidv' = J:a?dt' 3-62]

t'
Lembrando agora que dada a fun¢iao x=x(?), a diferencial dx, se escreve:

dx:@dt,
dt

podemos fazer uma mudanga de varidavel na integral do 2° membro de [3-62]

passando da variavel #’ para a variavel x’, e a0 mesmo tempo lembrando que condi¢ao

inicial é que /=0 x =Xx,.

j:)vzdv' = E}adx‘

Como « é constante

[v'dv' = afdx'

*|: =l

2

1 1
Evz -=v, :a(x—xo). Chamando x—x, = Ax.

v =v] +2aAx  [3-63]
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O movimento vertical de queda livre Espaco fisico. Espago de configuragao

O movimento de queda livre de um objeto com velocidade inicial nula, ou cujo vetor
velocidade inicial tem diregao vertical, ¢ um exemplo de movimento unidimensional. Como

mostrou Galileu, é um movimento uniformemente acelerado, e a sua aceleracio na

superficie da Terra ¢é 9,8ms » . Chamando de g esta aceleracdo constante (g =9,8 % ,.) €

chamando y o eixo que representa a posicio do corpo (ou como estamos tratando, a
posi¢dao da particula e usando a equagido que ja deduzimos sobre o movimento retilineo

uniformemente acelerado temos:
1,
Y=Y, tvt+ Egt [3-64]

Em um grafico de y por 7 ou seja, y o eixo das ordenadas e 7 o eixo das abisissas, este
grafico é o grafico de uma parabola.

Convém aqui esclarecer um ponto que as vezes causa confusao. O movimento de
que estamos tratando ¢ um movimento unidimensional. Mais do que isto: ¢ um movimento
vertical. Quer dizer: no espago fisico em que se realiza o movimento, temos um
movimento unidimensional de dire¢do vertical. Quando representamos a equagdao horaria
deste movimento em um grafico de eixos cartesianos em que a posi¢ao é representada por
um eixo Y e o tempo ¢ indicado em um eixo % temos a representacio do movimento,
naquilo que os matematicos chamou o espago de configuragao. Este espago, neste caso, ¢ o

espaco cujos pontos sao dados por dois nameros, y e # (Ver Fig. [3-13])

¥

Fig. [3-13]a) Fig. [3-13]b)

105



Na Fig [3-13] temos o desenho de uma bola sendo abandonada em queda livre do
topo de um edificio. A trajetéria da bola no espago fisico (que ¢ o espago do mundo real
em que acontece o movimento) ¢ a reta vertical pontilhada da figura. Na Fig. [3-14] temos a
representagdo do movimento no espaco de configuragio. Esta representacio do
movimento, que é o grafico da equa¢ao horaria do tipo da equagio [3-64], é uma parabola,

este espago ¢ um espac¢o bidimensional, pois relaciona duas variaveis: a posi¢ao y e o %

Exemplo: Seja uma bola langada verticalmente com velocidade v, =40% .

Assumindo a aceleragio da gravidade como sendo g =107/, % calcule:
s

a)a altura da bola transcorridos 5s;

b)  aaltura maxima atingida pela bola;

c)depois de quantos segundos a bola atinge a altura de 75m, e qual a velocidade da
bola nesta altura?

d)  Desenhe o grafico da equagao horaria no espago de configuragao;

e)Desenhe a trajetéria da bola no espaco fisico.

Solugédo: a) assumindo um eixo coordenado vertical y com direcdo positiva para
cima, ¢ com o ponto zero coincidindo com o ponto de langamento da bola, temos a

equacao.

y= vot+%gl2 [3-65]

Observar que ao fazer o zero do eixo vertical g, coincidir com o ponto do langamento

da bola, e a0 mesmo tempo tomamos este instante como o instante /=0 (inicio da
contagem do tempo) estamos introduzindo a condi¢io iniciai y, =0, ou seja,
Vo = y(O) =0. Daf a forma da equagio [3-65].

Observe que nido estamos escrevendo o deslocamento, a velocidade e a aceleragao
como vetores, porque estamos trabalhando com um movimento unidimensional. Porém,

estas grandezas sao grandezas vetoriais, e em um eixo vertical podem assumir duas

dire¢oes: a direcao para cima (que no caso convencionamos ser a dire¢do positiva) e a

§4 Na solugdo dos problemas assumir g = 9,8 % 5.
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dire¢do para baixo (que é entdo no caso, uma direcio negativa). Por isso o sinal negativo

em [3-65]. Entao:

ymm@éﬁ(o—%m@%)@ﬁ [3-66]

Em t=5s
y =200m—125m
y="75m

d
b) A altura maxima ¢ a altura em que ﬁ; =0. Ou seja, ¢ a altura em que a velocidade

¢é nula. Sendo:

y=vt—-—gt’
d
;);:Vo_gt

Temos que fazer entao:

Como v, =40% cg :10"%2 , obtemos ¢ = 4s

¢) Sabemos, pelo nosso calculo no item a) que depois de 5 seg a bola estd em uma
altura de 75 m. Resolvendo porém a equagio [3-65] para # como esta é uma equagdao do

segundo grau, vemos que existe um outro tempo 7 em que a bola também esta na altura de

75m. De fato:

75 = 40t—110t2
2 [3-67]

—5t2+40t-75=0
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Pondo em evidéncia (-5) temos:
—5(> —81+15)=0 [3-68]

As equagoes [3-67] e [3-68] sao idénticas, portanto, tém as mesmas raizes. Tomemos:

t*—8t+15=0
t_+8ix/64—60
2
2
=22 s
2
)
z2=T:3

Quer dizer que além do instante /=55, a bola também esta a uma altura de 75m, no

instante 7=3s. Vamos calcular a velocidade da bola em #=3s e em #=55. Como:

v(l) =v,— gt

Temos para =35

v(3)=40-(10x3)
v(3)=40-30=10m/

Enquanto para /=55

v(5)=40—-(10x5)
v(5)=40-50

v(s)=-10m/

Vemos assim que a bola atinge a altura de 75m em 3s , e tem neste momento a

b

velocidade de VZIOmS. Ou seja, a bola esta subindo (o sentido do vetor velocidade

coincide com a dire¢io positiva do eixo y). Ela continua subindo até que em 7=4s atinge a

altura maxima e neste instante sua velocidade é nula. Em 7=5s, a bola tem velocidade
—IOmS , quer dizer, estd descendo. Notar a adequagdo do tratamento matematico a

descricao exata de um fendémeno fisico.
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¥ “em metros”

t em segundos”

Fig. [3-15]

Representacdo da equagdo horaria no espaco de configuragao.

T
|
|
L

Fig. [3-16]

Desenho do movimento da bola no espago fisico.

Observagdes: i) Ao resolvermos este problema usamos as equag¢oes ja deduzidas, a

saber, a equagdo horaria e a equagdao da velocidade para o movimento uniformemente
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acelerado. E como normalmente resolvemos problemas em Fisica. No caso particular
destas equagoes de movimento que podem ser escritas integrando as equagdes diferenciais,

d
que sdao a definicdo de aceleracao (a Zj; donde adt =dv) e da velocidade (v:;);

donde dy=vdt) é udl, ditfamos mais do que utl, necessitio, saber tesolver estes

problemas integrando as equagdes diferenciais. Isto significa repetir em cada problema o
raciocinio da dedugao das férmulas. Mas a utilidade é sabermos montar, em cada problema
especifico, as integrais, e saber colocar corretamente, usando integrais, as condi¢Oes iniciais.

Mostraremos isto no caso do presente problema. Temos:
a=— dv = adt

Integrando, usando integral definida, temos que colocar corretamente os extremos de

integragdo. Sabemos que no nosso caso a=—g=—10’7/2 e que em ¢=0,
s

v(o)=v, = 40ms2 . Entéo:

[[av=-10]ar
Donde
V|5 =—107;
v=40=-10¢
Ou seja
v=-10f+40 [3-69]

que ¢ a equacdo que tinhamos obtido.

Integrando agora
V—Q.'.dy=vdt

dt
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e levando em conta que quando =0, y(()) =Y, =0, ¢ ainda usando a expressio de

v dada pela equacio [3-69], ficamos

[ v = [(=100+40)ar
1"
Y= ~10=-, +40r';

y =5t + 40t [3-70]

Esta é a equacido que tinhamos obtido em [3-60]

Trabalhando com a integral indefinida, chegamos aos mesmos resultados.

a:ﬂ.'. dv = adt
dt

[av=gdt+C,

Onde C, ¢ uma constante de integracio que devemos determinar pelas condi¢oes

iniciais. Ficamos com:

v=-10t+C, [3-71]

40 =C,

Substituindo o valor encontrado de C; em [3-71] ficamos:
v=-107+40 [3-72]

que haviamos deduzido utilizando-nos da Integral Definida.

Para chegar a equagao horaria, partimos de:

dy
v=—"_r.dy=vdt,
a7

integrando ficamos

Idy = Jva’t +C,
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Usando » obtida em [3-72]

[dy = (=106 +40)dt + C,
.2 [3-73]
y=10—-+40+C,

Com a condigao inicial de que em /=0 y=0 ficamos
0=C,

Substituindo este valor de C, em [3-73] obtemos finalmente
y=-5t> +40t

que ¢ a expressao que tinhamos obtido [3-70].
ATIVIDADES

3.1 VELOCIDADE INSTANTANEA COMO DERIVADA

1
1) Admitindo a férmula de Galileu S(t) = Egt ? ¢ usando o exemplo do texto

de uma bola lancada de 450m de altura, como foi calculada a velocidade instantanea apds
5s (exatamente a 5s) do lancamento?
Observagdo: explique com suas palavras resumidamente o que esta no

texto.

2) Construa uma tabela semelhante a tabela [6-1], mas diminuindo os
intervalos de tempo de maneira diferente. Em vez de tomar 0,1; 0,01; 0,001; etc ... tome
por exemplo 0,1; 0,03; 0,007; 0,001; 0,0004 etc ... e assim sucessivamente. Calcule entdo as

velocidades médias. Vocé acha que o resultado destas médias vai tender ainda 2 49m/s?

3) Explique com suas palavras, como foi definido a velocidade instantanea em

5s. Depois generalize para a defini¢ao de velocidade instantanea em um instante t.
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4 Definindo velocidade instantanea em diferentes instantes f,, #,, f;, etc...

b

mostre como se constroe a fungdo velocidade (ou seja, a velocidade como fungao do

tempo: v = v(t)).

5) Porque observando a tabela [6-1] podemos ter certeza que diminuindo cada

vez mais o intervalo de tempo da primeira coluna, a segunda coluna vai tender a 49m/s?

6) Mostre que aquilo que tomamos como uma prova de nossa certeza na

pergunta 5), se exprime na defini¢dao (defini¢do matematica) de limite.

7) Mostre, geometricamente, qual é o valor da derivada de uma fun¢do em um

ponto, a partir de seu grafico.

8) Tomando a equagao de uma reta, mostre graficamente o que sao as
desigualdades definidoras de limite.
Observagdo: para mostrar que |[f—1f, [<J ¢ equivalente a t, -5 <t<t +0,
lembre-se que 0 médulo de um nimero (|b|) éigual a b se 4>0

Ou ¢ igual a —b se <0. Ou seja,

b se b>0
s
—-bse b<0
Entao:
t—t, set>t (ousejat—t, >0)
|t_t1|:

t,—tset<t ((ou sejat—t, <O)

Quando dizemos entdo que |7 —1, |< , isto significa duas equacdes

-t <0 [3-74]

t,—t<o [3-75]

Como podemos somar um numero aos dois membros de uma desigualdade,

mantendo a desigualdade, se somarmos a desigualdade [3-74] o nimero £ (aos dois

membros) obteremos
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t<t,+06 [3-76]

Sabemos também que podemos multiplicar uma desigualdade por -1 invertendo o
sentido da desigualdade. Entao de [3-75], multiplicada por -1 obtemos:

t—t, <=0 [3-77]

Somando aos dois de [3-77] o ndmero ¢, ficamos

1>t -0 [3-78]

Combinando [3-76] e [3-78] temos

t —0<t<t,+0 [3-79]

Podemos entender [3-79] de uma maneira intuitiva. Observando a Fig [3-2], vemos
que quando escrevemos |1 —1, | < J, estamos dizendo que a distincia entre 7 e ¢, é menor
que ¢ . Distancia é sempre um nimero positivo, por isto o médulo. Podemos ter ¢ > ¢, (ou
seja, #a direita de f; no nosso eixo orientado 4, ou f <f, (ou seja, #a esquerda de #,). Mas
se a distancia entre 7 e ¢, é menor que J, entao (ver fig [3-2] 7 tem que estar entre ¢, =0 ¢
t, + 0, 0 que se exprime pelas desigualdades [3-79] que demonstramos algebricamente.

9) Defina func¢do continua. Dé um outro exemplo (diferente do exemplo do texto) de

uma fungao cujo grafico é um reta, mas que é descontinua em um ponto desta reta (porque

nao esta definida neste ponto)
9) Refute, matematicamente, o sofisma de Zenon sobre a corrida de Achiles ¢ a
Tartaruga.
Sugestio: partindo das hipoteses de Zenon, mostre que ha sim um ponto em que

Achiles alianga a tartaruga.

10) Dado o seguinte grafico de uma fungao,
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Fig. [3-17]

para cada um dos pontos a, b, ¢, d, e, f, responda as seguintes questoes:
1- a funcido tem limite a direita?
2- A funcio tem limite a esquerda?
3- A funcio tem limite?
4- A funcio esta definida?

5- A funcao é continua?

11) A equagao horaria de uma bola atirada para cima ¢:
y =40t -16¢,

e o movimento é na vertical. Qual sua velocidade instantanea em #=2s?

12 Uma flecha ¢ atirada para cima, verticalmente, na superficie da lua, com a
velocidade de 58m/s sua equagao horaria é h(l) =58¢—0,83¢" . Encontre:

a) a velocidade da flecha apos 1s.
b) a velocidade da flecha em 7=a(s)
) em que instante 7 a flecha volta para a lua.

d) com que velocidade ela atinge a Lua?
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13 O deslocamento (em metros) de uma particula movendo-se ao longo de

uma reta ¢ dada pela equacio: s =4t +6¢+2 onde #¢é medido em segundos. Encontre a

velocidade da particula nos seguintes instantes: /=a (segundos); 1=1s; 1=2s; t=3s.

QUESTIONARIO

3.2 ACELERACAO, MOVIMENTO RETILINEO
UNIFORMEMENTE ACELERADO

14 O que significa e como se determina a fungao v = v(t)?
15 Como se define a aceleracdo instantanea em um instante #,? (ou seja a(t1 ))
16 O que significa, e como se define a fungao aceleragao instantanea a = a(t)?

~ o dr
17 Mostre que a(t): 3

dt
'
18) Tem sentido um fazer ——7
dt

19) Explique porque, se o movimento se da em um udnico eixo, podemos

trabalhar com x, » e a (escalares) e mostre como simplesmente o sinal destas grandezas da a

direcio do vetor.

20) Deduza para o caso de uma aceleragdo constante a férmula v =v, +at.

21) Desenhe o grafico da aceleragdo da velocidade e do deslocamento em

func¢ao do tempo, no caso do movimento uniformemente acelerado, e mostre que

Vo +V
V=T
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22 Examinando o grafico de x=x(#) mostre que x=v,f e portanto que

vty
2

1
23 Deduza a equagio: x =v,f+ Eat2 . Mostre que poderfamos também ter
X=X, +v0t+5at2.

1 . .
24 Mostre que a equagio X =X, +v0t+5a12 ¢ dimensionalmente correta.

Uma equagio horaria do tipo x(t + 4) =3¢% + 5t é dimensionalmente correta?

25 Deduza a equagio de Torricelli.

26 Problema:

Dada a equagao horaria:
x(l‘) =10¢> + 5t +4 (x em metros; # em seg)

Calcule: a2) o espaco percorrido em 7=2seg;

b) a velocidade em 7=3s;
c) a velocidade inicial v, ;
d) o espago inicial x,;

e) a aceleragio.

3.3 INTEGRAL DEFINIDA. TEOREMA FUNDAMENTAL DO
CALCULO

27 Como vinham se desenvolvendo as idéias que levaram ao célculo diferencial
e as que levaram ao calculo integral desde a antiguidade gregar Quais as preocupagoes e

problema tipicos de um e de outro?

28 Explique como Eudoxo abordou o problema da area do circulo, e como

deu uma defini¢ao de area que coincide exatamente com a nogao moderna do limite.

29 Usando a fungao velocidade »=2(#), mostre como se define integral definida.
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30 Na defini¢do de integral definida, mostre como entra a no¢ao de limite.
Explique esta nogdao para o caso da soma de Riemann e o que ela significa (explique o

significa em palavras).

31 Porque a escolha dos pontos amostrais ¢ irrelevante?
Explique a semelhanca e a diferenca entre o método de Eudoxo, para o circulo e a

soma de Riemann.

32 Enuncie o Teorema Fundamental do Cilculo e comente sobre sua
importancia
33 Explique no exemplo 1 os dois métodos de solugao
34 Seja um corpo um movimento retilineo com aceleragao dada por:
a(t)=41+32

Encontre » com fun¢ao de 7 (ou seja v=y(2)) e x como fungio 7 (x=x(?)). As
condi¢oes iniciais sao: em /=0; x, =0 e v,=4. (As unidades sio metro e segundo).

Resolva por integral definida e por integral indefinida.

35 Uma pedra cai de um baldo que desce em movimento uniforme com
velocidade »=72/s. Calcular a velocidade da pedra apds 10s, o espaco percorrido nestes
10s e o deslocamento da pedra nestes 10s.

Responda as mesmas perguntas para o caso do balao estar subindo com velocidade

12m/s. (Faga inicialmente usando as férmulas e em seguida usando a integral definida)

36 Uma pedra é lancada verticalmente para cima com a velocidade de 20m/s.

Em que instante sua velocidade é 6m/s e qual sua altitude neste instante?
37 Uma pedra ¢é lancada verticalmente de um pogo (do fundo do pogo) cuja

profundidade é 30m, com velocidade 80m/s. Em que instante ela estd na altura da borda

do pogo e quais suas velocidades nestes instantes?

RESUMO
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Iniciamos este capitulo da adequacio da Cinematica e do Calculo Diferencial e
Integral, definindo matematicamente o conceito de velocidade instantanea, cuja
problematica filosofica ja havia sido colocada na aula anterior.

Para tanto tomamos uma sequéncia de velocidades médias, com limite inferior no
tempo 7 em que queremos definir a velocidade instantanea, e em intervalos de tempos cada
vez menores. Verificamos, inicialmente apenas intuitivamente, que estas médias tendem a
um certo valor, ¢ definimos este valor com a velocidade instantanea.

Em seguida procuramos justificar esta intuigdo com rigor matematico. Ao tentarmos
responder a pergunta, de se poderfamos ter certeza de que a sequéncia tende realmente a
este valor, fomos levados a definicio matematica de limite.

Mostramos que o limite da sequéncia de velocidades médias que tomamos é a
defini¢aio matematica de derivada da equagao horaria tomada em um certo instante, ou seja,
¢ o valor da derivada neste instante. Vimos que o conjunto destes limites tomados em
todos os instantes, ¢ um outra funcao de # que ¢ a velocidade instantinea como func¢ao de #
(v=(2)). Mostramos assim que a func¢do velocidade (instantanea) como fungao do tempo, é
a derivada da equagao horaria.

Por outro lado, enfocamos um outro problema matematico que havia sido abordado
desde a antiguidade grega: o problema das areas.

Mostramos com Eudoxo (300 A. C) resolveu o problema da area de um circulo,
chegando para tanto a uma nogao matematica que ¢é idéntica a nossa nogao de limite.

Enfocamos depois a solu¢iao do problema das areas e a defini¢ao de integral definida,
ja no ambito do Calculo Integral de Newton. Enunciamos como com ele Newton e Leibniz
unificaram estas duas areas que desde a antiguidade vinham se desenvolvendo como areas
distintas: uma o Calculo Diferencial (o problema da velocidade instantanea, por exemplo)
outra o Calculo Integral (o problema das areas)

Reconhecemos que a nogao e a defini¢ao precisa de limite estio na base de ambos.
Estudamos por isto, em maior detalhe a nociao de limite examinando também sua
interpretagao geométrica. Demos também a interpretacao geométrica de derivada.

Passamos a exemplos de solugdao de problemas de cinematica por integracao, usando,
seja a integral definida, seja a definida e vimos que a diferenca entre ambas, no contexto
destas aplicagoes, esta na maneira de introduzir as condigbes inciais.

Resolvendo o problema classico da queda dos corpos, problema cujo sentido
histérico decorre do fato de ter sido o problema resolvido por Galileu nos albores do

estabelecimento da Mecanica, mostramos o quanto ¢ mais facil equacionar este problema
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usando o Calculo Integral, do que, como também haviamos apresentado antes, sem a
sistematizac¢ao que é o Calculo Integral, mas sim usando algumas particularidades deste

movimento.
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