Aula 4

TRATAMENTO VETORIAL
RELATIVIDADE DE GALILEU E DE
EINSTEIN

METAS

Analisar a Cinematica em duas e trés dimensdes, e para tanto incluir o
ferramental do Calculo Vetorial.

Introduzir a Relatividade de Galileu e compara-la com a de Einstein.
OBJETIVOS

Proporcionar aos alunos os meios de se utilizar do calculo vetorial na
abordagem dos problemas de cinematica.

Descortinar ao alunado a perspectiva de que a moderna Teoria da
Relatividade de Einstein tem um antecedente em alguns aspectos

conceitualmente analogos na relatividade de Galileu.

PRE-REQUISITOS

Ter feito um semestre de Calculo Vetorial.
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INTRODUGCAO

Na terceira aula, trabalhamos com o ferramental do Célculo Integral, mas estudamos
somente movimentos unidimensionais. Vamos agora estender nosso estudo aos
movimentos bi e tri dimensional. Para tanto vamos nos utilizar das propriedades dos
vetores, que voces conhecem do curso de Geometria e Vetores, e que foram recordadas, e
talvez em alguns pontos aprofundadas na nossa aula dois.

Vamos mostrar também, que quando Galileu concebe que a Terra nao ¢ imével e que
nao ha nenhum referencial absoluto imével no Universo, mas sim que todo movimento é
relativo a algum corpo ou sistema que escolhemos arbitrariamente como referencial, esta
estabelecendo uma das bases conceituais que foram incorporadas pela moderna Teoria da

Relatividade de Einstein.

4.1 TRATAMENTO VETORIAL. PROJETEIS

Tratamento vetorial da velocidade e aceleragio instantaneas

Tendo, nas se¢des anteriores, trabalhado em detalhe o céalculo diferencial e integral
aplicado a0 movimento retilineo, vejamos agora como este ferramental se aplica no caso de
movimentos no plano ou no espa¢o. Temos entdo que usar, na sua plenitude, o conceito de
vetor. Seja entdo uma particula descrevendo uma trajetéria curvilinea C como mostra a Fig.

[4.1].

Fig. [4.1]
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No instante #a particula esta no ponto .4 dado pelo vetor posigao:

r= xf+yj'+z/€ , onde i, j ek , s20 os vetores dos eixos X, Y ¢ Z. Em um instante
posterior #, a particula estd no ponto B dado pelo vetor posi¢ao:
r= x'f+y'}'+ 'k
Embora o movimento da particula seja ao longo do arco AB = As, o deslocamento ¢é

o vetor AB = AF . Vemos da Fig. [4.1] que 7'=7 + Ar . Temos entio:

A ~

AB = AF =7'—F = (x'—x)i +(y'=y)j +(z'-2)k
[4-2]
Axi + ij‘ + Ak

onde indicamos por Ax = x'-x; Ay'= y'-y; Az = z'-z
O vetor velocidade média ¢é entao:

- AF
Vied = A_t [4_ 3]

E entao vemos de [4-2] que:

- ~ Ay~ Az -
:£'+—yj+—k

% 4-
md A AT A [4-4]

Vemos também de [4-4] que a velocidade média, medida entre os instantes 7 e #, ou

_—

seja, entre os pontos .4 e B é um vetor paralelo ao deslocamento AB = Ar .

Exatamente como fizemos em uma dimensio, definimos velocidade instantanea em #,
como o limite de uma série de velocidades médias, obtidas fazendo Af¢ cada vez menor, ou
seja, fazendo B se aproximar de A, o que quer dizer tomando a velocidade média entre A e
uma sucessao de ponto B’ B”,... cada vez mais proximos de A. Isto equivale também a
fazer #'tender a #, ou seja Af tender a 0.

Ver Fig. [4-2]. Podemos escrever entdo, como fizemos em uma dimensao:
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Y med
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A

Fig. [4-2]

¥ = lim — [4-6]

Nestas sucessivas médias cujo limite ¢ \7(t) (Vv no instante 7, ou seja, a velocidade

D

instantinea em #, o vetor Ar que inicialmente é AB, vai se modificando e tomando os

seguintes vetores= AB', AB".. No limite quando B se aproxima infinitamente de A, o

deslocamento A7 tem a diregdo da tangente a curva. A velocidade instantinea que é:
- dr .. AF
v(t) =—=1lim— [4-6]

E entio um vetor paralelo a trajetéria da particula em A. Calculamos a velocidade
instantanea em A, e supusemos que a particula esta em A4 no instante # Da mesma forma
que fizemos no caso unidimensional, também neste caso, podemos formar a funcio
velocidade instantanea. Esta é a fun¢do que faz corresponder a cada instante, a velocidade
da particula neste instante (temos a sucessdo de médias, e, portanto o limite, para cada

instante). Indicamos igualmente como:
- dr
vit)=— 4-7
(== [4-7]

Mas agora o #de \7(1‘) ¢ um instante 7 genérico (qualquer).

Vimos entao que o vetor velocidade é em cada instante, paralelo a trajetéria da curva.

Entao ele pode ser colocado na forma:
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<l
Il
<>

v [4-8]

Onde » é o médulo do vetor velocidade e #, é um vetor unitirio na direcio de Vv
(lembrar que qualquer vetor pode ser escrito como o produto de seu moédulo pelo seu
versor, que é o vetor unitario na mesma dire¢ao).

Vamos mostrar [4-8] partindo de uma perspectiva diferente. Seja O, na Fig. [4-1] um
ponto de referéncia (qualquer) na trajetéria C. O comprimento § = 0,4 da a posicio da
particula medida pela trajetéria percorrida, a partir de O,), ao longo da curva até o ponto A.

Quando a particula vai de 4 e B a trajetéria percorrida As ao longo da curva, ¢ dada pelo

. N .. Ar
comprimento ao longo do arco AB. Tomemos a equacdo [4-0], a saber, v = llm0 A e
1> t

vamos multiplicar e dividir o segundo membro por As. Com isto,

. ) A7 As
v = llm _—
At— 0 Al‘ AS
. ) AF As
v = llm _—
At— 0 AS At

Onde pela propriedade do limite:

V= [lim gj[ lim gj [4-9]
A0 Ag )\ Ar—>0 At

. A
Colocamos no primeiro fator 111’110 Er , pois quando A7 = 0 também As — 0. Da
1>

Fig. [4-1] podemos ver que o médulo de Ar é aproximadamente o valor As, e esta
aproximagao ¢ tanto melhor quanto mais proximo A estiver de B. Ou seja, na medida em

que B de aproxima A, o médulo de vetor deslocamento vai se tornando igual ao espago

percorrido ao longo da trajetéria. Portanto hmE representa um vetor unitario, porque
At—0

. r . - - . . ~ N
llmg =1, na direcio de Ar, ou seja, na direcdo da tangente a curva. Por sua vez o
At—0
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As

. ds : . .
llmI = 7 ¢ a velocidade escalar da particula (velocidade escalar instantanea) porquanto
A0 Af t

¢ o espago percorrido pelo tempo. Entdo de [4-9] chegamos a:
V=i,

que ¢ [4-7].
Aceleragao

No movimento curvilineo, a velocidade pode variar tanto em moédulo quanto em
direcio. Em moédulo porque podemos ter variagao da velocidade escalar e em direcao

porque o vetor velocidade (estamos sempre submetendo velocidade instantanea) é sempre

tangente a trajetoria e esta tem, ou pode ter direcao variavel. A aceleragdo média no trecho
Av
At

AB é definida como a,,,, =

—
¥
A
? 1.‘ B
0 ’ !
X
Fig. [4-3] (a) Fig. [4-3] (b)

Na Fig. [4-3] (a) estio representados os dois vetores velocidade em .4 e em B,
respectivamente Vv e V', e em [4-3] (b) o vetor AV =v'=V (Podemos ver que
V+AV =V").

Decompondo o vetor velocidade nos trés eixos cartesianos, podemos escrever:
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Vv=uyv_ +uyv, +uy [4-10]

Onde u, ,u,,u, sio os versores nas direces dos eixos (ou seja, i, j,k, mas

tomadas no ponto ) e v, V,,V, sdo as velocidades escalares segundo as dire¢oes X, Y,
/.

Entio, lembrando que a aceleragio média é dada por:

~ Av
Qea = 1, [4_1 1]

At
podemos definir também, como fizemos para a velocidade a aceleracdo instantanea como:

a = lim — [4-12]

Notamos que da mesma maneira que para a velocidade tomamos inicialmente o

. . , Ay
limite em um ponto, fazendo, portanto, a sucessio de quocientes N com Af cada vez
t

menor, mas tomando AV com a diferenca de velocidade entre a velocidade em um
determinado instante e os instantes seguintes. Em seguida podemos formar a funcio
aceleragdo instantanea tomando este limite em diferentes pontos, ou seja, em diferentes
instantes, e assim associando a cada instante uma determinada aceleragio.

Entio tendo em vista a expressao [4-10] da velocidade temos:

+u +u 2 4-13
todt Yodt S odt [4-13]

dx dy dz
; v, =—", v, =
todt Toodt dt

Temos que:
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a, = ; a, = ; a. = [4-14]

Entao:

a, = u, + u, + u [4-15]

E o médulo da aceleragio é:

|&|:a:\/a2x +a2y +aZZ

Se conhecermos a equacio horiria, ou seja, 7 =7 (t), o que implica em conhecer as
fungbes  x= x(t), y= y(t) e z= Z(t), podemos,  por  derivagio  encontrar
V= ﬁ(t) e d= 5(2‘). Se por outro lado conhecemos a aceleracio, ou seja, temos
a,=a,lt) a = a, e a, =a,,, podemos por integracio achar (t) e 7(z)

(dependendo de duas constantes que sdo as condigoes iniciais).

Observagao:

Quando tomamos na Fig. [4-2] os pontos, B”, B"".. cada vez mais préximos do

ponto A, para finalmente chegar a conclusio que o vetor velocidade instantanea, que

. - . ro, N C
definimos como sendo VvV = llmA—, ¢ um vetor tangente a trajetoria, adoramos um
At—>0 Af

dx

procedimento parecido com aquele que tinhamos usado quando definimos a fun¢io —

b

derivada da equagao horaria x=x(?). De fato, neste ultimo caso, tinhamos tomado o grafico

da fungdo x=x(?) (ver Fig. [4-4]).
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Fig. [4-4]

e considerado os sucessivos quocientes A—, tomados a partir dos pontos, B, B, B’...
!
Enfim, fazendo o ponto B se aproximar de A, as retas secantes acabam se aproximando da

tangente ao grafico de x=x(#) no ponto ?,. E os quocientes, A que sdo os coeficientes
t

_ . dx )
angulares das sucessivas secantes, vio tender, quando At — 0, ao valor —| , que ¢é o

gl
coeficiente angular da reta tangente ao grafico x=x(?) (a curva que é o grafico) no ponto f,,

e que ¢ também a derivada de x=x{(?) tomada no ponto f,.

A diferencga fundamental entre este ultimo procedimento, e aquele da Fig. [4-2] ¢ que
a Fig. [4-2] representa a trajetéria real da particula no espago. Ja na Fig. [4-4] temos o
grafico da fungido x=x(#), ou seja, trata-se de uma curva desenhada no espago de
configuracio. Como vimos atras, este movimento cuja equacao horaria relaciona uma unica
variavel x com o tempo, ¢ um movimento unidimensional. A representacio deste
movimento no espago real é uma reta e nao uma curva como na Fig. [4-4]. O vetor
velocidade deste movimento tem a diregao desta reta (por exemplo: o movimento de queda
livre). E, portanto, um vetor tangente a trajetoria, que no caso é a direcdo da propria reta.

Obedece assim a mesma regra que tinhamos chegado com os procedimentos indicados na
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Fig. [4-2] que Vv é o vetor velocidade e ¢é tangente a trajetdria. S6 que na Fig. [4-2], quando
estamos desenhando a trajetéria do movimento cuja equagdo horaria é 7 =7 (t), no espago

fisico real, ou seja, ¢ um desenho que representa a trajetoria da particula no espago fisico,

d
nao podemos tirar do desenho da Fig. [4-2] o valor da derivada j; em um certo ponto f,.

Tiramos somente a dire¢ao da velocidade desenhada na mesma representagao da trajetoria
da particula no espago fisico.

E nio podemos entio calcular o valor da derivada de 7 =7 (Z), ou seja, nao podemos

dr

calcular o vetor ﬁ(tl):—

dt |t:t,

, que ¢ o vetor velocidade instantinea V(t) tomado no

b

ponto #,? Claro que podemos.

Determinar um vetor é determinar sua diregdo e seu modulo. A diregao, ja

determinamos no inicio desta aula (Aula 4) e usando o procedimento ilustrado na Fig. [4-2],
concluimos que a diregao de 17(11) ¢ a direcao tangente a curva no ponto A.

Para achar o médulo, voltamos a férmula [4-4] que é:
=—i+—j+—k [4-4]

Como a velocidade instantanea é o limite de sucessivas velocidades médias quando

At = 0 temos:

() PR

L9 p 4-16
ar @’ [4-10]

. d . ANy dy . Az
onde assumimos que lim—= —x, lim Y —ye lim— = % , e esta subentendido
A0 At dat A—0 Af dr M0 Af dat

também que estamos tomando todos estes limites e, portanto as derivada em A, ou seja,

em ¢ =f,. Recapitulando um pouco o que vimos acima, para representar a equacao horaria

no espaco tridimensional, nos utilizamos de um vetor r =7 (t) que se exprime como:

~

P = x(t)F + ()] + ek
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dr . k dy dz
Para achar —, temos entdo que achar cada uma das derivadas —,—y e —.
dt dt dt dt
Fazendo o grafico de cada uma destas fungdes, podemos adotar o procedimento que esta
ilustrado na Fig. [4-4], para cada uma destas funcles, ou seja, achar, em cada caso, o

coeficiente angular da reta tangente ao grafico no espago de configuragio, e este coeficiente

angular é o valor de cada uma das derivadas em ¢ =1¢,. Determinamos entdo por este

procedimento, aplicado a cada uma das funcdes x(l), y(t)ez(t) os valores

%L:zg%h:zg%h:zl’ que sdo respectivamente vx(tl ), vy(t1 ), v, (t1 ),. Entio o vetor

V() se escreve:

Voltando ao estudo da aceleragdo, vamos agora decompor a aceleragio em uma
componente tangencial (na direcdo da tangente a trajetdria) e em uma componente normal

a tangente. Na Fig. [4-5],

Fig. [4-5]
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Representamos a trajetoria de uma particula ao longo de uma curva C, e desenhamos
em um ponto A desta trajetoria, o vetor velocidade V e o vetor acelera¢ao, bem como as
componentes normais ¢ tangenciais de a, a, e a,. Vemos que a aponta no sentido da

dv

concavidade da cutva. Isto acontece sempre. Procure mostrar por que. Temos a 27.
t

Por sua vez como V tem direcio da tangente a trajetéria podemos escrever (como ji

mostramos) V =1,V onde U, ¢é o vetor unittio na dire¢do da tangente 2 curva no ponto

A. Entao:

G- _d Gy, D i

= v [4-17]
dt dt dt dt

Nesta ultima féormula [4-17] reconhecemos imediatamente a componente tangencial

dx

u; — , que depende da variagio do médulo da velocidade. A outra componente depende
dt

da variagio de #,, portanto da variacio da direcdo da trajetéria. Na Fig. [4-6] vemos que

sendo u#, um vetor unitario, #_ e u_ sao os versores dos eixos X e Y. Temos que
A=Au, e B=Bu,.

Y A

v 4
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Fig. [4-6]

E temos ainda que, sendo:

up =1 (i |=1)

Ficamos com:

A=cosgeB=seng

Entao:

U, =cosgu, +sengu, [4-17]

Na Fig. [4-18] desenhamos novamente a trajetéria C e os vetores @ ¢ v (bem como
Uy e U;) e definimos também o ponto B que é o centro de curvatura da trajetéria em A.
Por simplicidade, estamos assumindo que a trajetéria C é uma trajetoria plana, mas nossos
resultados valem para qualquer trajetéria no espago. Como podemos ver na Fig. [4-7], o
ponto B é obtido pela intercessao da normal a curva em A e da normal a curva em 4’ onde

A’ ¢é um ponto situado a uma distancia infinitesimal ds do ponto .4, distancia esta medida

a0 longo da trajetéria.
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YA

Fig. [4-7]

O vetor u, é um vetor unitirio de direcio perpendicular a direcio da tangente a
.. - o . , T
trajetéria no ponto 4. Vemos entao que ele faz um angulo com o eixo X que é (9+5.

Entio a decomposicio de #, em X e Y fornece, usando [4-17]:

U, =1, cos (0+%)+ﬁy sen (6’+%)

~

Uy =—u, send+1u, cosd
Lembrando [4-17], ou seja, que #; =1, cos @+l sen6 .

Temos:

dii. do do . do

=—u sen@—+u_cos@—=u, — 4-18
¥ r Y d " ar [4-18]
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A

. u ’ N . ’ . A .
Vemos assim que 7’ ¢ normal a curva. Lembrando em seguida que ds é a distancia
t

infinitesimal .44” medida ao longo da curva no intervalo infinitesimal de tempo 47 temos,

pela regra da cadeia:

d6 do ds do

=z 222, [4-19]
dt ds dt ds

Na dltima expressao ([4-18] usamos um resultado que ja mostramos anteriormente, a
, , ds , . .
saber, que a velocidade escalar » ¢ ;) Observemos ainda, na Fig. [4-7] que o angulo entre
t

a tangente 2 trajetoria em A e a tangente a trajetdria em A’ que chamamos de d@, é
também o angulo ABA' (Explique porque). Neste caso vemos na Fig. [4-7] que ds = p d@
onde p = AB ¢ o raio de curvatura da trajetoria em A.
Entao:
do_1

— 420
i [4-20]

E substituindo esta expressao [4-20] em [4-19], ficamos com:

a _v [4-21]
dt p

Agora substituindo esta ultima férmula [4-21] em [4-18] ficamos com:

[4-22]

[4-23]

135



Esta expressao consiste na decomposicao da aceleragdo, em uma componente

. . . T . v
tangencial que ¢ proporcional a variagao da velocidade escalar | — |, e uma componente

Z/’i . ~ . ~ . , oo A ’
normal, que provem de TT , portanto, da variagao da direcao da trajetoria (¢, é um vetor
t

unitario na dire¢ao da tangente a trajetdria) e por isto ¢ inversamente proporcional ao raio

de curvatura p (quanto maior o raio de curvatura, menor a variagdo da direcio da

2
dv %

trajetoria). Os modulos destas componentes sio a, =— ay, =—. Se o moédulo da

dt P
velocidade ¢ constante niao temos componente tangencial da aceleragdo (como ¢é a

aceleracio do movimento circular uniforme?) se o movimento ¢ retilineo (p — 00) nao ha

componente normal da aceleragao.

Movimento de um projétil

Na superficie da Terra a aceleracdo da gravidade ¢é, como ja vimos, constante: ¢ a
constante g. Entdo para estudarmos o movimento de um projétil, préximo da superficie da
Terra, vamos estudar o movimento com aceleracio (que chamamos a) constante. Vamos

fazer um a dedug¢ao analoga a que fizemos no caso do movimento retilineo, somente que

agora lindando com vetores.

Vo
De a =—, tiramos:
dt

dv = adt

Integrando, obtemos:
v -
[ [ dar [4-24]
Vo 0
Em [4-24] j4 introduzimos a condi¢ao inicial que em 7=0 a velocidade é V, ou seja,

A equagao [4-24] fornece:
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vl =afdr

Porque a ¢é constante. Entao:

Ou seja:

!

<
Il

(=1
+
Q

[4-25]

A equagido [4-25], que é uma equagio vetorial, nos da uma informacdo importante.
Como o vetor V esta sempre contido no plano de vV, e a, que sdo dois vetores constantes,

o vetor velocidade, em qualquer instante esta sempre no mesmo plano. Isto significa que o
movimento ¢ plano (todo ele, ou seja, toda a trajetéria esta em um unico plano). O

resultado importante entdo que chegamos em [4-25] é:
“Um movimento no espago com aceleragdao constante ¢ um movimento plano”

Sy . N r
Em seguida integrando a equagao v = R temos:
4

]df' = ]vdz' [4-26]

7 0

t
Pl = [, +at)r
0

—_.. It
r—r =i, te—

r—r,:,:ﬁ,:,z+§.:i“.tg 427
27

Observamos que em [4-20] introduzimos a outra condi¢ao inicial, qual seja, que em

=0 o deslocamento da particula é 7;. A equac¢ao [4-27] é a equagdo de uma parabola como
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ja mostramos. Assim o movimento de um projétil préximo a superficie da Terra (onde g ¢é
uma aceleragao constante) tem a trajetoria de uma parabola.

Estudemos em maior detalhe este movimento. Tomemos entio @ = g e tomemos o
plano do movimento, que, como vimos ¢é o plano definido por g e V,, como aquele em

que vamos situar os eixos coordenado XY.

N

] B X

Fig. [4-8]

O eixo X esta no nivel da superficie da Terra (ou paralelo a superficie da Terra) e o

eixo Y ¢, portanto perpendicular a esta superficie e dirigido para cima. Entao:

g=-ig [4-28]

Onde # ¢ o versor do eixo Y (vetor unitario na direcdo de Y) e gé médulo g.

Podemos decompor vV, segundo os eixos X e Y e teremos:

Vo =V, U, + voyﬁy [4-29]
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vy ou
e
X
Fig. [4-9]
A Fig. [4-9] mostra  esta  decomposi¢io.  Vemos  entdio  que

V, =V,C08 e v, =V, sena.
Podemos igualmente decompor o vetor velocidade v, ou seja, a velocidade em um

instante 7 qualquer, segundo os eixos X e Y € neste caso teremos:

Onde imediatamente reconhecemos v, e v, como as componentes de segundo X e Y

~ ~

e u, e u, sao os versores de X e Y (que também temos chamado de i e j).

Entio a equagao [4-25], a saber:

V=vy,+at

onde colocaremos em lugar de v, e V,, suas decomposicdes nos eixos X e Y e no lugar de

d,ovetor g =-il,g,vai ficar:

vau +vu, =v,u +v,u, —gtu, [4-30]
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Podemos separar esta equagdo [4-30] em duas equagdes escalares, igualando as
componentes de X do primeiro membro com as de X do segundo, e as de Y do primeiro

membro com as de Y do segundo e obteremos:

v, =v, —gt [4-31]

Como V, ¢é constante, v, ¢é um valor constante. Entdo a primeira das equagdes [4-

31], a saber, v, =v,_, nos mostra que a componente horizontal da velocidade v, (ou seja, a

ox >
componente segundo o eixo X) é constante. Isto era de se esperar porquanto nao ha
aceleragao nesta diregdo. Na verdade a decomposi¢iao do vetor velocidade nos eixos X e Y
nos fornece a chave para a compreensio do movimento de um projétil. Trata-se da

composicio de um movimento horizontal uniforme, onde v, =v_, com um movimento

ox »

vertical uniformemente acelerado, com v, =v, —gf. Entendido isto podemos responder a

qualquer questao sobre o movimento de projéteis.
Vamos decompor a equagao [4-27] em suas duas equagoes escalares, obtidas tomando
as componentes dos vetores segundo os eixos X e Y, e a0 mesmo tempo, de acordo com as

figuras [4-8] e [4-9] tomemos o inicio do movimento na origem do sistema de eixos (ponto
0,0), ou seja, facamos 7, = 0.

Entao a equagio vetorial:

lembrando que o vetor posicio ¥ é:

X

F=xu,+yu,

e que d agora passa a ser a aceleracdo da gravidade.

corresponde as duas equagoes escalares:
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x=v, t [4-32] (a)

ox

o —%gﬂ 4-32] ()

Com isto podemos responder a qualquer questido sobre o movimento de projéteis.

Para encontrar o tempo necessario ao projétil atingir a sua altura maxima, basta fazer
v, =0 na equacio [4-31].

Obtemos entao:

vU
r=-2 [4-33]
g

Observemos que:

i) na altura maxima a velocidade v do projétil é horizontal. Nao hia componente

vertical de velocidade e entao v, é zero.

ii) estamos admitindo agora que v, ¢ dado, e, portanto conhecemos v, .

Como v, =v,sena onde a ¢ o dngulo que a velocidade inicial (velocidade do

langcamento) faz com a horizontal, temos também: (ver Fig. [4-9]).

vysena

g

[4-34]

Para obter a altura maxima basta substituir este valor de 7 (eq. [4-35]) na equagio [4-

32] (b). Obteremos assim:
_vysen’a

=h
ymax Zg

Fazendo y =0 em [4-32] (b) vamos obter o tempo até que o projétil chegue ao chio.

Este tempo chama-se tempo de transito. E claro que este tempo serd o dobro daquele
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necessario ao projétil atingir a altura maxima. De fato podemos comprovar que o tempo de

2v,sena

g

transito é

O alcance, ou seja, a distancia em que o projétil vai cair do ponto de lancamento (OB
na Fig. [4-8]) ¢ obtido, substituindo o tempo de transito na primeira das equagoes [4-32] (b).

Com isto temos:

2v _sena
R=v, ——

ox
g
Como v, =v, cosa, ficamos:

2v; sen2cosa
g
2
_ v sen 2«

g

R

[4-30]
R

Para achar o alcance maximo fazemos:

dR

220
da

Entao, temos:

i viosen 2 0
da g

2 2

V—Oi(sen 2a) = v—oi(cos 20)2=0
g da g da

Desta equagao tiramos:

cos2a =0

Ou seja,

cos’ @ —sen’ =0
cos’ @ =sen’ a

COSax =seno
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A solucio desta equacdo no primeiro quadrante é a =45°. Entao o alcance maximo

de um projétil lancado com velocidade inicial v, é, para um dado valor de v, alcancado

quando v, faz um angulo de 45° com a horizontal.

Eliminando o tempo nas duas equagoes [4-32] (a) e [4-32] (b), obtemos uma equagio
que relaciona y e x, ou seja, obtemos a equagao da trajetéria (trajetoria do projétil no espago

fisico). Esta equagio ¢é:

g= %xz +xtg a [4-37]
2v, cos” a

que ¢ a equacgao de uma parabola.

Exemplo:

Uma arma dispara um projétil com velocidade 2007/ s formando um angulo de 40°
com o solo. Achar a velocidade e a posicdo do projétil depois de 20s. Achar o alcance e o

tempo de procura (Fig. [4-10]).

Pt

Fig. [4-10]
Solugdo: sendo v, = 200’% e o = 40° temos:

Vv, =V, cosa= 153,27%

v, =V, sena = 128,61%
Entao as componentes da velocidade em um instante qualquer # sao:
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v, =153m/
v, =(128,6-9.81)"/
Onde usamos as equagoes [4-31], e as coordenadas do projétil sao:
x= (153,28)m
= (128,614, 9 )m,
onde usamos [4-32].

Para /=20 s, temos entdo:

v, =153.2m/
v, = —67,47%

Onde o fato de v, ser negativo significa que o projétil estd descendo. O moédulo da

velocidade é:

v=vl+v) =1674m/

Usando também as férmulas que deduzimos, vemos que a altura de A (altura maxima)

¢ 843,7m o alcance OB ¢ 4021m e o tempo de transito entre A e B é 26,24s.

4.2 RELATIVIDADE DE GALILEU. RELATIVIDADE DE EINSTEIN
A famosa polémica de Galileu com a Igreja a respeito da mobilidade da Terra, e que

descrevemos em detalhe na primeira aula, adquiriu, como vimos, um carater teologico

gracas a interpretagdao fundamentalista da Igreja da época.
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Mas a par desta polémica, a visao de Galileu de que a Terra se move, constituiu-se em
uma enorme revoluc¢ao cientifica. Negando a idéia de que a Terra é imoével, Galileu aboliu o
conceito de um referencial absoluto e introduziu pela primeira vez a idéia de relatividade do
movimento. Expliquemos:

Na visdo aristotélica de uma Terra imdvel, esta se tornava um referencial absoluto.
Quando diziamos que um corpo niao se movia, ou que tinha certa velocidade, isto
significava que ele ndo se movia ou tinha uma certa velocidade com relagao a Terra, a qual
era considerada, na visao de Aristételes, imével. Podiamos assim simplesmente dar a
velocidade de um corpo e estava subentendido que esta velocidade se referia a Terra. Desta
maneira, a Terra, imével no centro do universo, era um referencial absoluto com relacio ao
qual se media a velocidade de qualquer corpo.

Para Galileu, entretanto, a Terra se movia, e ele compreendeu que nao dispunhamos
de um referencial imével, com relagao ao qual pudéssemos especificar qualquer velocidade.
Nao dispondo, portanto, de um referencial absoluto, toda vez que damos o valor da
velocidade de um corpo, temos que mencionar com relagio a que referencial estamos
dando este valor. Todo movimento ¢ relativo, toda velocidade, e, portanto, todas as
equagdes da mecanica, s6 tem sentido quando especificamos um referencial previamente
escolhido, no qual estas equagdes sao validas.

Mas Galileu foi mais longe. Ele introduziu a idéia de Relatividade que mais tarde ¢
recuperada de forma modificada por Einstein em sua teoria da Relatividade. Segundo a
Relatividade de Galileu, as leis da Fisica sao as mesmas em dois referenciais que se movem
um em relagio 20 outro com velocidade retilinea uniforme’. E as equagdes que representam
estas leis sio as mesmas quando transformadas segundo as férmulas de transformacao
chamadas de transformagido de Galileu, e que passaremos agora a explicar.

Seja (Fig. [4-11] dois referenciais (x, y, z) e (x, ¥, 2))), € vamos supor que o referencial
', v, 2)) tem velocidade Vv com relagdo ao referencial (x, y, z), onde Vv é um vetor na

direcdo do eixo x e que a orientacio dos eixos dos dois referenciais ¢ a mesma.

% Com isto fica claro que Galileu ja caminhava para o conceito de referencial inercial. Discutiremos este
conceito na 5% aula.
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Fig. [4-11]

Tomando um ponto P no espago e sejam (X, v, z) as coordenadas de P no referencial
X,Y,Z) e (X, y, 2°) as coordenadas de P (X’, Y’, Z’). Supomos ainda que no instante /=0, os
dois referenciais eram coincidentes, ou seja, a origem O e O’ estavam no mesmo ponto. A
Fig. [4-11] esta desenhada em um instante qualquer # Vemos que neste instante a distancia
OO0’ é pt. Neste caso vemos também examinando [4-11] que existem as seguintes relagoes

entre as coordenadas (x, y, z) e (X', y, 2’) dadas por:

y'=y [4-38]

As ftérmulas [4-39] constituem a chamada “Transformagoes de Galileu”. Derivando as
equagdes [4-38] vamos obter a lei de transformagoes de velocidade:

oo _dlx-vi) _dx d(n)
oodt dt dt  dt

Ao mesmo tempo:
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,_ady' dy
v = ==Yy
Toodt dt

. dz' dz
V. =—=—=v,
dt dt

Entao as féormulas de transformacdo de velocidade sao

Vio=v =V
vio=v, [4-39]
Viz=v,

Observagao:

Estamos considerando, como ¢ usual fazer, que a velocidade do referencial X, Y’, 2
com relacdo ao X, Y, Z ¢é na dire¢ao do eixo X que coincide com o X’.

Podemos fazer isto sem perda de generalidade porquanto qualquer que seja o vetor

1% , que exprime a velocidade do referencial X, Y’, Z” em relagdo a X, Y, Z, podemos

sempre tomar o eixo X (e, portanto, também o X’) na diregao do vetor V.

Sem perda de generalidade — usa-se esta expressao toda vez que fazemos
uma demonstracdo admitindo certas condicdes ou certas premissas, mostramos
que estas condicOes ou premissas podem ser assumidas sempre. Entio nossa
demonstracio nao é de um caso particular, mas uma demonstracio de validade

geral.

As regras de transformagdo [4-39] sdao bastante 6bvias. De fato seja (Fig. [4-12]) um

passageiro em um vagao.

I

6 0kmih

8 dlonih

O 0 O 0O

Fig. [4-12]

Suponhamos que a velocidade do passageito com relagdo ao vagao seja de 6km/h,

na mesma dire¢io do movimento do trem que é de 60km/h (com relacio ao chio). Entio
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¢ claro que a velocidade do passageiro em relacdo ao chao é de 6 6km/ h. Verifique que ao

fazermos esta conta estamos usando a transformacao [4-39].

Relatividade de Einstein

Na Teoria da Relatividade de Einstein também as leis da fisica sio as mesmas em dois
referenciais que se movem um com relagio ao outro com velocidade 7. Porém, quando
transformamos as equagdes que descrevem uma lei em um referencial (X, Y, Z) para o
referencial (X°, Y’, Z’), para que as equagdes permane¢am as mesmas, devemos usar nao a
transformacao de Galileu, mas uma outra transformacio chamada “Transformacio de

Lorentz”. Tomando uma situa¢ao idéntica a da Fig. [4-11] a transformagao de Lorentz é:

[4-40]

Notemos que comparando a transformacao de Lorentz [4-40] com a de Galileu [4-38],

vemos que na transformacao de Lorentz a coordenada x se transforma na x’ de maneira

semelhante, somente que aparecendo um fator 1 onde ¢ é a velocidade de luz.

Na teoria da Relatividade de Einstein a velocidade da luz no vacuo é uma constante ¢
(aproximadamente 300.000 £72/s5) e nao depende do referencial. (Ou seja, é a mesma em
qualquer referencial), Vemos ainda que em [4-40] existe um tempo #’ relacionado ao
referencial (X, Y’, Z’). De fato este ¢ um dos pontos importantes da Teoria da Relatividade,
nao existe um tempo universal absoluto e por isto temos que transformar também a
coordenada tempo. No estudo dirigido que colocarmos nas atividades desta aula, os alunos
serao orientados para fazer uma dedugao desta transformagao, portanto, de dois postulados
de Einstein. Vamos deduzir as férmulas de transformacao de velocidade que decorrem da
transformacao de Lorentz.

Chamando:
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Onde ﬂ:K
¢

A transformacido de Lorenz entio fica:

X=y(x=pet) y=yz=z t'=7(t_ﬁ] [4-41]
C

A transformacio inversa é:
X
x=y(x4Bet) y=y; z=2 t= 7(t'+ —j [4-42]

(Explique porque esta é a transformacao inversal)
(Sugestao: a transformagido inversa ¢ obtida tomando a velocidade de sistema XYZ
com relacao X'Y'Z). Temos:
dx=ydx'+y fcdt

dt = ydr+ TP
c
Entao:
szﬁzydx +/1,Bca:t 4-43]
dt d

7/dt'+7ﬂ—x
c

Dividindo numerador e denominador de [4-43] por df), obtemos:

V' +V
yo= [4-44]
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(Fazer estas duas ultimas dedugoes!).

As inversas sao (Explique por quel).

v. =V

X

, N
v'y: - 1__2
l_VXV C
c2
% V2 %
v z 1—- ——
Vv, : VXV c2
)
C

Podemos ver, com a transformacio de velocidade que deduzimos da transformacio

de Lorentz, que de fato a velocidade da luz é a mesma nos dois referenciais. De fato, seja
V' _=c avelocidade de um féton no referencial (X’ Y’ Z’). Entao usando [4-44].

Temos:

Esta transformagao leva a outras propriedades curiosas (que na verdade tinham sido
observadas antes da transformagao estar completada e que levaram a ela).

A primeira é a contragiao de comprimentos. Tomemos uma régua ao longo do eixo X,
do referencial XYZ tomado como aquele de referéncia (suposto imével). Chamemos este
comprimento da régua de L,, e sejam X, e x; a medida dos dois extremos da régua no
eixo X.

Vejamos como é medido o comprimento da régua no referencial X’Y’Z’ que se move
com relagio a XYZ com velocidade V na direcdo do eixo X. O comprimento sera a
distancia entre os extremos da régua medidas no eixo X’ em um dado instante t. Sendo

x', (t') e X', (t') a localizagao destes extremos no eixo X’ no instante t’, o comprimento da

régua medido em X’Y’Z sera:
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L=x, (r)-x\(r)
Mas lembrando [4-42] que é:

x=y(+pety y=y; z=24 t=7[t'+ﬂ—xj
c

Vemos que:

Xy :7()5'2 (t')"'ﬂCt')
X :7(x'1 (t')+ﬂct'),

E entao:

X, =X =yx, (t')+}/x'l (t')
Xy =X = 7[x'2 (f)+x'l (t')]

Ou seja,

L0=7/Ls

Ou ainda:
L,

L:7:L0(1—,B J

1
2, . .
Como (1 -p )2 ¢ um nimero menor que um, vemos que L é menor que L,. Isto

quer dizer que a mesma régua quando vista e medida de um referencial com relagio ao qual

2
. . 4
ela se move com uma certa velocidade, aparece contraida por um fator ,/1——-.
c

Por sua vez o tempo no referencial XY’Z’ que se move com velocidade V com
relagdao ao referencial XYZ, tem sua medida dilatada. Vejamos por que. Consideremos um
relégio em repouso no referencial XYZ. O resultado da medida de tempo no referencial em
que o relégio esta em repouso ¢ sempre designado pela letra grega 7 (se diz “tau”) e ¢é

denominado de zntervalo de tempo priprio. Suponhamos que o relégio, em repouso no sistema
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XYZ esta na origem deste sistema (no ponto (0,0,0)). De acordo com a transformacao de

Lorentz [4-41].

r=yli= P jaas)
C

E como estamos supondo o relégio na origem de XYZ entao x=0), e ficamos com:

'=yrt

pois o t do segundo membro de [4-45] é o tempo préprio (o tempo do relégio em

XYZ) t . Entao:

2 4 p , .
e como /1 - é um nimero menor que 1, o tempo #’é maior que o tempo 7 .

Podemos, com um raciocinio simples, entender como impondo que a velocidade da
luz seja a mesma da luz seja a mesma nos dois referenciais § e S’ (daqui por diante
chamaremos de § o referencial XYZ e §’ o referencial X'Y’Z") vamos ter que admitir que o
tempo medido em S’ passe mais devagar (ou é mais comprido) que o tempo em .

Suponhamos um raio luminoso partindo de um ponto no referencial S, percorrendo
uma distancia L neste referencial em uma dire¢ao paralela ao eixo Y e sendo refletido em L
por um espelho paralelo ao plano XZ e entao retornando ao ponto inicial. No sistema S ele
percorreu a distancia 2. e como a velocidade € ¢, o tempo deste percurso medido em S é:

2

C

r

Consideremos agora este mesmo percurso visto do referencial §”’ e seja #' o tempo
deste percurso do raio médio no referencial §’. Como o referencial §” se move na dire¢ao do
eixo X com velocidade [ em relagao ao referencial § enquanto o raio parte de A e atinge o

espelho em B no referencial S, ¢ decorrido metade do tempo de percurso, o que no

'

) ) T
referencial §”¢é o tempo >
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| ¥ A1

Fig. [4-13] Fig. [4-14]
Em S o percurso é A até B e voltando a A.(Fig. [4-13])

Em §’ o percurso do raio é visto como estamos mostrando na Fig. [4-14]

' '
Mas durante o tempo 5 o referencial § andou VE para a direita (nas nossas figuras),

'
de maneira que os pontos A e B estao VE a esquerda do que estavam no inicio do
movimento e o percurso ¢ o que esta representado na Fig. [4-14]. Os pontos A’ e B’ sao as
posicoes dos pontos A4 e B no referencial S, vistos no referencial §” no momento que o raio
saiu da fonte, e os pontos A e B sdo as posi¢oes de 4 e B, vistos do referencial S’ no
momento que o raio ¢ refletido no espelho. Finalmente 4" B’ sdo as posi¢oes de A ¢ B,
vistos no referencial §’, no momento que o raio voltou ao plano XZ. Vocé pode ainda se
convencer melhor que o trajeto do raio visto em S’ ¢ este que desenhamos na Fig. [4-14],

imaginando, ou melhor, ainda fazendo a seguinte experiéncia.

Tompardamasa

A AN

Tirade papeal

Fig. [4-15] Fig. [4-16]
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Seja na Fig. [4-15] o tampo de uma mesa na qual estda uma tira de papel que na Fig. [4-
15] esta imével. Nesta tira de papel nés desenhamos com uma caneta que se desloca em
uma dire¢ao perpendicular a tira, de uma borda da mesma até a outra e depois voltando.

Na Fig. [4-10], a tira se movimenta com relagdo a mesa com uma velocidade I e nos
desenhamos um trago com a mesma dire¢do que ¢ uma dire¢do paralela a borda direita da
mesa. Mas, agora, como a tira esta se movendo para a direita, resulta na tira um traco como
esta mostrado na Fig. [4-10]. Este traco ¢ analogo a trajetéria A'B A" do nosso raio de luz
visto na Fig. [4-14].

Entao o problema ¢ que o raio luminoso entre o instante em que partiu de .4 e voltou
a A, percorreu no referencial $ uma distancia 2. (chamando a distancia de .4 a B de L)
enquanto que no referencial S, entre estes mesmos dois instantes percorreu a distancia 4’
BA” que é maior que 2L.. Terfamos entao que concluir que a velocidade da luz ¢ maior no
referencial §”. Mas postulamos que a velocidade da luz é a mesma nos dois referenciais, e
este ¢ um dos postulados basicos da Teoria da Relatividade e Einstein, postulado que como
comentaremos em seguida é em parte decorrente de observagbes experimentais. Como
conciliar estas duas coisas? Se o espago, para §’, ¢ maior, a unica maneira de a velocidade ser
a mesma, ¢ que o tempo medido entre o instante que o raio saiu e depois de refletido voltou
ao plano XZ, seja maior quando medido em §’ que quando medido em §. Assim o
numerador, que é o espaco medido em S’ é maior, mas o denominador, que é o tempo
medido em S’ também ¢é maior e temos tanto em S quanto em S’ a mesma velocidade da luz
¢. Vemos assim que admitindo que a velocidade da luz seja a mesma em referenciais que se
movem um em relagdo ao outro com velocidade [”. Somos for¢ados a admitir que o tempo
tenha medidas diferentes nestes dois referenciais.

E podemos calcular em quanto vai importar esta dilatagao temporal. Na figura. [4-17],

'

C oA , C . ~
a distancia A4A’ ¢ VE’ pois #’¢é o tempo total de percurso do raio (ida e volta) em §. Entao,
1
7 212
a hipotenusa do tridngulo .4.4’B, ou seja, o segmento A’B é | L* + EX (Pitagoras).
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Fig. [4-17]

E o percurso total do raio visto em S, tem comprimento:
1
1
ZNE
21+ —
2

Este percurso é percorrido em um tempo #’a uma velocidade c. Entdo este percurso é

¢t’, ou seja,
N2 |2
Z{L2 +(%] } =ct'
Donde entio:
N2

(ct') = 4{L2 - (ﬁj }

2
(ct') =4L* +(vt')

E tiramos:

4L2 :Czth_Vztvz
412 = 7 (Cz _Vz)

Extraindo a raiz:

2L =1\’ -V?
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2L

Net =v?

V
Lembrando que f=—, temos que V> = fB*c’.

c
Logo:
. 2L
=
c?— Bt
, 2L
= ———
NS il -p° ’
. 2L 1
= —
c 1= ,6’2
Lembrando que — ¢ o tempo total de percurso medido em S, ou seja, é o tempo
proprio T e que Y = ————= a ultima expressio fica:
1-p°
'=ty,

que ¢ a expressao que haviamos obtido antes aplicando diretamente a transformacio
de Lorentz.
E importante notar que todos estes efeitos, que nos parecem bastante estranhos,

foram constatados experimentalmente. Uma importante experiéncia que comprovou a
~ . ~ , . , + , + . ,
questao da dilatagao temporal é o decaimento dos méson 7~ . O méson 7~ ¢ uma particula

elementar instivel que decai em um méson 4" e um neutrino. (A letra grega u se pronuncia

. , + .
mu onde este u tem um som entre U e i). O méson 7~ tem no seu sistema de repouso uma

vida média de cerca de 2,5x107°seg. Expliquemos tudo isto. O 7% ¢é uma particula
instavel que decai em x* e um neutrino. Isto quer dizer que a particula 7" se transforma

espontaneamente em uma outra particula, o f* e em um neutrino. A vida média é o tempo
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em que metade da amostra total decai, ou se transforma em 4" e neutrino. Tomando em
+ . .. ~ . , + ~
7" individualmente, ndo podemos saber quanto tempo ele continuarda como 7, nio

podemos saber quanto tempo demora para que um determinado 7 se transforme em "
e neutrino. Mas podemos saber que dada uma amostra estatisticamente significativa depois

de certo tempo (no caso do 7" ) metade da amostra se transformou em " e neutrino.

Estatisticamente significativa: com um nimero suficientemente grande para
que sejam validos os procedimentos estatisticos.

Mas 2,5x10°* seg , é a vida média medida no referencial do 7* (ou seja, é o tempo

proptio — a vida média propria). Mas o feixe de mésons 7" viaja a uma velocidade
B =09¢c (nove décimos da velocidade da luz). Entdao a vida média medida no laboratério
é:

~2,5x10°°

4/1-0,81

t'=ty =5,7x10"* seg

E de fato, medindo a vida média no laboratério, encontrou-se um tempo em

excelente concordancia com este valot.

RESUMO

Na primeira parte desta aula, estudamos a cinematica ao espago bi e tri-dimensional.
Com isto foi importante ter em mente as propriedades dos vetores. Projetamos estes
vetores nos eixos coordenados mostrando entio que uma equagdo vetorial corresponde a
duas equagOes escalares se se trata do espaco bidimensional, a trés equagbes escaleres no
caso tridimensional.

Partindo da observaciao que a velocidade de uma particula no espago é sempre um
vetor tangencial a trajetéria (este fato foi mostrado tanto geométrica quanto algebricamente)
calculamos as componentes normal e tangencial da aceleragao.

Estudemos em seguida a questao do langamento de projéteis na superficie da Terra.
Mostramos que este movimento ¢ um movimento plano e pode ser decomposto em um

movimento retilineo uniforme e em um movimento vertical uniformemente acelerado. A
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partir daf tiramos todos os parametros relevantes deste movimento e aplicamos em uma
lista de problemas tipicos.

Resultamos ainda o sentido histérico deste estudo ligado a arte militar.

Na segunda parte desta 4° Aula, estudamos a Relatividade de Einstein, mostramos os
paralelos e as diferencas entre as colocagdes das duas relatividades. Admitindo a
transformacao de Lorentz mostramos, invertendo a construgdo historica, algumas
conseqiiéncias notaveis desta transformacao: a contragao do espaco e a dilatagio do tempo.

Nas atividades, além dos problemas classicos de Relatividade, apresentamos, na forma
de um estudo dirigido, uma deducdo da Transformacao de Lorentz a partir dos dois

postulados de Einstein.
CONCLUSAO

A extensao da cinematica de um espaco unidimensional para um espago
tridimensional nao introduz nenhuma mudanga conceitual, mas sim situagoes que s6 podem
ser estudadas com o dominio a nivel introdutério, do calculo vetorial.

Na comparacao das duas relatividades de Galileu ou Einstein, temos conclusoes
muito importantes.

1- O enorme significado para a Fisica, da colocagiao de Galileu de que nio s6 a terra
nao ¢ imovel, como que nio existe um referencial absoluto e que todo movimento é
relativo.

2- O alcance enorme da Teoria da Relatividade de Einstein quando mostra que
também ndo ha um absoluto temporal, mas sim, que o tempo se transforma quando

passamos de um referencial para outro.
ATIVIDADES
Tratamento vetorial, projéteis.
1 - Desenhe a trajetéria de uma particula em um espaco tridimensional. Defina o

vetor posi¢io no ponto A e no ponto B e defina o vetor deslocamento Ar entre A e B.

Mostre entao que:

AB=AF = Axi+ Ay j+Azk
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(Observacao: esta questdo, ¢ muitas outras deste questionario consiste em

simplesmente explicar com suas palavras o que esta no texto).

2 - Defina velocidade média e velocidade instantanea, e mostre porque a velocidade
instantanea ¢ sempre um vetor paralelo a trajetoria. Qual a diferenca essencial entre a Fig.
[4-2] e a figura analoga que fizemos quando definimos velocidade instantanea no caso

unidimensional?

3 - Explique como partindo da velocidade instantanea definida em certo instante (ou
seja, do vetor velocidade instantanea em certo instante) podemos formar a funcio

velocidade instantanea, ou seja, o vetor velocidade instantanea fungao do tempo # ou seja,

- dar
V(t) = Z

4 - Explique, com os resultados obtidos porque podemos escrever: V =1,V.
(Explique quem ¢ #, e que é v). Mostre em seguida, como se pode chegar a esta relagio
(V =u,v) por outro raciocinio. (Explique em detalhe este outro raciocinio).

5 - Defina acelera¢ao média e aceleragdo instantanea (na forma vetorial) e mostre que:

X

dv, . dv, _ dv.
+u +u,
dt Tdt dt

a=u,

A A

(Observe que estamos chamando os versores i, j,k de u_,u ,u_).

x>y
. v . d\vu , L
6 - Derivando —, ou seja, fazendo (—T), e repetindo todo o raciocinio do texto,
dt dt
_ o dv ;
mostre que a componente tangencial da aceleragao é a, = 7 e a componente normal é
t

2
v , . o . ~
ay =— onde p ¢ o raio de curvatura da trajetéria no instante em que estio sendo

Yo,

calculadas estas componentes.
Movimento de um projétil

7 - Partindo de um vetor aceleracio dado como sendo a = constante, e das condicdes
de contorno que em t =0 o vetor posicio ¢é 7, e a velocidade é Vv, deduza por integracao

(definida) que:7 -
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o 1.,
r:r0+v0t+5at .

Qual é uma caracteristica importante deste movimento e como vocé pode chegar a

ela.

8 - Explique porque o movimento de um projétil é a composi¢ao de um movimento
retilineo uniforme na direcao horizontal e um movimento retilineo uniformemente
acelerado na dire¢io vertical. Explique inicialmente em palavras e em seguida deduza as
formulas [4-31], a saber, v =v, ev =v, —gt.

Desenhe a trajetoria de um projétil no espago fisico. Em diversos pontos desta
trajetéria desenhe o vetor velocidade e mostre (no desenho) suas componentes horizontal e

vertical.

9 - Dado o vetor velocidade inicial v, ou seja, dado seu médulo v, e o angulo o

que este vetor faz com a horizontal, deduza o tempo de transito e o alcance do projétil.

10 - Seja um canhio capaz de lancar projéteis a velocidade de 30m/s. Fazendo um
angulo de 30° com a superficie da terra, ele atinge um ponto, no plano desta supetrficie, que
esta 710m além do alvo, que pretende atingir. Qual o angulo que ele deve fazer com a

superficie da terra, para atingir o alvo?

Observagdo: este ¢ um problema tipico, dirfamos mesmo o problema basico, de
artilharia. O estudo do movimento de projéteis tem uma importancia historica ligada a arte
militar. Desde a antiguidade as batalhas eram abertas langando projéteis sobre o inimigo,
sejam flechas, langas ou grandes pedras por meio de catapultas. Naturalmente as nog¢des de
angulos de lancamento e sua relagdio com o alcance eram conhecidos intuitivamente e pela
experiéncia. LLeonardo da Vinci, que foi um desenhista e engenheiro extraordinario, soube
equacionar o problema com rigor cientifico. Mas é com a mecanica de Galileu e Newton,

que o problema é matematizado e definitivamente resolvido.
11 - Eliminando o tempo das equagoes [4-32] (a) e [4-32] (b) escreva y como funcao

de x que ¢ a fun¢ao que da a trajetoria do projétil. Verifique, comparando como o que vocé

viu na aula 2, que trata-se de uma parabola.
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12 - Um projétil é disparado do topo de um edificio de 200 de altura. A velocidade
inicial é 60m/s e a direcao faz um angulo de 60° com a horizontal. A que distancia do

edificio o projétil atinge o solo? (Ver Fig. [4-18]).

&
=
7

Fig. [4-18]

A distancia pedida ¢ 4.(Ou seja, calcular d).

13 - Um helicoptero descarrega suprimentos para uma tropa acampada na clareira de
uma floresta. A carga vai do helicéptero no momento em que ele esta voando a uma altura
de 700m e subindo em um angulo de 36,9° com a horizontal.

a) Em que ponto a carga atinge o solo?
b) Se a velocidade do helicoptero permanecer constante, em que ponto, com

relagdo a carga, ele estara quando atingir o solo?

14 - Um guarda florestal pretende atingir com um dardo tranqtilizante um macaco
pendurado em um galho de uma arvore. O guarda aponta diretamente para o macaco, €
este, que nio conhece Fisica, se solta do galho no momento exato em que o tiro é
disparado. Mostre que independentemente da velocidade inicial do dardo, (desde que ela
seja suficiente para percorrer a distancia horizontal entre o guarda e a arvore durante a
queda do macaco) o dardo atingira o macaco.

15 - Um projétil é disparado com velocidade inicial v, e fazendo um angulo & com a

horizontal. Atinge um ponto em uma encosta (Ver Fig. [4-19]) e este ponto esta em uma
altura tal que a reta que une o ponto do disparo ao ponto na encosta faz um angulo f com

a horizontal. Encontre a distancia 4 entre o ponto do disparo e o ponto na encosta.
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Fig. [4-19]

Sugestio: tomando um sistema de eixos XY como indicado na Fig. [4-19], escreva a
equagio da trajetéria y = f(x). Em seguida escreva, no mesmo sistema de eixos, a equagao
da reta que passa pelos pontos A e B. Encontre o ponto de intersecao entre esta reta e a

parabola que da a trajetoria.

Relatividade de Galileu e Relatividade de Einstein

16 - Estudo dirigido visando deduzir a transformacio de Lorentz partindo dos
postulados de Einstein.

Einstein assumiu dois postulados:

1- As equagdes da Fisica sao as mesmas quando escritas em dois referenciais que se
movem um em relagdo ao outro, com velocidade Vv constante.

2- A velocidade da luz é a mesma em todos os sistemas de referéncia em movimento
uniforme em relacao a fonte de luz.

Mostraremos agora juntos, nés e voces estudantes da universidade Aberta, que
partindo destes dois postulados podemos deduzir a transformag¢ao de Lorentz. Para tanto
vamos orientar uma série de operagoes e calculos simples que vocés vao fazer e que nos
levardao a nossa meta que ¢ chegar a transformacao de Lorentz.

Consideremos uma fonte luminosa na origem de um referencial §, de eixos XYZ, que
em f, =0 emite luz em todas as dire¢des, e assim a frente de onda luminosa ¢ uma esfera

cujo raio vai crescendo a velocidade da luz.
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i

Fig. [4-20]
Tomendo um ponto P desta frente em um instante £z Como a luz tem velocidade c, a

distancia da origem até P ¢é ¢& Ao mesmo t podemos ver da Fig. [4-20] (Pitigoras duas

s A c oz 2 2 2
vezes) que esta distancia é \/x° + )" +z° .

Entao podemos escrever no sistema .5, que:

x*+y*+z =ct’ [4-40]

Seja agora o sistema S’ de coordenadas X'Y’Z’ que em 7, =0 coincide com o sistema
S, mas que se move com relagiao a § com velocidade 1 na dire¢ao do eixo X. (Como vimos
anteriormente os eixos XY Z’sdo paralelos a XYZ, e X’ coincide em dire¢ao com X).

Entido em ¢, =0 a fonte luminosa na origem emite também, vista agora em S’, uma
frente de onda circular e vale:

x4y 4z =t [4-47]

Porque a frente de onda vista do referencial S’ também ¢é uma frente esférica, e entio
¢ valida [4-47]? Porque pelo primeiro postulado da Relatividade de Einstein que neste ponto
¢ igual ao de Galileu, as equagdes da Fisica sao as mesmas em dois referencias que se
movem um em relagio ao outro, com uma velocidade v constante.

Nosso trabalho entio consiste em encontrar uma formula de transformacio de

coordenadas de x',y',z' para x,y,z, de tal maneira que partindo de [4-47] cheguemos a
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[4-46]. Observem que em ambas as equagdes assumimos a velocidade da luz como sendo ¢
gragas ao segundo postulado.

Para encontrar esta transformagdo vamos partir inicialmente da Transformacdo de
Galileu, e ver inicialmente o que acontece. Entdo:

a) Mostre que se em [4-47] substituirmos x',)',z' e # pelos valores dados pela
Transformagao de Galileu que é:

X'=x-Vt; y'=y; z'=z e t'=t

Vamos obter:

2

xP=2xVt+ VP +y* + 20 =t [4-48]
E claro que nio obtivemos a equacio [4-46] que é:

xP+yi 4z =ct’ [4-40)

Mas isto era de se esperar, porque sabemos que a Transformagao de Galileu nao é no
caso da Teoria da Relatividade de Einstein, a transformac¢ao que mantem as equagoes da
Fisica invariantes.

Analisando [4-48] verificamos que ha dois termos, que estdo fazendo a diferenga com
relacio a [4-46], e que sio —2xVt+V7>t?,

Vamos entdo tentar modificar a transformacdo para ver se usando a nova

transformagao assim obtida poderfamos de alguma maneira cancelar os termos indesejados

—2xVt+ V2.

b) Tente usar as seguintes férmulas de transformagao
X'=x-Vt; y'=y;, z'=z e t'=t+ fx .
Onde f ¢ uma constante a ser determinada, e mostre que substituindo esta

transformagdo em [4-47] vamos obter:

X =2xVt+ Vi +y 2t =ttt 2 ftx+ et f X [4-49]
. 4
Analisando [4-49] vemos que se fizermos f = ——- vamos obter:
c

4 v?
X =2xVt+ V3t +yP + 28 =t =2 —ztx+cz—4x2
c c
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E entio cancelando — 2xV? nos dois membros ficamos com:
2
x> 4V +y2 +z? =c*t? +— x?
c

2
4
2 . . ,1.c ~
c) Passe agora o termo ——x" para o primeiro membro desta tltima equagio, e o

2,2 A - 2 . . .
termo V' °t° para o segundo membro. Ponha em evidéncia x° entre os dois primeiros
termos do primeiro membro da equagdo obtida, e ponha, no segundo membro o termo
2,2 A

¢“t” em evidéncia e mostre que ficamos com:

v? V?

2 2, .2 _ 2.2
XN l=—|+y +z" =ct"|1- [4-50]
c

2
C

d) A equacio [4-50] difere da equagao que deverfamos obter, que era:

xz+y2—i-z2 =ct’

Apenas porque tanto x°, quanto ¢ t” estio multiplicados por um mesmo fator que é
2
I——|.

2
C

Lembremos que a ultima transformagio que haverfamos tentado, ja fazendo

[ =—— era

C
'=x—vt
Z'=z [4—51]
'=t——x
o2

Vamos agora em [4-51] dividir o segundo membro da primeira e quarta equacoes por

2

2

1
c

Obtemos assim:

165



, xX—vt
x'= ;
A
c
Z'=z [4-52]
t—Kx
t'= Cz
V2
I=—
c

Verifique agora que esta é a transformagdo de Lorentz, ou seja, substitua
x',y',z',t'desta transformacio em [4-47] e veja que se obtém [4-46] que ¢é

x’ +y2 +z° =ct’.

1
17 - Mostre que se L02 for o volume de repouso de um cubo, entao Loz(l - p° )5 ¢o

volume observado de um referencial que se move com velocidade uniforme £ na direcao

paralela a uma aresta do cubo.

Simultaneidade

18 - Mostre, a partir da Transformagdo de Lorentz, que dois eventos simultineos
(ll = tz) em posigoes diferentes (x1 # xz) no referencial §, nao sao em geral simultaneos

no referencial .S,

19 - Méson 7

2) Qual ¢ a vida média de um pulso de mésons 7" que viaja com f = 0,73, sabendo
que a vida média prépria 7 é 2,5%107°.

(Resposta: 3,6 x107%).

b) Qual ¢ a distancia atravessada com f = 0,73 durante uma vida média?
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