Aula 6

Conservacao da Energia

META

Definir energia potencial usando o ferramental matematico apropriado
que é a integral linha. Introduzir o conceito de campo conservativo, de energia
mecanica total, e discutir entdo a lei de conservagao da energia mecanica total,
enquadrando-a na lei mais geral de conservagao de energia. Mostrar a solugao
de problemas de dindmica pela aplicacdo da lei de conservacdo da energia

mecanica.
OBJETIVOS

Conseguir que o aluno tenha, mais que uma nogao empirica da energia
potencial, o conhecimento matematico preciso de sua definicdo e como
decorréncia entenda corretamente o conceito de campo conservativo e energia
potencial. Levar o aluno a ter uma perspectiva correta da lei de conservagao da
energia mecanica total, mostrando seu dominio de aplicabilidade e seu
enquadramento na lei mais geral de conservagao da energia. Habilitar o aluno
a resolver problemas de dindmica usando a lei de conservagcdo da energia

mecanica total.
PRE-REQUISITO

Além da cinematica e dinadmica estudadas nas aulas anteriores, €&
importante que o aluno saiba resolver integrais simples de fungbes de uma

variavel.
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INTRODUGCAO

O conceito basico a ser denominado e desenvolvido nesta aula ¢ o conceito de
energia potencial. Sem este conceito nao ¢é possivel entender o conceito de energia
mecanica total, nem a lei de conservagao da energia mecanica total. E o conceito de energia
potencial ndo pode ser corretamente compreendido apenas apelando para exemplos e a
intui¢io fisica. E necessario que o aluno possa compreender, com pleno conhecimento do
instrumental matematico necessario, a sua definicio matematica. E o instrumental
matematico ao qual nos referimos ¢ a integral de linha.

Vamos trabalhar entio neste capitulo a integral de linha, sua definicdo, suas
aplicagoes, para chegar entiao, de posse de todo este ferramental matematico a correta
definicio de campo conservativo, energia potencial e entdo energia mecanica total. Com
isto os alunos estardo habilitados a entender com seguranca e profundidade a lei de

conservagao da energia mecanica total, e a aplica-la na solu¢iao de problemas de dinamica.
6.1 Energia Potencial
Definig¢do de trabalho e campo vetorial

Vamos recapitular a definicio de trabalho que vocés conhecem do ensino

secundario. Ali vocés aprenderam que trabalho ¢ for¢a por deslocamento.
r=Fd [6-1]

e se indicava trabalho pela letra grega 7 (pronuncia-se #az).

Mas tanto for¢a quanto deslocamento sao grandezas vetoriais. Entdo o trabalho ¢é

calculado pelo produto escalar dos vetores Fed. (Recordem a definicao de produto

escalar que demos na 2* aula)
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Fig. [6-1]
Na Fig. [6-1] representamos os vetores Fed.No triangulo retangulo 4PB temos:

AB
cosa =—
AP

Mas AP ¢ o médulo de F (ou seja ), e AB a projecao de F segundo a diregao de

d . Indicaremos 4B por F,, (componente de F paralela a d ) Entao
F

CoOS¥ = —

F

donde
F,=Fcosa [6-3]
Da defini¢ao [6-2] de trabalho, lembrando a defini¢ao de produto escalar, temos:

T=Fdcosa

Levando entdo em conta o valor de F,, (equagao [6-3]) ficamos:
t=F,d [6-4]

Observemos que a expressao [0-4] é analoga a [6-1]. Voltamos a nogao de trabalho
como forga por deslocamento. S6 que agora a for¢a ¢ a componente da forca na direcao do
deslocamento. Por outro lado, se a forca e o deslocamento tiverem a mesma direcdo a
expressao [6-2], a saber, 7 = F-d se reduz a [6-1] 7 = Fd, pois o angulo a é zero e cos 0

=1.
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Vemos assim que a expressao [6-2] é, usando o ferramental matematico do calculo
vetorial, uma generalizacio da expressio [6-1]. Isto é [6-1] é um caso particular de [6-2],
caso particular caracterizado pelo fato da forg¢a e do deslocamento terem a mesma dire¢ao.

Seria possivel generalizar ainda mais este conceito de trabalho? Como poderiamos
definir o trabalho de uma forga sobre um corpo que se desloca em uma trajetoria qualquer,

portanto nao um deslocamento retilineo, e que além disto é uma forga variavel?

Para responder a estas questdes, temos que inicialmente definir o conceito de
campo de forgas e das a expressaio matematica de um campo de for¢as. Um campo de
forgas, ou mais genericamente um campo de vetores, é uma regiao do espago na qual
associamos a cada ponto um vetor (ou uma forga). Por exemplo, seja agua fluindo em um
rio. A cada ponto do rio podemos associar uma velocidade, que ¢ a velocidade de um
volume elementar de 4dgua em torno daquele ponto. Temos assim um campo de
velocidades, os vetores sdo os vetores velocidades de cada volume elementar de agua. (Ou
poderiamos ter definido este campo tomando as velocidades de cada molécula de agua).
Outro exemplo: na superficie da Terra, podemos associar cada ponto do espago proéximo a
superficie da Terra, um vetor aceleracio g . Qualquer ponto préximo a superficie da Terra
sofre uma aceleracio g devido a atracdo gravitacional. Este é o campo gravitacional da
Terra, que na sua superficie ¢ um campo homogéneo. Se nos afastarmos da superficie da
Terra, sabemos que a atra¢ao gravitacional vai diminuir. Mas ainda assim existe atragdo e
portanto existe um vetor aceleracdo g, que agora ndo é mais constante mas vatia com a

distancia a Terra. Portanto existe ainda um campo de vetores aceleragio. Como um
exemplo de um campo de forgas temos uma carga negativa. Esta carga, cria para todas as
cargas positivas em torno, um campo de forcas atrativas (em dire¢ao a carga positiva).

Entao nesta regiao do espago em torno da carga positiva existe um campo de forgas.

O importante é que além de existirem forgas (ou vetores designando outras
grandezas fisicas) em uma certa regido do espago, estas for¢as sao fun¢ao do ponto do
espaco considerado. Em cada ponto existe uma determinada forga. (Esta for¢a pode ser a
mesma para dois pontos diferentes, como vimos no caso do campo gravitacional perto da
superficie da Terra). Mas ainda assim temos caracterizado o conceito de fungdo: a
correspondéncia entre um conjunto de pontos e um conjunto de forgas. Trata-se aqui de

uma fungio vetorial que indicamos entdo como:
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F=F(x,y,2) [6-5]

onde aparecem as variaveis x, y ¢ g porque estamos definindo nosso campo de forcas no

espago.

Vimos ainda na segunda aula, que um vetor pode ser decomposto segundo as

componentes em trés eixos cartesianos ortogonais. Ver Fig. [6-2].

z
7
: ¥
-
Ly
X
Fig. [6-2]

Temos entao:
F=Fi +ij+sz [6-6]

onde F,, F| ¢ F_sao as componentes de F segundo os eixos X, Y e Z. No caso entdo de
um campo de forgas em que o vetor é funcdo dos pontos do espaco tridimensional, ou seja
para cada ponto temos um vetor diferente, entdo as componentes dos vetores também sao
fungoes de x, y e g Se mudarmos de ponto no espago por exemplo se passarmos de um

vetor definido em x,, y,, g, para um outro vetor, ou uma outra for¢a definida em x, 7, 3,
como o vetor F'=F (x, y, z,) ¢ diferente do vetor ' =F (x,, y,, 3,) entdo esta claro que

as componentes F,, F ¢ F. de F (x,, y, ;) sdo diferentes das componentes F,, I, ¢ F. de
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F (x5 5, 3,). Isto significa que as componentes dos vetores de um campo de vetores (ou
de forgas) sio também fungbes de x, y ¢ 3. Entdo a expressio geral para um campo de

forcas no espago tridimensional é

F = F (x,y, z)f +F, (x,y,z)}' +F, (x,y,z)lg [6-7],
onde F, (x, 3, %), F, (x,, 3) ¢ F, (x. y, ) sdo as componentes do vetor F =F(x,y,2) nos
eixos coordenados X, Y e Z, e sdo cada uma delas por sua vez fung¢bes de x, y ¢ 3. Outra
maneira de compreender que as componentes de F sdo necessariamente funcdes de x, hR

se I’ o ¢, é imaginar que elas nao fossem fungdes de x; , 3. Neste caso como F poderia ser

funcao de x; y, 2°

Entdo a expressao [6-7] é a expressao genérica de um campo de for¢as no espago

tridimensional.

6.2 Integral de linha e generalizagdo da férmula do trabalho.
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Definida a nogao de campo de forgas, passemos a generalizagdo da expressio do
trabalho de uma forca. Seja entao na Fig. [6-3] uma trajetéria entre um ponto 4 e um
ponto B, trajetoria esta contida em um campo de forgas. Desenhamos em Fig. [6-3] uma
trajetéria no plano do papel e portanto uma trajetoria bidimensional, e desenhamos os
vetores, em toda regidao que contém a trajetoria ¢ que no nosso desenho ¢ também um
espaco bidimensional. Pedimos porém que vocés imaginem uma trajetoria e o campo de
forgas, em um espago tridimensional. Se o campo de forgas esta definido em todo o espago
que contém a trajetéria, entdao em cada ponto da trajetdria também existe um vetor do

campo de forcas. E o que esta representado na Fig. [6-4].

A

Fig. [6-4]

Posto isto, voltemos a nossa questao: qual o trabalho do campo de forgas, sobre uma
particula (um corpo) que se desloca de A4 até B? A solucdo desta questdo ¢ feita dentro das
propostas basicas da definicdo de integral (definida ou indefinida) que ja temos visto. No
caso presente o procedimento ¢ o seguinte. Dividimos o percurso 4B em # partes. (Na Fig.
[6-5] 7 = 17). Em cada uma das partes escolhemos um ponto amostral e temos entio uma

forca do campo de forgas neste ponto.
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Fig. [6-5]
Em cada uma destas divisdes podemos calcular o trabalho usando a férmula [6-2],

pois temos um deslocamento que é dado por um vetor unindo os extremos do intervalo, e

temos uma forca. Este deslocamento, que nao coincide com o percurso sobre a curva,

vamos chamar de A7, . Entio

AW, ¢ o trabalho realizado pela for¢a do campo de forcas (a forga correspondente a

um ponto escolhido no 7-ésimo intervalo). A forca é F, e Ar, é o deslocamento entre os

extremos de 7-ésimo intervalo.

Vamos considerar a soma destes elementos de trabalho, isto é

D AW, =D F - AF [6-9]
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Fig. [6-6]

E claro que ndo podemos pretender que a expressio [6-9] seja o trabalho do campo

de forgas em um corpo se deslocando no percurso entre A4 e B. Isto porque temos duas

aproximacoes: a primeira é que tomamos o vetor A7, que é o deslocamento entre os

extremos da (¢-ésima) divisio, como tendo um médulo igual a 4s;, que é o percurso da /-

ésima divisao. A segunda é porque em cada divisao tomamos uma unica for¢a F; do campo,

quando em cada ponto da divisio temos uma forga diferente. Entretanto se fizermos o
niamero de divisdes tenderem a infinito vemos que ambas as aproximacdes tendem a
desaparecer, quer dizer caminhamos para um valor que podemos chamar do valor exato do
trabalho. De fato, quando o numero de divisdes tende a infinito, o percurso, tanto quanto

o deslocamento vao se tornando iguais. Isto fica evidente na Fig. [6-6]. Vemos que o

modulo de 47 ¢é muito diferente do percurso As, (que é o percurso pela curva de A até
B). Ja o médulo de 47,, se diferencial menos do percurso As, de A até B’ ao longo da
curva. E a diferenca entre Ar, e As, ¢ ainda menor. Fazendo os pontos B (B, B’, B”,...)

tenderem a 4 vemos entdo que A7 tende a diferencia dre As tende a diferencial ds, e que
dr=ds. Ao mesmo tempo fazendo o comprimento de cada divisao tender a zero, os pontos
amostrais em cada divisdo serao todos os pontos do campo sobre a curva. Partindo destes
argumentos definimos o trabalho do campo sobre uma particula executando um percurso

de A até B como sendo
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W=1im) F,- 47  [6-10]
i=l1

n—o

B
e indicamos este limite por IF -dr , e assim

A expressio [6-11] é a expressdo mais genérica de trabalho. E o trabalho da forca de
um campo de forgas, sobre uma particula que descreve uma trajetéria contida no campo de

forcas entre um ponto 4 e um ponto B.

A integral que definimos em [6-11] é uma integral de linha. Agora que vimos sua
defini¢ao dentro dos procedimentos basicos do calculo integral, vamos ver como trabalhar
com ela. Isto serd mostrado considerando um campo de forgas bidimensional, e calculando
o trabalho deste campo ao longo de diferentes trajetérias entre dois pontos contidos neste
campo. Adiantamos um aspecto muito importante da integral de linha, que ficara evidente
nos exemplos. Apesar de nossa trajetoria ser em um espaco tridimensional (no caso de
nosso exemplo, em um espago bidimensional), a integral de linha é uma integral de uma
unica variavel. Isto acontece, basicamente, porque uma curva pode ser dada por um unico
parametro, ou como fun¢ao de um dnico parametro, por exemplo o parametro s que ¢ o

comprimento de arco, que pode localizar, pelo seu valor, qualquer ponto da curva.

Exemplo 1

“Dado o campo de forgas F = xylT - yzj, encontre o trabalho da forca F a0

longo das trajetérias mostradas na Fig. [6-7] do ponto (0,0) ao ponto (2,1)”
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(0,0} o

Fig. [6-7]

Soluggo: Antes de tudo, mostremos que F = xyi — y*j é um campo de forcas como

definimos acima. Tinhamos definido um campo de forgas no espago tridimensional pela

expressao F = F (x,y, 2)i + F,(x,y, 2)j+ F, (x,y,z)lg.

Ora F = xyf — yzj ¢ um campo de forgas em um espaco bidimensional, ou seja, da

forma F = F (x,y,z)lT +F,(x,, Z)} , onde a componente segundo o eixo X ¢, F (X, y) =

. . . . . 2
xy (ou seja uma funcio de duas vatidveis x € g; e segundo o eixo Y &, F), (x,y) = —)".

Vimos que o trabalho ¢é dado por:

W= jﬁ’-a’f

A

Vamos calcular o produto escalar F -dr . O vetor ¥ € o vetor posicio, isto é, aquele

que localiza um ponto P de coordenadas x, y. (Ver Fig. [6-8]). Entdo
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1
7
i X
Fig. [6-8]
temos:

F=xi+y [6-12]

Estamos agora trabalhando em duas dimensoes. E claro que em trés dimensoes

terfamos:
F=xi+ yj + 2k
Entio, como i e i sio os vetores dos eixos Xe Ye portanto sdo constantes, temos
dF =dxi +dy]  [6-13]

Lembrando agora a férmula do produto escalar por componentes qual seja: se

2:Axi+ij e Z§’=Bxi+Byj entao

A-B=AB_+AB

Yoo

(recordar Aula 2)

entdo vemos que o produto escalar F-dF jonde F =xyi —y*j e di =dxi +dyj ¢

F-di = xydx—y*dy  [6-14]
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Entio o trabalho que queremos calcular é
B - B

W= ij? = j (xydx + y2dy)  [6-15]
A 4

Trajetoria 1 Esta trajetoria € a equagao de uma reta, unido (0, 0) a (2,1). Vemos que
o coeficiente angular desta reta é 3 , € que ela corta o eixo Y no ponto 0. Entao lembrando
a equacdo da reta na forma y = mx + b, onde » é o coeficiente angular da reta e 4 o ponto
em que ela corta o eixo Y, vemos que nossa reta do caminho 1 é
= lx [6-106]
4 2
Entao:
1
dy=—dx  [6-17]
2
Substituindo em [6-11] y e dy pelas equagdes [6-12] e [6-13] a integral [6-11] fica:

S| 1,1
W = j (x—xdx+—x"—dx) [6-18]
F) 4”7 2

que podemos com mais propriedade escrever, ja colocando os extremos de integracio que

tiramos da Fig. [6-7],

1%, 1%,
W:—jxdx+—'[xdx
2O 80

donde
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Observagoes: 1) vimos que quando substituimos y e dy pelos seus valores tirados da
equacdo da reta, ou seja da linha na qual estamos fazendo a integracao, chegamos a [6-18]
que ¢ uma integral de uma unica variavel. Isto vai acontecer sempre-quando substituimos
uma variavel por sua fun¢do com relagio a outra, dada pela equagao da linha, vamos ter

sempre uma integral de uma tnica variavel.

B

i) quando mostramos o desenvolvimento conceitual que levou a expressao IF -dr,
4

tinhamos que o dr era um deslocamento infinitesimal ao longo da trajetéria. Agora, para

calcular esta integral de linha tomamos o vetor posi¢io genérico 7 = xi + yj e calculamos a

diferencial dF = dxi +dyj. Mas este dF que acabamos de calcular é o dF ao longo da

B
trajetéria que deverfamos ter em jF -dr ? A resposta ¢ sim, ele é exatamente este elemento
y

diferencial ao longo da trajetéria, porque € através da trajetoria, no nosso caso a equagao da
- 1 : -
reta y = —X, que estabelecemos a relacio entre dy e dx, a saber: dy = de. E esta relacao

que caractetiza o nosso dr (o dr da nossa linha reta).

1if) neste primeiro caminho, ao longo da linha reta y = Ex , poderfamos em [6-15], a

saber:

B B
W= '[]3~A17: I (xydx + y*dy)
A A
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ter substituido tudo em funcdo de y, que passaria ser a variavel de integracio, fazendo: x =
2y e dx = 2dy. Neste caso os extremos de integracao (Ver Fig. [6-7]) seriam 0 a 1.

Aconselhamos o leitor a verificar que assim fazendo ele vai obter o mesmo resultado.

1
Trajetoria 2. Ao longo da pardbola y = sz . Neste caso temos:

1
dy = —xdx
772

e substituindo y e dy em [6-15], ficamos com:

1, 1,1 1,1 1, 1
W= _[ (x—x"dx+—x"—xdx) = '[ (—x"+—x)dx=| —x" +—x
J 4 16~ 2 1047 32 16~ 192

Trajetoria 3. A trajetéria 3 ¢ uma linha quebrada que vai de (0, 0) a (0, 1) e depois de
0, 1) a (2, 1). Temos que aplicar a férmula [6-11] primeiro entre o trecho (0, 0) e (0, 1) e
depois (0, 1) a (2, 1), e depois somar os resultados. No trecho (0, 0) a (0, 1) temos:

x =0 e portanto dx = 0

substituindo estes valores em [6-15] e observando que y varia de 0 a 1 temos:

1
—ijzdy=—y? ——

No trecho de (0, 1) a (2, 1) temos
9 =1 portanto dy = 0

Substituindo estes valores em [6-15] ficamos com:
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Somando os dois resultados temos o trabalho pela #rajetiria 3 que é:

3 3

Trajetoria 4. Queremos a integral de linha ao longo de uma curva dada pelas

equagoes paramétricas

Em primeiro lugar, devemos nos certificar que a curva dada parametricamente pelas
equagoes [6-11], passa realmente por (0, 0) e por (2, 1). Por inspe¢ao vemos que quanto # =
0 temos x =y = 0 e entdo a curva passa por (0, 0) quando o valor do parametro é 0. Vemos
ainda que quando 7 =1, temos y =1 e x = 2, e entdo a curva passa por (2, 1) quando o valor

do parametro é 1.

Das equacdes [6-19] tiramos:

dx = 6t* dt

[6-20]
dy = 2tdt

Substituindo os valores de x; 3, dx, e dy de [6-19] e [6-20] em [6-15] temos

1
J' (26312 612dt —t* 2tdt)
0

1
W, = j (12t7dz—z52dt)=2—3=1
; 8 6 6

6.2 Concervagao da energia mecanica total
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Campos concervativos

Nos exemplos e problemas que resolvemos sobre integrais de linha e naqueles
passados nas atividades, vimos que as vezes a integral de linha, ou seja o trabalho de um
certo campo de forcas que, entre dois pontos A e B varia quando passamos de uma
trajetéria para outra. Mas vimos também para outros campos de forga o trabalho do campo
entre dois pontos A e B é sempre o mesmo independente da trajetoria. Podemos dar um
significado fisico par esses fatos.

Suponhamos que queremos levar uma caixa pesada da ponta de um armazém,
atravessando uma caucada e coloca-la na carroceria de um caminhio situada a uma certa
altura do chdo. Comparamos o trabalho de uma forca para realizar esta tarefa em duas
situagoes. Primeira, arrastando a caixa pela calcada, depois levantando até o nivel da
carroceria do caminhio. Segunda situagdo, levantando a caixa na ponta do armazém até a
altura da carroceria e depois levando-a pelo ar pela calcada até a carroceria. O trabalho em
cada um destes casos ¢ diferente. No primeiro caso temos o trabalho de uma forca
arrastando a caixa, contra a for¢a de atrito, pela calgada, em seguida uma forga levantando a
caixa até a altura da carroceria. No segundo caso s6 temos uma forga levantando a caixa até
a altura da carroceria do caminhdo (observar que a for¢a necessaria para manter a caixa no
ar nao realiza trabalho pois ¢ perpendicular a dire¢ao do deslocamento da caixa).

Assim vemos que o trabalho pode depender da trajetéria. De fato isto geralmente vai
ocorrer sempre que houver forcas de atrito. Um campo de forgas para o qual o trabalho de
uma for¢a sobre um objeto movendo-se entre dois pontos do campo depende tanto dos

pontos inicial e final como também de trajetéria unindo estes dois pontos

W= EF dr | ¢ chamado um campo nio conservativo. Um campo de forgas para o

qual o trabalho W= JjF dr ¢ sempre o mesmo independente da particular trajetoria

unindo A e B, ou seja é o mesmo para todas as trajetdrias, ¢ um campo conservativo.
Podemos mostrar que o campo gravitacional ¢ conservativo. Tomemos o trabalho de
uma forga para erguer um objeto de massa m até uma altura h. (No caso temos uma forga

igual a for¢a peso, mas de dire¢io oposta).
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Tomando o eixo z na vertical (Ver [figura 3.1]) vemos que F =m.g.l€. De fato,
vemos na Fig. [6-9] que f’z—mglg e F= mg]€ Entio F.dF ¢ mgdz (Pois

dr = dx.i + dz.lé).

Fig. [6-9]

Entao ficamos com
h
W= fmgdz =mgz| = mgh

Suponhamos agora que vamos levar o mesmo objeto de massa m a mesma altura h,
mas por um plano inclinado fazendo um angulo de @ com o chao (Ver Fig. [6-10]).
Escolhendo os eixos X e Y como na, Fig. [6-10] decompondo o peso P em uma
componente perpendicular ao plano ﬁl em uma componente paralela ao mesmo, vemos
que para a resultante sobre a massa ser nula temos que ter 13L =N e P, =F (com
resultante nula a massa pode subir em movimento retilineo uniforme). Da figura vemos

que P, =F =P-sena . Logo ﬁ':P(Sena).{.Entﬁo F.di,sendo di =dx-i+dy- | é

F -dr = P(sena)dx = mg sen o dx
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Fig. [6-10]

7
Logo, W= .[0 m.g.sen or.dx
Onde 1 é o comprimento do plano inclinado. Entao

W = (mgsen a).x|i) =mglsena

W= mg?l = mgh

Este mesmo problema, ou seja, calcular o trabalho de uma forga contraria ao campo
gravitacional pode ser resolvido como mostramos no exemplo de integral de linha.

Considere a equagao de uma reta unindo C a B com um sistema de eixos da Fig. [6-10],

onde F ¢ F = mglg .Escreva entio F -dF e faga a integral de linha que vai dar o trabalho

desta for¢a entre os pontos C e B.
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Fig. [6-11]

Condig6es matematicas de um campo conservativo.

Operadores diferenciais.

Vamos examinar quando um campo vetorial é conservativo simplesmente analisando

sua expressdo matematica. Mas para tanto temos que definir dois operadores diferenciais

Gradiente:

Seja W uma funcao escalar de trés variaveis, ou um campo escalar. Quer dizer em

cada ponto deste campo no espaco tridimensional associamos um numero, ou seja um

escalar. Com a forma:
W=W(x,y,z)

Ou seja trata-se simplesmente de uma fungao de trés variaveis. Definimos o gradiente

de W, e indicaremos por VIV o seguinte vetor:

VW =

G‘W ~ 8W [} aW ~
i+ Jj+ k [6-21]
ox oy oz
Como os alunos de Fisica A estio comegando a estudar as derivadas parciais,
, W, < . , N
recordemos agora este conceito. 8_ ¢ a fungdo que se obtém derivando W com relagio a
X

x e mantendo as outras variaveis constantes (como se fossem constantes).
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Por exemplo seja W =x7y + 3xyz + yz°
/4
Entao: w =2xy+3yz
Ox

O mesmo paray e z. Assim
VW = (2xy + 3yz)lT + (x2 +3xz+2° )} + (3xy + 2yz)l€

Rotacional

Vamos definir o rotacional dando a regra minemonica de seu célculo. Seja um campo

de for¢ca F (ou mais geralmente um campo vetorial definido em uma regiao do espago).

Temos entio:
F = F (x,y, Z); +F, (x,y,z)}' +F (x,, z)lg

Entido o rotacional de F', indica-se por V X F' é um vetor obtido desenvolvendo o
determinante abaixo segundo os elementos da primeira linha.

(Desenvolvimento de Laplace)

ik
5. B (OF. OF,\ «0F oOF. ) AOF, oF
VxF:iiiziaz__y_i_j x_az+k y U
ox 0oy Oz oy 0z 0z Oox ox oy
F. F, F,
[6 - 22]

Por exemplo, se F= 2xy —z° )f + xzj —(3xz% + l)lg entao

i j k
6 X Fv = i i i
ox oy 0z
2xy—-z° x° —(3xz2 +1
Entao:
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= ~ A 0 ) 0, , A O 3, O 2 } A0 5 O 3
VxF=il—(3xz"-1)—— +j|—QRxy—z)——(3xz" =) |+ k| —(x")——(2xy -
i ay( xz" =1) aZ(x ) J{az( xy-z°) ax( xz" =1) ax( ) ay( y—z")
Entao:
ﬁxﬁ:](—.?)zz +322)+l€(2x—2x):6

Ou seja, o rotacional do campo F dado é o vetor nulo.

Conhecendo os operadores diferenciais gradiente o rotacional, estamos em condigao
de dizer se um campo ¢é conservativo ou nao ¢, examinando a expressao algébrica do
campo.

Vamos mostrar que a condi¢do necessaria e suficiente para que um campo seja

consetrvativo ¢ que o rotacional do campo seja zero. Ou seja, se e somente se V x F' =0

—

entio F ¢ um campo conservativo.
Comecemos entretanto mostrando que se um campo vetorial pode ser colocado
como o gradiente de uma fungiao de trés variaveis, ou seja, de um campo escalar, entdo o

rotacional do campo vetorial ¢ zero. Repetindo essa afirmacdo com as equagdes vamos
mostrar que se o campo vetorial F =F(x,y,z) ou mais detalhadamente
F=F.(x,y,2)i +F (x,y,2)j+ F.(x,y,2)k que queremos saber se é ou nio
conservativo, puder ser colocado como gradiente de um campo escalar, ou seja, se
F=vw

Onde W é um campo escalar (ou seja, W =W (x, y,z)) entio:
VxF=0

Demonstracao
Seja entao
F=VWw

Mas sabemos que se (W =W (x,y,z)) é um campo escalar entdo,

§W=8Wf+aW}+aWé

Ox oy oz

Logo
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= OW ., OW ~ OW -
F= i+ j+

k
Ox oy oz
O que significa que

an_W;an_W.F:(?W [6 - 23]

Tyt o

Mas o rotacional de F' é:

VxF=

T | v~
TR =

i
9
Ox
FX

Entao levando em conta as equagoes [6 - 23]

ik
vxF=| L 9 9
ox oy Oz
ow ow ow
ox oy oz

Calculando este determinante pelo desenvolvimento de Laplace segundo os

elementos de primeira linha temos:
2 2 2 2 2 2
6Xﬁ=;8W_6W+JA,8W_8W+k8W_6W
0y0z  0z0y 0zOx  Ox0z Ox0y  Oyox

Sabemos que para a maioria das fungoes (em particular todas as que usamos na fisica)

as derivadas parciais de 2* ordem mistas nado dependem da ordem, e entdo temos

o'W o'W o'W oW oW oW
Ovdz  0z0y  Ozox Oxbz  OxOy Oyox
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[Se vocé ndo esta familiarizado com esta propriedade, tome um monoémio (por
3.2 4

0(Bx y°z")
OxOy

exemplo, 3x’y?z*) e calcule (ou seja derivando antes com relagdo a y e

o(3x’y*z* |
Oyox

depois com relagdo a x) em seguida calcule

Vemos entao que o rotacional de F' ¢ zero.

VxF =0

Provamos entao que se /'=VW entaio VX F =0.

Vamos por enquanto admitir que o inverso também ¢é verdadeiro ou seja que se

VxF =0 entio FF =VW . Em palavras: se o rotacional de um campo vetorial é o vetor

nulo, entdo este campo vetorial pode ser colocado como o gradiente de um campo escalar.

Entio se F = VW decorre que VxF=0 e inversamente se VxF =0 decorre que

F =VW . Escrevemos entio
VxF=0< F=VW [6-24]

Agora vejamos o que acontece com o trabalho de F' entre dois pontos A e B de um
campo, quando F pode ser posto como gradiente de um campo escalar, ou seja, quando

F=VW . Temos
F.di =VW.dr

Lembrando que

VW =

8W¢ 6W [} aW ~
i+ j+ k
o oy oz

dF = dx.i +dy.] + dzk

Vemos que
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VW.dr = dx + dy + 5

Lembremos agora que a diferencial total de uma funcao W =W(x,y,z) é

dW:ade+aWdy+aWdz [6 - 25]

Ox oy 0z

Entao:

jj Fudi = f%W.df

aw =" gy s W, W
ox oy oz

IBﬁ.dfz IBade+6Wdy+aWdz= [aw
4 4 0Ox oy oz B

Mas sabemos que Id W=Ww

Obtemos entao finalmente que:

fﬁ.df —w|E=W(B)-W(4) [6-26]

Onde W(B) e W(A) sao os valores de fungao W nos pontos B e A. Uma vez que a

integral depende s6 dos pontos A e B e nao do trajeto, e como esta integral é o trabalho do

campo de forgas, vemos que o trabalho deste campo de forgas sé depende dos pontos

iniciais e finais e nao da trajetéria. Ou seja, 0 campo ¢é conservativo.
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A

Fig. [6-12]

Em resumo mostramos que se V x F' =0, entdo o campo F' pode ser colocado na
forma FF=VW (na verdade s6 mostramos o inverso, ou seja, se F =VW decorre

V x ' =0, mas admitimos que a reciproca também ¢ verdadeira). Em seguida mostramos

que se F=VW a integral Jjﬁ' dr s6 depende de A e B e nio da trajetdria, ou seja, o

campo F ¢ conservativo.
Potencial

Ja mostramos que se uma massa m cai de uma distancia z sob a a¢do da forga do

campo gravitacional, o trabalho realizado pelo campo gravitacional é mgz . Mas se nos
levantarmos uma massa m de uma altura z, com uma for¢a /' contra a for¢a do campo
gravitacional (contra a forga peso, ou seja, F'=—P) o trabalho da forca peso ¢ —mgz uma

vez que a direcio de P ¢ oposta a direcio do deslocamento. O aumento da energia

potencial é, entretanto ¢ = +mgz .Ou seja W =—¢ onde W é o trabalho da forca peso, ou

seja do campo, e ¢ ¢é o trabalho de uma forga igual e contraria a forca do campo. Entio a

for¢ca peso do campo é P=-V¢. A funcio ¢ ¢é chamada energia potencial do campo
gravitacional.

Se modificarmos ¢ somando uma constante, a for¢a do campo é a mesma pois

§¢=§(¢+0) uma vez que Ve=0. Este fato significa que temos uma liberdade de

escolha do nivel zero de energia potencial.
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Entio de um modo mais geral para um campo vetorial vV que tenha a propriedade
VxV =0 podemos definir uma funcio ¢, chamada energia potencial do campo V,etal
que V=-V¢.

Lembrar entdo que a funcio escalar ¢ chamada energia potencial é o trabalho de

uma for¢a contra o campo, ou melhor ¢é definida pelo trabalho de uma forga contra o
campo.
Pode-se entender facilmente porque isto ¢ assim, repetindo em outras palavras o que

explicamos acima.

8/

Sabemos que a energia potencial de uma massa m no campo gravitacional situado

o

uma altura h do chio (no caso o chio ¢ tomado como nivel zero de energia potencial),

mgh (com sinal positivo). Ora, este é o trabalho de uma forca F igual e contraria a forca
peso, para elevar uma massa m do nivel zero ao nivel h. E este ¢ um trabalho positivo pois
a forca tem a mesma direcio do deslocamento assim F - d ¢ positivo (o cosseno de zero,
que € o angulo entre Fedé¢ +1).

Suponhamos agora que queiramos calcular, para um campo vetorial conservativo, ou
seja, com VxF =6, qual ¢ a fungdo energia potencial deste campo, ou seja, queremos
calcular ¢ tal que §¢ ——F. (Pois sabemos que existe W tal que VW =F e sabemos que
¢ =-W). Sabemos também que podemos calcular ¢ a menos de uma constante aditiva.

Isto “a menos de uma constante aditiva” significa que se @ ¢é a nossa fun¢io energia

potencial, entdo @+ k onde k é uma constante arbitratia, também é.

B -
Basta para tanto calcular a integral J.A F.dr de certo nivel de referéncia (que

podemos escolher arbitrariamente) até certo ponto B. Se calcularmos este trabalho com F
sendo a for¢a do campo vamos ter o valor da fungdo W em B. Fazendo agora B um ponto

genérico (X, y, z) teremos a funcio W =W (x,y,z) e portanto também a fun¢io energia

potencial que é ¢ =—W . Vejamos com um exemplo como isto pode ser feito.

Exemplo 2

Mostre que

F=Qxy-z)i+x>j—(3xz* + l)lg
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E conservativo, e encontre a fungio energia potencial ¢ (ou seja, @ tal que
F==V¢)

Solucao: Temos:

i j k
Vxi-| 2 9 O [6 - 27]

ox oy 0z

2xy—z° x> =3xz° -1
(Verificar!)
Entao
— r — —_ 3 2 — 2 -

W= JjF.dF = Jj(2xy z)dx + x“dy —(Bxz” +1)dz [6 - 28]

E sabemos que esta integral ndo depende do caminho. Podemos entio escolher um
caminho que simplifique a integragao. Escolhemos o ponto A como sendo o ponto (0, 0, 0)
(a origem de nosso sistema de coordenadas), pois sabemos que temos liberdade de escolha

do nivel de referéncia (nivel zero) de energia potencial.

E vamos entdo integrar o trabalho (F.dr) infinitesimal, da origem até o ponto (x, v,

z).
Vamos escolher como caminho de integragao a linha de (0, 0, 0) a (x, 0, 0), em

seguida de (x, 0, 0) até (x, y, 0) e finalmente de (x, y, 0) até (x, v, z).
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Fig. [6-13]
De (0, 0, 0) até (x, 0, 0) temos:
y=z=0,edy=dz=0.
Assim podemos ver que a integral neste percurso é nula. De (x, 0, 0) a (x, y, 0) temos

x = constante z = 0. Logo dx = dz = 0 e entdo a integral [6 - 28] fica
fxzdy =x° f dy=x"y

De (x,y, 0 até (x, y, z) temos X = constante y = constante, entio dx = dy = 0 e a

integral é
— f(3xzz +)dz=—xz’ —z
Somando os trés trechos ficamos com
W=xy—xz’ -z
E entdo a func¢ao energia potencial ¢ é

p=-W=-x"y+xz° +z

Teorema Trabalho Energia
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A primeira definicio matematica de energia, a energia potencial de um campo
conservativo, que acabamos de definir esta ligada a nogio de trabalho: é o trabalho
realizado pela forga contraria ao campo, desde certo ponto de referéncia até o ponto onde
estamos definindo a energia potencial. Assim o conceito de energia esta ligada a
possibilidade de realizagio de trabalho. A palavra potencial vem de Aristoteles que
qualificava o processo da evolucao do mundo em Potentia ¢ Acta. Potentia é a possibilidade
dos fenémenos acontecerem e Acfa é enquanto eles se realizam. Este sentido Aristotélico
se mantém no nosso conceito moderno. Assim se mantivermos uma certa massa a uma
dada altura do chao, ela tem, devido a existéncia de um campo gravitacional, a possibilidade
de realizar trabalho. Assim se esta massa for um bate-estacas, quando abandonada de certa
altura, ela ajuda a enterra uma estaca no chao. Ou seja, ela tem, pelo simples
posicionamento em um campo gravitacional, uma certa energia, (energia potencial
gravitacional) e como tal, ou seja, na qualidade de energia potencial, a possibilidade de
realizar trabalho.

Queremos enfatizar alguns pontos importantes da nossa definicio de energia
potencial. Lembremos que escolhido um ponto qualquer como nivel de referéncia, ou seja,
ao qual podemos atribuir arbitrariamente, o valor zero de energia potencial, podemos,
calculando o trabalho do campo atuando sobre uma certa massa 7 enquanto ela se desloca
da nossa referéncia até um ponto qualquer, atribuir um valor a energia potencial desta
massa neste ponto. Mas isto s6 é possivel se o valor deste trabalho niao depender da
particular trajetéria unindo nosso ponto de referéncia a este ponto. Isto porque s6 assim
podemos associar um unico valor a cada ponto e assim definir uma fungio energia
potencial que depende somente da posi¢cao. A cada ponto do campo temos um valor da
energia potencial que depende somente da posigao deste ponto no campo de forgas. Entao
a primeira conclusao que queremos enfatizar, é que s6 ¢ possivel definir energia potencial
para campos conservativos, ou seja, aqueles campos em que o trabalho do campo entre
dois pontos é o mesmo qualquer que seja a trajetoria.

Uma segunda observa¢do importante é que o nivel zero de energia potencial, ou
seja, aquele ponto ou aquele conjunto de pontos ao (aos) qual (quais) atribuimos energia
potencial zero, é escolhido arbitrariamente. Tudo que sabemos de um campo conservativo
¢ que a integral de linha do campo em uma trajetéria unindo dois pontos, sé depende da
posicao destes dois pontos e nao da particular trajetéria. Entao tudo que sabemos ¢é a

diferenca de energia potencial entre estes dois pontos. Se atribuirmos o valor zero a energia
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potencial de um deles, teremos um valor para a energia potencial do outro, valor este valido
para esta escolha do nivel zero de energia potencial.
Observemos ainda (ver Fig. [6-14]) que para um campo conservativo, o trabalho

realizado pelo campo em um caminho fechado ¢ nulo. De fato:

B

A
Fig. [6-14]
B _ B ~
[F(F)ar = [F(7)dr
A A
Caminho I Caminho II

Invertendo o sentido de percurso da integral de linha do segundo membro, ou seja,
trocando os limites de integracdo e ao mesmo tempo trocando o sinal, temos o mesmo

numero. Entao:

[F(F)dr = - [F(7)dr
Donde:
Bjﬁ(?)df + Bjﬁ(?)df =0

Mas a soma do trajeto AB pelo caminho I, com o trajeto BA pelo caminho II, nada

mais é que a integral por um caminho fechado que partindo de A volta ao ponto A e que
indicamos por 4 F (77 )d? Como tanto o ponto A quanto o ponto B sio arbitrarios,

podemos escrever para qualquer trajetoria fechada dentro de um campo conservativo

—

F(F), que:

JF (7 =0

229



Ha outras formas de energia além da energia potencial. Todas implicam, e sao
medidas pela possibilidade de realizar trabalho. No exemplo do bate-estacas , vimos que
uma certa massa elevada a uma certa altura do chao, tem como decorréncia de sua posi¢ao
elevada, a possibilidade de realizar trabalho. Quando certa massa ¢ abandonada ela é
acelerada pela forga peso e ganha velocidade. Gragas a esta velocidade ela se chocando com
a estaca vai ajudar a enterrar a estaca no solo, ou seja, vai realizar trabalho. Ha assim uma
energia que ¢ ligada a velocidade da massa e que se chama energia cinética.

Vamos entio demonstrar um resultado importante que relaciona o trabalho de uma

forca com a variagao da energia cinética e que é o Teorema Trabalho-Energia.

B
Considerando a integral IF' (17 ) dr onde A é um ponto de coordenadas (x;, y,, 3))
A

e B = (x, 9, %), € seja F (7) um campo de forgas qualquer (ndo necessariamente

B

conservativo). A expressao IF (17 )a’? pode ser traduzida pela soma de trés integrais:
4

?}?- dr = ijxdx + ijydy + Zszdz
A X N z)

1, 1, I,

[6-29]

Trabalhando com a primeira integral do segundo membro, podemos fazer (a

integral é I)):

av, i
dt

X X X2
Idex = Imaxdx = Im
X X X

Mas a variavel v, pode ser posta como funcio de funcao se considerarmos
v, funcio da posiciao x, que por sua vez é fungio do tempo £ ou seja, vV, =V, (x(l)).Entﬁo

pela regra da cadeia:

v, _dv, dx

dt dx dt

Mas, @ =v,.
dt
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Entio nossa primeira integral I, fica:

X3

J. xdx—

Mas se em x, a velocidade for #, e em x, for », podemos fazer uma mudanca de

variavel na integral definida e entao:

'[Fdx— va de— Imvdv

Entao:

1 5, 1
1, :Emvy2 —Emvyl
(&

1 2 2
I, _EmVZZ ——mv;

Substituindo estes valores de I, I, e I; em [6-29], temos:

~ 1 1 1 1 1 1
J.Fdlj: :Emvzxz +Emvzyz +Em\/’222 ——lele __mvz)’l __mvzzl

A

Onde:

V= .y, V) e v =(v, v, v, ).
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E observando que:
2 A n ]€ A n k" 2 2 2
v = iy, jEv k) (v ity j+v k) =vi, VT, vy

Concluimos:

o 1 1

_[Fdf =—mv’g +—mv’. [6-30]
M 2 2

O resultado [6-30] é a expressio matematica do Teorema Trabalho-Energia, que

estabelece que:

“O trabalho realizado por uma for¢a atuando sobre um corpo que se desloca de

uma posicao A até uma posicao B ¢é igual a variacao da energia cinética entre .4 e B”.
¢ ¢ g ¢ g

Observagodes:

i) No caso a forca F' ¢ a unica for¢a atuando sobre o corpo, ou a resultante das

forcas atuando sobre o corpo.

i) A forca F' que atua ao longo de toda a trajetéria entre .4 e B ndo ¢

necessariamente parte de um campo conservativo. (Ver perguntas).

iiiy A quantidade —mv® é a energia cinética de particula (ou do corpo). E uma

quantidade escalar que depende da massa do corpo e de sua velocidade.

Energia Mecinica Total

Na defini¢ao de energia potencial em um ponto P, usando a expressao:

U(P) = —pjﬁ - dx
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Onde F' é o campo em questio. Vejamos a razao deste sinal.

Seja a energia potencial de um corpo de peso P no campo gravitacional situado a
uma altura h do chio. Tomando o chdo como nivel zero de energia potencial, a energia

potencial deste corpo de massa 7z a uma altura h é »gh. Vemos entdo que:

Fig. [6-15]
h N h

U =~ [FdF =— [mgdr [6 - 31]
0 0

Mas:
g-dr =—gdr
Pois no trajeto de zero (chio) até a altura b o vetor g faz com dr um angulo de

780°. Temos entio:

h h
U = —J.(—mgdr): mg Idr = mgr|z =mgh
0 0

Como querfamos obter.

Observemos ainda quando um corpo cai de uma altura A, ou seja, quando ele se
move sob a¢ao de um campo conservativo, ele vai perdendo energia potencial e ganhando
energia cinética. Como tanto a variacdo da energia cinética quanto a da potencial sio

medidas pela mesma integral de linha, e tem sinais contrarios, vemos que se AU for a

variacdo da energia potencial e AK a da cinética, temos:

AU =-AK [6 - 32]
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O que significa que:

U, =U, =~(k, = k) [6 - 33]

Donde

U,+K,=U,+K, [6-34]
onde 1 e 2 representam dois pontos do percurso. A equagao [6-34] exprime o fato de que a
energia mecanica total, definida como a soma da energia potencial com a energia cinética é
constante.

Em mecanica usamos o principio da conservagao da energia mecanica total, e este
principio nos ajuda a resolver muitos problemas como no exemplo que mostraremos a
seguir.

A conservacdo da energia é porem um principio mais genérico. Se ha atrito, a
energia mecanica nao se conserva, mas este atrito vai significar a transformacao de energia
mecanica em calor, em energia sonora, enfim em outros tipos de energia. O corpo perde
energia mecanica, mas ele mesmo e o ambiente ganham calor, energia sonora etc... Assim
considerando apropriadamente o sistema no qual se esta medindo a energia e considerando

as diversas formas de energia, podemos dizer que a energia sempre se conserva.

Energia elastica

e VA VAV I

Fig. [6-16]

Outro campo de for¢as que muitas vezes tratamos como conservativo é o das
forcas elasticas. Seja o sistema massa-mola como na Fig. [6 - 16].H4a uma posi¢ao de
equilibrio (posi¢ao 0 da figura) em que a mola nao esta nem esticada nem comprimida. Se

afastarmos a massa m. da posicao de equilibrio (por exemplo esticar a mola de uma
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distancia x), vai aparecer uma forga restauradora —kx, onde o sinal menos exprime o fato
da forca ter direcdo contraria a do deslocamento x. Temos F=-£x. Usando a definicio de
energia potencial o que implica tratar a for¢a da mola como um campo conservativo, ou

seja, uma mola sem perda e sem atrito, temos.

U= —].Fdx': —)].— kx'dx' = %kx2
0

0

1
. . . . . . , 2
A energia potencial de uma mola, esticada ou comprimida uma distancia x; é Ekx ,

onde £ é o coeficiente elastico da mola.
Potencia

Uma grandeza fisica que freqiientemente tem interesse, é a taxa em que o trabalho ¢é
realizado. Esta grandeza ¢ a potencia. Defini-se poténcia média liberada por um agente
como o quociente do trabalho total que ele realiza pelo intervalo de tempo gasto. Temos:

P= ? [6-35]

Ja a potencia instantanea libeada pelo agente é

_aw
dt

P [6-36]

A unidade de potencia no SI é watt = 1 joule/segundo, cuja abreviatura é W. O
trabalho pode ser expresso também em unidades de potencia x tempo. Exemplo o
quilowatt-hora (£W). O quilowatt-hora é o trabalho realizado em uma hora por um agente

que trabalha a taxa constante de 7£IW.

Exemplo 3

“Um antomovel a potencia 75 kw, move-se a velocidade de 90km/ h. gual o empuxo para a frente

excercido pelo motor no antomivel?

Solucao
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Como F e Vv tem a mesma direcio:

P=Fv

Entao

F=£=M=3X103N.
v  25m/s

Vejamos agora alguns exemplos de solu¢ao de problemas usando o principio de

conservagao da energia mecanica.
Exemplo 4

Um esquiador desce uma encosta de altura 4 a partir da velocidade zero. Se a massa

do esquiador é 7, calcular a velocidade com que ele chega ao pé da encosta.

Solugdo: suponha a inexisténcia de atrito, a energia potencial do esquiador #gh
(escolhido o chiao como nivel 0 de referencia) se transforma em energia cinética. Entao
L
mgh = —my
2
[No alto da colina o esquiador esta parado: sua energia mecanica total é zgh. No

1
} . C . a , 2
sopé da encosta a energia potencial é zero e a energia mecanica total é Emv ]

entao:

v=42gh

Exemplo 5
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“Um pendulo é construido por um corpo de massa m pendurado em nm cordel de comprimento L. O
corpo ¢ desviado da vertical de modo que o cordel faz um dngulo 0, com esta vertical e depois ¢ solto, sem

velocidade inicial. Determinar as expressies a) da velocidade v no ponto mais baixo da oscilagao e b) a

tensao no cordel neste ponto”

Solucdo: Sendo o campo gravitacional conservativo, podemos aplicar a noc¢io de
conservagao de energia mecanica. Tomemos o ponto mais baixo da oscilagio (ponto A Fig.

[6-17] ) como nivel zero de energia potencial.

fcosd,

T h=1-Lcosg,

Fig [6-17]

Neste caso usando

E,=E, [637]

Temos
E =K. +U, =0+mgh,

Onde 4 ¢ a altura do pendulo no momento inicial. Por sua vez

1
E, = —mv’> +0
2

Entio, da equagao [6-37] tiramos

|
—mv-=mgh
5 g

v =.2gh
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Da fig. [6-17]
Vemos que
h=L-Lcos@,=L(1-cosb,)

Entao

V= \/2gL(1 —COoS 6’0) resposta a)

Lembrando que a resultante das forgas no ponto mais baixo é a propria aceleragiao
centripeta (/1) do movimento e que:

R=T+mg

Projetando no eixo y (eixo vertical)

R=T-mg

Mas

Entrando com o valor obtido de » na resposta a)

B m2gL(1-cosé,) N
L

T (ZL(I —]j:os 6,) s ljmg

T =(2(1-cos,)+1)mg

T

mg

T= (3 —2cos b, )mg Resposta b)

Exemplo 6

“A constante de for¢a de uma mola elastica pendurada na vertical é £ Um corpo de
massa 7 ¢ preso a ponta da mola, na posi¢ao de equilibrio, e cai verticalmente. Determinar
a expressao da distancia maxima da queda do corpo entes de o movimento ter sentido

ascendente.”
Solucio:
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Como tanto a mola (mola ideal sem atrito) quanto o campo gravitacional sdo campos
de forga conservativos podemos usar o principio de conserva¢ao da energia mecanica total.
Considerando o nivel zero de energia potencial da mola, a posi¢ao de equilibrio desta, que é
a posi¢ao na qual o corpo é abandonado, e a0 mesmo tempo tomando esta posi¢ao como
nivel zero de energia potencial gravitacional temos E,=0, pois estamos na posi¢io que
definimos como nivel zero de energia potencial, tanto da mola quanto do campo
gravitacional, e a0 mesmo tempo o corpo ¢ ai abandonado do repouso (energia cinética

portanto zero)

E,=K+U,+U,
Onde U, ¢ a energia potencial do campo gravitacional e U,, ¢ a energia potencial da

mola. Entao:

| |
E. =—mv —mgh+—kh
) S

Mas no ponto mais baixo , que ¢ quando se inverte a dire¢ao da velocidade, esta, por
um instante, ¢ igual a zero.

Entdo, levando em conta que E;=E; temos:
1,2

0=—-mgh+—kh
2

Fatorizando

h(-mg + %kh) =0

A solucao h=0 ¢ a posigao inicial. A outra:
1

—kh=m
5 g

k= 2% Resposta

Exemplo 7
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“Dois corpos de massa 7, e 7, estio pendurados por um fio muito leve a uma
roldana com massa e atrito desprezivel. Os dois corpos estio inicialmente em repouso.

Calcule a velocidade do mais pesado quando tiver caido uma distancia vertical /7

Fig. [6-18]

Solucdo: tomamos o nivel zero de energia potencial de cada um dos corpos, como
sendo o nivel em que cada um estava no instante inicial, ou seja, quando estavam em
repouso.

Consideremos agora um instante posterior, em que o corpo de massa ml tenha uma
velocidade v (direcao vertical para baixo) e o corpo de massa m2 tenha uma velocidade v
(diregao, vertical para cima). Seja ainda este momento aquele em que o corpo de massa m1
se deslocou de uma distancia h, para baixo, em que portanto o corpo de massa m2 se
desloca a mesma distancia h para cima. Neste momento a energia total do sistema, levando

em conta que a polia ndo roda e ha escorregamente sem atrito é:

1 1
E, = Emlv2 +5mzv2 —m,gh+m,gh [6-38]

A energia mecanica total no instante inicial ¢, com a escolha de referéncia de energia

potencial adotada:
E =0

Como no caso ha conservagao da energia mecanica total (o campo gravitacional é

conservativo) temos
E, =E, [6-39]
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Entio as equagoes [6-38] e [6-39] fornecem:

EmIVZ +§m2v2 -m,gh+m,gh=0

o ml+m2
V S —
2

j = (ml—m2)gh
V= 2(ml —m2)gh
ml+m?2

. \/2.(m1 —m2)gh
ml+m?2

CONCLUSAO

Nesta aula, ¢ de fundamental importancia, dominar o conceito de campo
conservativo. Este conceito s6 pode ser entendido com todo ferramental matematico
desenvolvido neste capitulo.

Se um campo ¢ conservativo, entdo, ¢ possivel dar o conceito de energia potencial e
este conceito, mais uma vez, s6 pode ser assimilado com o adequado aparato matematico
que ¢ a integral de linha.

Decortre que a lei de conservagao da energia mecanica, nao é uma lei geral, ela s6 vale
para campos conservativos. Mas a lei de conservacao de energia, em sentido lato, ¢ uma lei
geral — se a enegia mecanica ¢é dissipada pela presenga de forcas nio conservativas, ela se
transforma em outra forma de energia, térmica, sonora, de deformacgio (a energia ¢ gasta
deformando corpos), etc... A compreensao pelos fisicos desta lei mais geral, s6 se deu com
o desenvolvimento da termodinamica no correr do século XIX.

E importante notar que o Teorema Trabalho-Energia Cinética porém, vale para
qualquer tipo de for¢a. Recomendamos que os alunos examinem a demonstracio deste
teorema. Verdo que em nenhum momento foi introduzido alguma hipétese ou alguma

condi¢io de forca conservativa.
RESUMO

Nesta aula demos em primeiro lugar a defini¢ao mais genérica de trabalho explicando

em primeiro lugar qual o significado de JjF dr e mostrando porque ela representa o
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trabalho de um campo de forca F = F (x,, Z)ZA +F,(x,, Z)} +F (x,, Z)/€ em uma

trajetéria contida nesse campo. Mostramos, por meio de exemplos, como calcular esta
integral, o que significa calcular uma integral de linha. Definimos entio campo
conservativo, dando as condi¢bes matematicas para ser conservativo, ¢ entao definimos
energia potencial.

Introduzimos entao a lei de conservagio da energia mecanica, mostrando as suas
condigdes de aplicabilidade e discutindo sua possivel generalizagdao na lei de conservagao da
energia.

Por fim demonstramos o Teorema Trabalho-Energia Cinética e mostramos em

alguns exemplos, como aplica-los na solucdo de problemas de dinamica.
ATIVIDADE
Questoes e problemas
6.1
1-Defina trabalho de uma for¢a usando vetores.
2-O que é um campo de forgas? Dé sua expressao matematica.

3-Explique, resumidamente, e com suas palavras como se chega a definicdo de

trabalho no caso mais geral.

4-Tomando o campo F = xylT - yZ} , calcule o trabalho deste campo bidimensional,

¢ uma trajetoria reta unindo (0, 0) a (1, 1).
) 1, X
5-Calcule o trabalho do mesmo campo por uma parabola y = Zx de (0,0)a (2, 1).

6-Calcule o mesmo trabalho do mesmo campo, de (0, 0) a (2, 1) por uma linha

quebrada de (0,0) a (0, 1) e de (0, 1) a (2, 1).
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7-Calcule o mesmo trabalho do mesmo campo de (0, 0) a (2, 1) por uma curva dada

pelas equaces paramétricas x = 27 ey = f°.
8-Defina campo conservativo.
9-Defina os operadores diferenciais gradiente e rotacional.
10-Quais as condi¢oes matematicas de um campo de forgas para ele ser conservativo.

11-Mostre que se um campo for conservativo é possivel definir uma fun¢io escalar

W pelo trabalho do campo de um ponto O (até um P genérico) e mostre que se o

campo pode ser escrito como gradiente de uma funcio escalar (F' = VW), entdo

IV ¢ uma fungao dos pontos do espaco tridimensional.
12-Defina a fun¢ao energia potencial de um campo conservativo.

13-Verifique quais dos campos dados sio conservativos e em seguida calcule (quando

for o caso) a energia potencial (a fun¢io energia potencial) do campo.
0 Fei-g-yi
b) F = (3x’yz - 3y)f +(xy - 3x)j' +(x’y— 32)12

¢) F=ysen2xi+sen’ xj
14-Mostre que o campo gravitacional é conservativo.

15-Calcule o gradiente dos seguintes campos escalares.
a) W =2xy+xp’z+3z°y
b) W =3(senx)y’z+(z’ —4y)

o) W =4(tgx)y’z’
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6.2
1-Explique a lei da conservagao da energia mecanica total.

2-Discuta as limitagdes e o alcance da lei de conservagao da energia mecanica total.

Explique a lei mais geral de conservagao da energia.
3-Defina Potencial.

4-O corpo de 3 kg representado na Fig. [6-19] ¢é solto, no repouso, de um ponto a
5 m de altura de uma rampa curva, sem atrito. A mola fixa no pé da rampa tem a constante
de for¢a £ = 400 N/m. O corpo colide com a mola e provoca uma compressio x até ficar
momentaneamente em repouso, (2) Calcular x. (b)) O que acontece com o corpo depois de

ficar em repouso?

k=d00MN/m
TITEIREIP I
L )'?Ua.l’u"v"vw i

gy J
—t

-
i X

Fig. [6-19]

5 - Um corpo esta sobre um plano inclinado conforme o esquema da Fig. [6-20]. A

mola a que esta ligado, por intermédio da roldana, ¢ puxada para baixo com uma forga

gradualmente crescente. O valor de g, ; é conhecido. Determinar a energia potencial U da

mola no instante em que o corpo principia a se mover.
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6 - Um péndulo tem um peso de 2 kg preso a um cordel leve com 3 m de
comprimento. O peso recebe um impulso inicial horizontal e adquire uma velocidade de
4,5 m/s. Num ponto em que o cordel faz um angulo de 30° com a vertical, qual é (2) a
velocidade? () Qual a energia potencial? (c) Qual a tensao na cordar (@) Que angulo faz o

cordel com a vertical quando o péndulo atinge a maior altura possivel?

7 - Um péndulo tem o comprimento L. e um peso de massa 7 O péndulo é posto
numa posi¢ao horizontal e o corpo recebe a velocidade inicial minima para completar uma
volta completa no plano vertical, () Qual a energia cinética maxima K do peso do

péndulo? (5) Qual a tensao no fio do péndulo quando a energia cinética ¢ maxima?

8 - 35 Um corpo de massa 7 esta pendurado num fio de comprimento L e preso a
uma mola elastica de constante de forga £ (Fig. [6-5]). Em repouso, o fio, o corpo e a mola
estao numa vertical. O comprimento da mola, sem tensoes, é L/2 e a distancia entre a
ponta mais baixa da mola e a extremidade fixa do fio é 1,5 L. O péndulo ¢é desviado de
modo a fazer pequeno angulo @ com a vertical e depois é solto. Determinar a expressio da

velocidade do corpo quando passa pela posicao 6 =0.

Fig. [6-5]
9 - Um catro de 2000 kg, com a velocidade inicial de 25 m/s, escorrega 60 m ao parar

sobre uma pista horizontal, (@) Calcular a energia dissipada no atrito, (4) Calcular o

coeficiente de atrito cinético entre 0s pneumaticos e a pista.
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