Aula 7

CONSERVACAO DO MOMENTO LINEAR

META

Explicar a Lei de Conservagdo de Momento Linear, colocando sua
importancia e seu alcance. Mostrar sua aplicagdo com diversas situacoes

fisicas.
OBJETIVOS

Que os alunos através de uma discusséao feita no texto, tenham uma
compreensao da importancia da segunda grande lei de conservagao Mecanica.
Que os alunos possam dominar a nivel introdutorio o ferramental matematico
das integrais duplas e triplas para calcular o centro de massa de corpos
continuos. Que os alunos saibam aplicar a Lei de Conservagdo do Momento

Linear, estudo das colisdes e na solugao de problemas de dindmica em geral.
PRE-REQUESITO

O curso de Calculo I. As nogdes de cinematica e dinamica vistas nas
aulas anteriores, e as nogodes algoritmo-conceituais de calculo apresentadas

nas aulas anteriores.
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INTRODUCAO

Depois de Conservacao de Energia, a segunda grande lei de conservacao da
Mecanica, ¢ a Conservagao do Momento Linear. A grandeza momento linear é

p=mv [7-1]

Onde 7 é a massa do corpo (ou da particula material) e v sua velocidade. Como
podemos ver, trata-se de uma grandeza vetorial. Antes de enunciarmos e analisarmos esta

grande lei de conservagao, vamos definir o conceito de centro de massa.

7.1 Centro de massa

O conceito de centro de massa foi desenvolvido por Newton, e ¢ um elemento de
fundamental importancia na sua mecanica e na sua teoria da gravitagao. Sabemos que todo
corpo na superficie da Terra esta sujeito a uma forca de atracao gravitacional, que é o seu
peso, e dada por:

Mm [7-2]

d>

F=-G

(onde usamos o versor e, (versor radial) e a forca, sendo atrativa tem sinal contratio ao do

versor. Em [7-2] M é a massa da Terra, 7 é a massa do corpo e 4 a distancia entre as duas
massas. Mas qual é esta distancia 4, se o corpo esta na superficie da Terra e, portanto em
contato com a massa M? A distancia 4 que aparece em [7-2] para calcularmos o peso do
corpo ¢, no caso, o raio da Terra. A aplicacdo de [7-2] se realiza como se tivéssemos a
massa da Terra concentrada no seu centro, e assim duas massas 7 e M separadas por uma
distancia & igual ao raio da Terra. Esse ponto no qual supusemos toda a massa da Terra
concentrada ¢ o centro de massa do planeta Terra. Estamos também implicitamente
admitindo que a Terra seja uma esfera ou densidade uniforme.

O conceito de centro de massa se liga de certa maneira ao conceito de particula
material que é um conceito que ja temos usado. De fato, quando estudamos nossos
problemas de cinematica ou de dinamica, tratamos os objetos que aparecem nestes
problemas, como particulas materiais. Nao temos, até agora, entrado em consideragdes
sobre o formato destes objetos, as relagdes métricas entre suas partes, os diferentes
movimentos e as diferentes forcas que atuam sobre partes distintas destes objetos. Em
geral nos concentramos sobre a for¢a e o movimento do objeto como um todo. Quer

dizer, tratamos o objeto como uma particula material. Por exemplo, se atirarmos um objeto
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qualquer no espago, seja um livro, um apagador, ou uma caixa, sabemos que este corpo vai
realizar um movimento complicado. Vai em geral rodar, e suas diferentes partes, por tanto,
tem movimentos diferentes. As paginas do livro podem se abrir. Mas o movimento como
um todo, serda o movimento de um projétil em um campo gravitacional, ou seja, sua
trajetoria sera de uma parabola no espago ¢ o movimento sera a composicio de um
movimento retilineo uniforme horizontal, com um movimento vertical uniformemente
acelerado. Quando estudamos entio, o movimento de um projétl em um campo
gravitacional, tratamos o projétil como uma particula material, ou seja, como se toda sua
massa estivesse concentrada em um ponto: este ponto ¢ o centro de massa do projétil. Em
um segundo momento levando em consideragdo o formato do projétil, a distribuigao de
sua massa em suas diferentes partes, podemos estudar o movimento do projétil nado mais
como um particula material, mas como um corpo. Podemos entio em um segundo
momento, estudar como se movem as diferentes partes do corpo com relagao ao centro de
massa. Isto quer dizer que estudaremos os movimentos das diferentes partes do corpo, em
um referencial cuja origem esta no centro de massa do corpo. Estes movimentos podem
ser de diversas naturezas: podemos ter rotacées em torno de eixos que passem pelo centro
de massa (Os quais por sua vez também podem apresentar movimentos de rotagio),
podemos ter vibragdo das diferentes partes do corpo, ou uma combinacao destes
movimentos. Tudo isto pode ser descrito em termos de um referencial centrado no centro
de massa do sistema. Mas ao mesmo tempo este referencial, no caso do exemplo que
estamos tratando, realiza o movimento de um projétil no referencial Terra.

Esta divisao do estudo de um fenémeno fisico em diferentes aspectos, tratados
isoladamente ¢ uma caracteristica tipica da Fisica, e chama-se reducionismo. Podemos em
Fisica reduzir um problema complexo a diferentes aspectos tratados e resolvidos
separadamente.

Passemos agora a defini¢do de centro de massa. Consideremos um conjunto de 7

massas distintas m,,m,,...,m, , perto da superficie da Terra. Sobre cada uma destas massas
atua uma forca, m,g,m,g,....m, g . O centro de massa deste conjunto discreto de massas

m;,m,,...,m, ¢ o ponto de aplicagao da resultante destas forcas. Vejamos como calcula-lo.

Podemos supor estas forgas paralelas, embora elas se dirijam a um ponto: o centro
da Terra. Mas dada a relagdo entre as distancias que separam estas # massas e a distancia ao
centro da Terra, estas forcas sdo de fato, e para todos os efeitos de calculos, forcas

paralelas.
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Tomaremos inicialmente duas forcas atuando em duas massas iguais 7 e situadas

em um segmento de reta horizontal a uma distancia 4.(Fig. [7-1])

M

Zmz

v Mg W Mg

Fig. [7-1]

Para achar o ponto de aplicacio da resultante das duas forgas mg, uma atuando em
X, e outra em X, vamos considerar uma terceira forca Z2mg: de anular as duas forgas

mg , (Naturalmente esta forca tem que ter direcdo oposta a soma das duas forcas mg .

Entio esta terceira forca £, tem moddulo ‘2m§| e direcdo para cima). E para que esta

forca F, possa equilibrar as duas forcas mg é preciso que seu ponto de aplicacio seja o da
resultante das duas forcas mg . Para achar portanto a resultante das duas forgas mg , temos

que achar uma terceira forca que equilibra o sistema.

Embora este primeiro caso muito simples que estamos considerando, possa ser
resolvido imediatamente por mera observagao, vamos, para efeito de depois generalizar
nossos procedimentos, resolver este problemas de equilibrio segundo as regras da estatica.
Quando um sistema de forgas esta em equilibrio? Quando a resultante das for¢as for nula, e
quando a soma dos torques for nula. Escolhendo o sistema de eixos da Fig. [7-2]:

A

v g v Mg

Fig. [7-2]
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podemos escrever as duas equagdes como:

a) Resultante das duas forgas:

mg+mg+f=0  [73]
b) Soma dos torques:

T, +7,+7,=0

Lembrando que:

|f| — rF senrF

Temos que:
|?1| =xXmg
7,] = x,mg

‘Tf‘ = Xcy Mg
Sabemos também, da definicio de produto vetorial que tanto 7, quanto 7, sdo

vetores perpendiculares ao plano definido pelo eixo X e pelos m;g e m,g, ou seja, ao
plano da pagina onde esta desenhada a Fig. [7-2] com sentido para dentro da pagina. Ja o

torque ff também ¢é perpendicular a pagina da figura, mas o sentido é saindo da pagina. Se

definirmos o eixo Z perpendicular ao plano XY e com diregao positiva saindo da pagina da

figura, temos:

7, = —x,mge. [7-4]
T,= —xzmgéz

T, =Xcymge.

De [7-3]: a)

Tiramos f = 2mg. Entio:
T, = 2mgx €.

Da equagao [7-3]: b)

Temos:
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2mgx e, = x,mge, + x,mge,
Donde:
X, +x,

2

Xem

Suponhamos agora que tenhamos duas massas diferentes m, e m, situadas em X,

e x,.(Ver Fig. [7-3]):

Fig. [7-3]

Usando, como no caso anterior, o mesmo principio de equilibrio estatico, a saber,
que tanto a resultante das forcas quanto a resultante dos torques sejam nulas, podemos

escrever equagdes analogas as equagoes [7-3], mas que agora assumem a forma:
[7-5] 2)
mg+mg+f=0
[7-5] b)
T +7,+7,=0
A primeira equagao [7-5], ou seja [7-5] (a), projetada no eixo Y fornece:
-mg—-mg+f=0 [7-0]
(Lembrar que g projetada em Y, ou seja, a componente escalar de ¢ em Y é —g,
porque g tem direcio oposta a do eixo Y). Entdo de [7-6] titamos:
f=m+mg 7]
Os torques que comparecem na equagao [7-5] (b) sio, como ja explicamos acima:
T, =—x,m ge,

T,=-x,m,ge, [7-8]
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Z_:f = Xcy fe.

Note [7-8] ¢ obtida de [7-4], simplesmente substituindo a massa 7, que no primeiro
caso era a mesma massa das duas particulas, pelas massas m, e m, de cada uma delas.
Levando em conta os valores dos torques (Equacio [7-8]) e o valor de f (Equagao

[7-7]), a equagio [7-5] (b) fornece:

—xm ge, —x,m,ge. + x¢,, (m +m,)ge. =0

Donde:

I’}’l]xl + mzxz
Xoy =22 [7-9]
ml + m2

Observemos que [7-9], a expressio da coordenada x do centro de massa de duas

particulas de massas m, e m, situadas nos pontos X, e x, do eixo X, nada mais é que a

média ponderada de x, e x,, sendo m, e m, o peso das ponderagoes.
Média Ponderada

Suponhamos que em uma classe 2 alunos tiveram nota 5 em uma avaliagao,
3 alunos tiveram 7 e um aluno teve 9. Qual é a nota média da classe. E claro que
nao é a média aritmética do resultado das avaliagées, ou seja, 5+7+9 dividindo por
3, pois dois alunos tiveram nota 5 e somente 1, nota 9.

A média tem que ser colocada somando todas as notas e dividindo pelo
. . < 40
numero de alunos, isto €, fazendo 5+5+7+7+7+9=40, e entdo fazendo — = 6,666...

Mas isto é mesmo que fazer:

2x5+3x7 +1x9 :ﬂ:6,66...
(2+3+1) 6

Esta ultima média é chamada de média ponderada entre os numeros 5,7 e 9,
sendo que 2, 3 e 1 sdo os pesos das ponderacdes.Ou seja, o numero de alunos que
tiveram uma certa nota ¢ o “peso” que vai multiplicar esta nota no calculo da média

ponderada. O denominador ¢ a soma dos pesos, e vai ser o nimero de alunos.
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A generalizagdo de [7-9] é imediata. Suponhamos que tenhamos trés massas m,,

m, e my no eixo X nas posi¢oes X;, X, ¢ Xx;.A coordenada do CM sera:

mXx, +m,x, + m,x
xCMz 1°V1 272 3 3, [7_10]
my +m2 +m3

E para o caso de #» massas m,, m,, m,,..., m, nas posi¢des X;,X,,...,X, temos:

_mx, X, . A mX, 711
m,+m,+...+m,

Xcm

Ou seja, escrevendo como somatoria:

Yoy = 711

Se vocé for um aluno cético e diligente, que esteja pouco convencido com as
generalizagoes [7-10] e [7-11], recomendamos o seguinte exercicio:

Tomo trés massas, digamos 2, 5 e 3 kg e as coloque nas posi¢des -2, 5 ¢ 9 do eixo
X. Calcule entio x,, deste sistema, primeiro usando [7-10] e em seguida usando as duas

equagdes de equilibrio estatico com as quais trabalhamos na nossa deducdo. Verifique

assim, neste caso particular, que [7-10] esta correta.

Cético-pessoas que tem dificuldade em acreditar.

Observagido: Tanto o ceticismo quanto a diligéncia sio duas qualidades muito

apreciaveis em ciéncia.

Sejam agora as massas distribuidas em um plano. Seja na Fig. [7-4], as massas

m,,m,,...,m, em um plano no qual colocamos um sistema de eixos.
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| 1
L 1 ; -
xl x_‘ xj X
Fig. [7-4]

A massa m, estd em um ponto de coordenadas (x,,y,),a m, em (x,,y,) ea m,

em (x3,);).

Neste caso as coordenadas (X, ,) do centro de massa sio dadas por:

_ myx, +m,x, +nm;x,

Xew = [7-12] (2)

my; +m, + n,

+ +
yCM — mlyl m2y2 m3y3 [7_12] (b)
m, + m, + n,

Novamente as generalizagdes das formulas [7-12] sdo plausiveis, mas a rigor nao
foram demonstradas.

Para o estudante critico e diligente, recomendamos que deduza estas férmulas
supondo as particulas encravadas em um plano de massa desprezivel na horizontal, e
construindo uma for¢a que coloque o sistema em equilibrio, e, portanto usando os dois
principios basicos do equilibrio estatico: resultante das forcas e dos torques tem que ser
nulas. Mas em Fisica, além do ceticismo e da diligéncia é importante uma certa dose de
esperteza. Vocé nao vai precisar fazer de novo toda conta de nossa primeira dedugao, e
agora em uma situagao mais complexa, se imaginar que a nossa segunda equagio (A soma
dos torques igual a zero) vai, na situacio presente, resultar em torques que sdao vetores no

plano XY da Fig. [7-4]. Podemos somar estes torques decompondo estes vetores nos eixos
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X e Y e trabalhando com cada uma destas decomposi¢Oes obteremos respectivamente as

formulas [7-12] (a) e [7-12] (b).

Temos entao imediatamente as generaliza¢Ges para um sistema de muitas particulas
em trés dimensoes:

m; X;
Xem = iZI,,
S
i=1
n
m;y;
Yo = 1:1,1— [7-13]
S
i=1
n
S,
Zem = =

Usando o vetor posi¢do 7, cujas componentes sio X,y e z (F =Xi+y j+zk), as

trés equagoes escalares se sintetizam na equagao vetorial:

}_;CM = zmi 7_”; [7-14]
i=1

n
A somatdria Zmi ¢ a massa total do sistema que podemos chamar de M. E
i=1

comum €escCrever as equagées do centro de massa como:

n
Mxqy, = Zmi X;

i=1

My ey :Zmiyi [7-15]

i=1

n

Mz, = Zmi Z;

i=1

256



M7y, :Zmifi [7-10]

i=1

Até agora estudamos as equagoes do centro de massa de sistemas de particulas.
Podemos também estudar o centro de massa de corpos continuos. Classificamos estes
corpos em unidimensionais, bidimensionais ou tridimensionais, unidimensionais quando a
dimensio do comprimento de um corpo é muito maior que as outras dimensoes, de
maneira que as demais dimensoes sendo despreziveis, o corpo pode ser tratado como
unidimensional. Por exemplo, varetas, espetos etc. Um corpo ¢ bidimensional quando sé
duas dimensoes siao relevantes. Por exemplo, chapas, folhas. Quando niao podemos
desprezar nenhuma dimensao temos a situagao normal dos sélidos que sdo tridimensionais.

Para corpos continuos temos que usar os procedimentos de integracio, o que
faremos na préxima segdo. Mas podemos também encontrar o centro de massa de corpos
continuos por argumentos de simetria. Vejamos alguns exemplos:

Seja uma vareta de 30 cm de comprimento e homogénea, quer dizer com a mesma
densidade ao longo de todo comprimento. Entao seu centro de massa esta a 15 cm de

qualquer uma de suas extremidades.

Seja um retangulo homogéneo, como o da Fig. [7-5]:

M

Fig. [7-5]

Seu centro de massa esta na interse¢ao das diagonais.

Temos ainda uma técnica para obter o CM de figuras que nao sao simétricas, mas
que podemos decompor em suas partes simétricas ¢ depois encontrar o CM como quando
trabalhamos com particulas.

Vejamos um exemplo desta técnica.

Seja uma figura como a do desenho (Fig. [7-6]),
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Fig. [7-6]

na qual ja colocamos um sistema de eixos. Dividimos esta chapa bidimensional
homogénea, em duas regides: a regido @ ¢ um retangulo de 0,4 m por 0,6 m, e a regiao

@ um quadrado de 0,2 m por 0,2 m. Por simetria sabemos que o CM da regiao @ tem

coordenadas x\), =0,4m e &), =0.2m.

E também por simetria o CM da regido @ tem coordenadas x(czﬁ)l =0,7m e
2) _
Ve =0,5m.
O problema agora esta reduzido ao problema de duas massas m, e m,, situadas

nas coordenadas (x,y") e (x*,y®) que calculamos.

O centro de massa do conjunto ¢ entao dado por:

_0,4m, +0,7m,

Xeu [7-17] (@)
m, +m,
0,2m, +0,5m
Yeu = 1 ? [7-17] (b)
m, +m,

Como a placa ¢ homogénea as massas sao proporcionais as superficies. A superficie

da regiao @ ¢ de:

S, =0,4mx0,8m=0,32m"
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E da regiao @ ¢ de:
S, =0.2mx0,2m=0,04m>

Entdo m, =8m,. Colocando em [7-1] (a) e (b) tudo em funcdo de m, (e depois
colocando m, em evidéncia e cancelando-fazerl) obtemos: (lembrar que
m, +m, =8m, +m,).

_ 048407 _ () 4333..m

Xem

_02>x8+05 _ 9333 m

Yem

Centro de massa e energia potencial

Vamos mostrar agora que a energia potencial gravitacional de um sistema de
particulas proximo a superficie da Terra (Ou seja, em um campo gravitacional uniforme) é
a mesma que a energia potencial gravitacional de uma particula de massa igual a massa total

do sistema e situada no seu centro de massa. De fato, a energia potencial de um sistema de

n particulas de massa m,, m,,..., m,, situadas as alturas h,, h,,.., h, do nivel escolhido

n?

como nivel zero de energia potencial é:
U:Zmighi:meihi [7-18]
i=1

Mas, por defini¢io a altura /., do centro de massa (em um sistema de referéncia

em que Y é o eixo vertical, esta coordenada 4, é o que vinhamos chamando de y,, ).
Mhey, => m b, [7-19]

De [7-18] e [7-19] tiramos
U = thCM [7-20]
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O que prova nossa afirmacio. Este tratamento da energia de um corpo pela energia
potencial de toda sua massa concentrada no seu centro de massa, ¢ um dos pontos
fundamentais da teoria da gravitacio de Newton.

Este fato, ou seja, a substituicio de um sistema de particulas ou de um corpo, por
uma unica particula de massa igual a massa do corpo e situada no centro de massa do
corpo, para efeito calculo de energia potencial, nos permite encontrar uma maneira pratica
de calcular o centro de massa de um corpo.

Consideremos um corpo, que por facilidade supomos bidimensional e que

desenhamos na Fig. [7-7], sustentado em um ponto .4, e com seu centro de massa

Nrvel da Terra

Fig. [7-7]

também indicado na figura. E facil intuir que um corpo pendurado no ponto A nio
poderia ficar na posi¢ao indicada na Fig. [7-7]. Além da intuigao fisica, que é uma qualidade
muito importante e que deve ser sempre usada para que se desenvolva, podemos justificar
teoricamente a impossibilidade de que o corpo permanecesse na posi¢io da Fig. [7-7]
quando unicamente sustentado em A, de duas maneiras. Primeiro argumentando que a
posicao de equilibrio do corpo no campo gravitacional em questao sé seria atingida quando
o centro de massa do sistema estivesse na posi¢ado mais baixa, o que implicaria que o centro
de massa deveria estar na reta vertical que passa por A. Alternativamente podemos ainda
mencionar, mais uma vez, as condi¢des de equilibrio estatico, e neste caso, para anular o

torque da for¢a peso no centro de massa, com relagiao ao ponto A, temos que ter o CM na

vertical de A (Observe que o torque da forga de sustentagao j7 em A com relagio ao

ponto A, é zero). Entdo a posi¢ao do corpo em questiao, pendurado pelo ponto A, deve ser

a posicao mostrada na Fig. [7-8]:
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Nivel da Terra

Fig. [7-8]

Mas se o centro de massa esta na vertical do ponto que sustenta o corpo, tomando
outro ponto de sustentac¢do, terfamos uma outra vertical, e como o CM deve estar nestas
duas retas, o CM tem que estar na interseccao destas duas retas. Temos assim um
procedimento simples para achar o CM e que vale para sélidos tridimensionais, embora
operacionalmente seja mais facil aplicar em corpos que possam ser tomados como
bidimensionais. Suspendemos o corpo por dois pontos distintos. Tragamos as verticais

passando por cada um destes dois pontos. A interse¢ao destas verticais ¢ o CM do corpo.

Localizagao do Centro de Massa por Integragao

A passagem do CM no caso discreto, ou seja, de um conjunto de pontos, para o
caso continuo de um corpo soélido, envolve procedimentos que sio analogos aos
procedimentos de integracao que temos usado ao longo deste curso. Vamos ilustrar estes
procedimentos mostrando, simplesmente por maior facilidade do desenho, um caso de um
corpo bidimensional, por exemplo, uma chapa metalica de espessura desprezivel.

Tomemos entao este corpo, (Fig. [7-9]):
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Fig. [7-9]

E vamos dividi-lo em uma série de quadrados por meio de retas paralelas aos eixos
coordenados. Vamos considerar agora que temos um centro de massa para cada um dos
quadrados. Entao podemos considerar o corpo como um conjunto finito de particulas,
cujas massas sao as massas dos quadrados. Observemos que a densidade superficial do
corpo nao ¢ necessariamente constante, mas podemos supor que em cada quadrado o seja.
Entado em cada quadrado definimos por simetria o CM e temos também a massa de cada

quadrado.
Densidade

Como estamos considerando solidos unidimensionais, bidimensionais e
tridimensionais, temos que definir trés tipos de densidades. A densidade

volumétrica, que indicamos pela letra p, é a massa contida em um certo volume

M
dividido pelo volume. Entdo p = 7 A densidade superficial, que indicamos por
o ¢ massa dividida pela superficie em que esta contida, ou seja, 0 =— (A de

M
area) e a densidade linear é a massa pelo comprimento 4 =—.

Onde:
p € aletra grega, que se pronuncia ro;
o ¢é aletra grega, que se pronuncia sigma;

A é aletra grega, que se pronuncia lambda.
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Se uma densidade, por exemplo, a densidade superficial o ndo é constante,

podemos definir a densidade pontual. Isto é feito da mesma maneira como
definimos velocidade instantanea, quer dizer, considerando a derivada Z .

Se tivermos o caso unidimensional, e A nio for constante, entio a

dM
densidade linear pontual é dada por /1|x_ = A Aqui definimos a derivada, e,
=x e

portanto a densidade pontual em um ponto X,, € novamente esta derivada é tomada

fazendo:

M . AM
—1 =lim—
dx Ax—0 Ax x:

X=x X

Uma vez definida a derivada em cada ponto, podemos formar a fungio

derivada e escrever:

Onde agora A ¢é a densidade pontual, Entio A, a densidade pontual é

. M
funcao de x, e da mesma maneira M ¢ fungio de xe e ¢ fungao de x.
x

Da mesma maneira, no caso da densidade supetficial de um corpo

bidimensional, o, ou da densidade volumétrica de um sdlido, p, nido serem

constantes, mas fungio da posi¢ao do ponto. Temos:

dM
=
A
_an
P="ar

Voltando ao procedimento da pagina 16, tinhamos dividido a chapa metalica em
nxl quadrados (#» o nimero de divisdes no eixo X, e / no eixo Y), considerado a
densidade constante em cada quadrado.

Tinhamos entio um CM em cada quadrado, e se considerarmos a massa de cada
quadrado concentrada no seu CM, entao reduzimos o problema da chapa metalica que ¢é
um corpo continuo, ao problema de encontrar o CM de um sistema de nx/ particulas de
massas dadas.

Podemos aplicar entdo nossas formulas com relacio ao CM, que sdo:
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n [
Mxey =22 %;m,

i=l j=1
n_ I
My, =Dy, m, [7-21]
i=1 j=1
n_ 1
Mzoy =22 2;m,
i=1 j=1
As trés equagoes escalares [7-21] sdo obtidas pela decomposi¢do nos eixos XYZ
dos vetores que constituem a equagao vetorial:
n_ 1
Mr., = Zerj m; [7-22]
i=1 j=1
Estas equagoes, [7-21] e [7-22] nos fornecem as coordenadas do CM do sistema de
particulas que construimos, mas nao ¢ ainda o CM da chapa metalica, que desenhamos na
Fig. [7-9]. Isto porque, em primeiro lugar, como se pode ver na propria Fig. [7-9], os
quadrados nao ocupam toda a figura. Sobram muitas bordas nas quais nao coube um
quadrado completo e ai nido consideramos nenhuma particula. Em segundo lugar,
consideramos que em cada quadrado a densidade superficial era constante, o que também é
uma aproximagio, pois a densidade pode variar no interior de um quadrado. Mas se
tomarmos o limite das somatorias duplas quando # ¢ / tendem a infinito, ou seja, se

fizermos a area de cada quadrado tender a zero, as duas obje¢coes desaparecem. Por um

AM

lado os quadrados infinitesimais ocuparao toda a area da chapa e por outro a razio A

quando A4 — 0 ¢ precisamente o valor de o, ou seja, a funcio densidade definida em

cada ponto. As coordenadas do CM da chapa, sao definidas, usando a expressao vetorial,

por:

n

/
Mr,, = }Il_r)g r,mg [7-23]
1S =1 =1

ou seja, o limite da somatéria dupla é, por definicao a integral dupla Ifdm
n_ 1
lim»' > 7 m, = [Fdm [7-24]

N0 bemed Lo
[—w =1 j=1

Entio:

My, = [Fdm [7-25]
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Vamos tornar mais claro o que ¢é a integral do 2° membro de [7-25]. Sabemos que

M
O':CZ—A. Entdo dM = o dA. Substituindo esta expressao de dM em [7-25], ficamos

com:

M, = [Fodd [7-26]

A equagdo [7-26] é uma equacio vetorial em um espago bidimensional.
Decompondo esta equacio segundo os eixos XY e lembrando que 7 = xe+ yj , obtemos as

duas equagoes:

Mx,, = ”dxdyxa
[7-27]
Myqy, = ”dxdyyO' ,

Onde, lembremos ainda uma vez, o ¢é fungio de x e y, ou seja:
o=0o(x,y)

Toda esta dedugiao tem por finalidade mostrar como fazemos a abordagem do
problema de localizagao do CM de corpos continuos, usando integrais. Sabemos que voces
da Universidade Aberta, estio somente agora iniciando seu estudo de fungdes de duas e
trés variaveis em Calculo II, e vao ainda estudar as integrais duplas e triplas. Por isto
abordaremos nos problemas exemplos e nos problemas das atividades, somente alguns
casos particulares que podem ser tratados de maneira simples.

Comecemos entao pelo seguinte problema:

Exemplo 1 - Vareta uniforme

Seja uma vareta uniforme de comprimento L. Queremos achar o CM da vareta.
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iy I x

Fig. [7-10]

Solugio: Por simetria, sabemos que o CM esta no meio da vareta, ou seja, colocada

a vareta como na Fig. [7-10] temos:

Vamos, porém, para ilustrar o uso de integrais, partir de:
My, = [Fdm [7-28]

No caso de nosso problema unidimensional, a equagao vetorial [7-28] corresponde

a equacao:
M xcy = [xdm [7-29]
De um modo geral A é uma func¢io de x, definida, como vimos por:

A= [7-30]

No nosso caso a funcio A = A(x) é uma constante. Entio 4 = A(x) = constante.

Esta constante ¢ a massa M da vareta dividida pelo seu comprimento L. E isto que
entendemos quando dizemos uma vareta uniforme.

Entao:
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[7-10]).

logo:

De [7-30] titamos: dm = A dx ,que substituindo em [7-29] fornece:
I

Mx., = Jxﬂdx [7-30]
0

Temos assim uma integral, na variavel x, com limites de integracao 0 e L. (Ver Fig.

Usando a expressio [7-31] de 4, que como constante sai da integral, ficamos:

M x*
Mxo, =——
L 2 o
Lo
oM =T,
L
xCM259

Que ¢ a resposta que ja haviamos obtido usando um argumento de simetria.

Exemplo 2 - Aro semicircular

Seja na Fig. [7-11], um aro semicircular ¢ um sistema de eixos cartesianos escolhido

de maneira conveniente. Estamos considerando o aro um corpo de densidade homogénea.

Pede-se a localizacio do CM deste aro.

Fig. [7-11]
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Solugdo: O aro é um corpo unidimensional, mas como sua forma é de um
semicirculo, o problema ¢ bidimensional.
Os eixos X e Y estao no plano do papel que contém o aro. (No nosso desenho o

plano do papel). Entdo a partir da equagao vetorial:
M7, = [Fdm, [7-28]

temos que considerar suas duas componentes escalares, que sao obtidas da projecio de

seus vetores nos eixos cartesianos X Y. Ficamos entdo com:
Mx.y, = J.xdm [7-32]
Myg, = [ydm (733

Por simetria vemos que X,, = 0. Para resolver [7-33] temos que determinar dm .

Seja s um parametro que mede o comprimento de arco, medido sobre o proprio arco. O

elemento infinitesimal de comprimento de arco é entdo ds e a densidade pontual A

(Densidade linear) é:

R

Fig. [7-12]
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Como o arco é homogéneo sua densidade é constante e vale a massa total de aro M
dividido pelo seu comprimento R. Entao:

A= M [7-35]
7R

Levando em conta [7-34] a integral [7-33] fica:
M yey = [yAds [7-35]

Temos que escolher agora, nossas variaveis de integrag¢ao. Tratando-se de um aro
semicircular é mais conveniente trabalhar em coordenadas polares.

Da Fig. [7-12], podemos ver que ds = Rd6 . Vemos também que:
send = 2 [7-306]
R
Donde:
y=Rsenf [7-37]
Substituindo [7-37] e a expressdo de ds (RdO) em [7-35] ficamos com:
M T
Moy =—— [R send RdO [7-38]
TR
Em [7-38], usamos o valor de A obtido em [7-35], que sendo uma constante saiu

da integral. Ficamos com:

T

_R Isen@ do [7-39]
T 0

Yem

d
Como a integral de sen@ é —cos @, (lembrar que %(cos 0)=—send):

T

R 2R
You == (~eos)| ==
T T

0
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Exemplo 3-Chapa semicircular

Consideremos uma chapa metalica semicircular e procuremos encontrar seu centro

de massa. (Chapa homogenea).

Solugdo: Trata-se novamente de um problema bidimensional, mas agora de um
corpo também bidimensional. A densidade pontual (densidade superficial) ¢ definida por:

_dm
dA

o

Donde dm = o dA [7-40]

A densidade o ¢ uma constante (chapa homogénea) e vale:

M 2M
o= R = R’ [7-41]
2

E escolhendo por conveniéncia do problema, o sistema de coordenadas polares o

elemento de area fica:
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Fig. [7-14]

Em coordenadas polates, o ponto P é determinado pelas coordenadas 7, 6.

Fig. [7-15]

Pode-se ver na figura, que o elemento de area dA é dA=drds=rdrdf.
dA=rdrdf, [7-42]
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como se pode ver na Fig. [7-15].

Como vimos no exemplo anterior, a integral que fornece o CM na sua expressao

vetorial, a saber:
M7, = Ir dm
Se transforma nas integrais das expressoes escalares:

Mxg, = J.xdm

Myey = J.ydm,

E novamente vemos, por simetria, que X, =0.

Substituindo na integral da ultima expressiao, o valor de dm [7-40] e de [7-42],

ficamos:

My, = J.yardrdﬁ [7-43]

Em [7-43] precisamos apenas colocar a variavel j, em termos das coordenadas

polates r, 8. Assim fazendo:
Myq, = GII"SCH@ rdrd@

Tiramos o da integral, porque ¢ constante. Substituindo seu valor, calculado em

[7-41] temos:

2M R 5 T
M =—— |r<d 0de
Yew R Jr r(}[sen
2 V3 ! [ 7[]
Yem = TR >y . (_C059)|o
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Exemplo 4-Coordenadas Esféricas

Vimos, na solugio dos exemplos anteriores, que para achar o CM temos que

interpretar a equagao:
M, = [Fdm, [7-28]

E em patticular temos que saber escrever o elemento infinitesimal dm em termos
da densidade e das variaveis de integragdao. Estas vao depender do formato geométrico do
corpo.

Suponhamos que queiramos o CM de um corpo tridimensional de formato esférico
( Pode ser por exemplo uma esfera, ou uma calota esférica) A densidade pontual
volumétrica é:

dm

Py

Donde dm = pdV

O problema é escrever dV em termos de nossas varidveis de integracio. Se
usarmos as coordenadas de um sistema de eixos XYZ cartesianos, sabemos escrever dV .

De fato, neste caso:
dV =dxdydz

Mas no caso de um problema, envolvendo corpos esféricos, ¢ mais apropriado, e

temos enorme beneficio nos calculos, usando um sistema de coordenadas esféricas.

Na Fig. [7-16] temos um ponto P no espago tridimensional. Em coordenadas

cartesianas este ponto ¢ localizado pelas coordenadas x, y e g(Ver Fig. [7-16]).
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Em coordenadas esféricas ele é localizado pelas coordenadas:

r-que ¢ a distancia entre a origem O do sistema de eixos (O ponto de coordenadas
(0,0,0)) e o ponto P.

@ - que é o angulo que o plano XZ faz com o plano que contém o eixo Z e o
ponto P. Na Fig. [48-1] este angulo esta indicado no plano XY.

0 - o angulo que o segmento OP faz com o eixo Z.

Observando que o triangulo OPA ¢é um tridngulo retangulo sendo OIZIP o angulo

reto e OPA um angulo igual a @ (alternos internos), e que o triangulo OzP também é um

triangulo retangulo sendo OzP o seu angulo reto, temos da Fig. [7-106]:

x =rsenédcosp
y =rsenfsen@ [7-44]

z=rcos@

Conhecendo a transformagao [7-44], podemos por métodos algébricos escrever o
elemento de volume em coordenadas esféricas. Vocés vao aprender estes métodos no seu
curso de Calculo II. Vamos, porém mostrar uma forma geométrica de calcular dV :

Na Fig. [7-17] mostramos a expressio de dV como um produto:
dV =drds, ds, [7-45]
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Onde ds ¢é o elemento infinitesimal da variavel 7, ds, é o elemento diferencial

cs,
L s,

.r‘ I:2151

¥ S
rsend f“xj
dg T~ ds, =¥senddy

Fig. [7-17]

ligado a variavel @, e podemos ver na Fig. [7-17] que ds, =rsenf@dgp, ¢ ds, é elemento
diferencial ligado a variavel € e vemos também na Fig. [7-17] que ds, =rd@. Entio,

levando em conta [7-45], a saber, que dV =drds, ds, temos:

dV =drrsen@doprdl
Ou seja:
dV =r’*sen@drdpdd [7-46)

Uma vez calculado 41/, podemos montar nossa integral tripla da equagao [7-28].

Como:

pZZ—g, donde dm = pdV

Entao:
Moy, = [Fdm
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corresponde a trés equagdes escalares:

Mx., = dem
Myey = Iydm
Mz, = jzdm

E cada uma delas se escreve:

Mx,, = prrz sen@dr dpdo
My, = jy prisen@drdpdd [7-47]

Mz, = Izpr2 senf@drdpdo

Se estamos interessados no CM de uma semiesfera (maci¢a) com centro na origem

do sistema de coordenadas e base um circulo no plano XY, entio por simetria
Xy =YVew = 0 e queremos z,,. Temos que usar a terceira equagdo [7-47|, e temos que

expressar a variavel z que estd na integral, em termos de nossas variaveis de integracao
r,0eq.
Da Fig. [7-16] vemos que:

z=rcosf [7-48]
E entao:

Mz, = p}ﬁdr z_[senecosed@z]z.dgo,
0 i3 0

2
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Onde estamos assumindo p constante No caso entao:

M 3M
47 R’

p:
ﬂ7ZR3

Deixamos agora a vocés a tarefa de acabar este problema.

Observemos que, sempre ¢ possivel colocar os extremos de integracao nas tres
integrais de maneira independente. Isto tem acontecido em nossos exemplos, porque
tratamos com corpos cuja geometria permite este tipo de procedimento. F importante que
voces alunos ndo tomem casos particulares por procedimentos gerais. Aconselhamos entiao
a vocés da Universidade Aberta, que aproveitem a motivacao desta introdugao ao calculo
das integrais duplas e triplas, para adiantar seus estudos de matematica e estudar, de
maneira mais completa estas integrais. Para tanto aconselhamos o estudo da referéncia 1 da

bibliografia desta aula.
7-2 Conservagao do Momento Linear

Movimento do Centro de Massa

Consideremos a equagio de localizagdao do centro de massa:

My, = Zmiri =mr, + myr, +...

Derivando esta equagiao com relagio ao tempo, temos:

T

M =m —+m,—>+...=> m —
dt Ydt T dt 2m dt

Ou seja,

MV, =my, +m,v, +...= Zmivi

E derivando mais uma vez com rela¢do ao tempo ficamos com:

Mag, =ma, +mya, +...= Zmiéi [7-49]
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Pela 2° Lei de Newton m,a; é F,, quer dizer a resultante das forcas que atuam

- ésima

sobre a i particula. Essas forcas ou sio forgas internas, resultante da interagdo com

outras particulas do sistema, ou sdo forc¢as externas devido a agentes de fora do sistema.

F' = mai = E,int +E,e,vt

1

Entao a expressio [7-49] fica:

MC_iCM = Zﬁ;,im + Zﬁi,exr [7-50]

Mas as forgas internas, provenientes da interagdo de uma particula com outra
sistema, ocorrem sempre aos pates de agdo reacio (3° lei de Newton). De fato se uma
particula exerce uma forga sobre outra do mesmo sistema, a outra exerce sobre ela forca
igual e contraria. Quando fazemos o diagrama de forcas de cada particula, estas for¢as nao
se anulam porque sobre cada particula s6 ha uma for¢a (aquela que a outra particula faz
sobre ela). Mas se fizermos um diagrama de forgas do sistema como um todo, veremos que
estes pares a¢ao reagao agora se anulam, porque sdo forgas iguais e contrarias atuando em

um mesmo corpo (ou sistema de particulas). Assim a somatéria de todas as forgas internas

no sistema de todas as particulas ¢ nula, quer dizer Z:Fi’im =0 e a expressio [7-50] fica:

1

Fres,ext = Zﬁ;,exl = MaCM [7_51]

Vemos em [7-51] que:

“O centro de massa do sistema se desloca como uma particula de massa M = Zmi sob a

1
influéneia da resultante das forcas externas que atuam sobre o sistema’.

Este é um resultado de grande generalidade e importancia. Ele descreve o
movimento do centro de massa, de qualquer sistema de particulas. Assim o centro de
massa se comporta como se fosse uma particula sujeita a atuaciao da resultante das forcas
externas.

Uma aplicagao interessante deste resultado é quando um corpo se fragmenta,
durante o movimento, em muitas partes. As for¢as que ocasionaram a ruptura do corpo sao
forcas internas, e, portanto nao influem no movimento do centro de massa. Desta maneira,

os diferentes fragmentos vao ter os mais diversos movimentos, mas em cada instante o
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centro de massa do sistema vai estar na posi¢io que estaria antes da ruptura. E o que

veremos no préoximo exemplo.

Exemplo 5

“Um projétil ¢ disparado sobre um campo horizontal com velocidade inicial
24,5m/ s , sob um angulo de 36,9°. No ponto mais elevado da trajetéria o projétil explode
e se divide em dois fragmentos de massas iguais. Um deles cai na vertical até o solo. Em

que ponto o outro fragmento atinge o solo?”

Soluciao:

A tnica for¢a que atua no sistema ¢ a gravitacional, assim o centro de massa
continua seu movimento parabolico mesmo depois da explosio. Assim o ponto em que o
centro de massa vai colidir com o chao esta a uma distancia x = R da coordenada x =0
(colocada no ponto de langamento do projétil) onde R ¢ o alcance do projétil se nao

tivesse havido a explosao.

"

Fig. [7-18]

Como o primeiro fragmento cai em linha reta a partir do momento da explosio isto
significa que a forga interna da explosdo exerceu sobre o primeiro fragmento uma for¢a de
dire¢ao horizontal capaz de proporcionar uma aceleragio tal que reduziu (em uma certa
fracdo de tempo) a sua velocidade horizontal (pois estava no ponto mais alto da trajetoria)
a zero. Esta forca da explosio comunicou a outra metade do projétil uma aceleragdo
horizontal

A componente vertical da velocidade, que era nula a no ponto mais alto continuou
nula apos a explosio. Como ambos os fragmentos do projétil estavam sujeitos a mesma
aceleragao vertical da gravidade e tinham no instante imediatamente depois da explosdo a
componente vertical de velocidade nula, isto significa que a cada momento eles, embora

por trajetorias diferentes, estdio na mesma altura. Assim atingirao juntos o solo. Chamando
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X, o ponto em que a primeira metade atinge o solo e X, o ponto em que a segunda metade
atinge o solo, a férmula da coordenada x.,, do centro de massa fornece:

mx, + mx, = (Zm)xCM

mx, = (2m)xCM —mx,

X, =2Xq, — X, [7-53]

Mas x.,, ¢ R (o alcance do projétil) e x, ¢ a coordenada que o projétil tinha na

altura maxima do projétil. Entao:

R
X, =—,
2
E ficamos substituindo estes valores em [7-53]:
X, =2R~- R
2
3
x2 = ER
Como:
2
24
R=20gen26= (mez)sen 73.8° = 58,8m
g 9.81m/s
3

X, = E(55,8m) =88,2m

A resposta entdo ¢é: o outro fragmento atinge o solo a uma distancia de 88,27 do

ponto de langamento.

Conservagiao do momento linear

. . .o@_dp -
Ja vimos que a forma como Newton escreveu sua segunda lei foi F' = L Aqui F

¢ a for¢a que atua sobre uma particula de momento linear p (p =mv). Se a forca F for

nula, temos 7]9 =0 ¢ entdo p = constante. Ou seja, se a forca sobre uma particula for nula
t

o seu momento linear é constante. Dizemos também que se conserva. Esta é lei de

conservacio do momento linear.
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Antes de comentar a sua importancia, vamos deduzi-la para um corpo rigido,
pensado como um sistema de particulas que tem distancias fixas entre si.

Seja:

=

E agora coloquemos p = Z D, , ou seja, consideramos o momento total sobre o

sistema, como a soma dos momentos de cada particula. Entdo:

ﬁ = zmi‘_;i

Mas vimos no topico anterior que:
Zmivi =Mv.,
i
Onde M é a massa total do cotpo, V., ¢ a velocidade do centro de massa do

corpo. Entio:
P= M\7CM ,

e derivando esta ultima expregao:

dP
E =Ma,,,

Mas vimos também, no tépico Movimento do Centro de Massa, que:

MaCM = ZFres,ext
i

Entao:

= _dp

Fres,exl - E

Onde F ¢ a resultante das forgas externas sobre o corpo. Se esta resultante for

res,ext

nula, entdo:

|&
I

Il

=Y

dt

E neste caso:

P = constante [7-54]

A férmula ¢ a expressio de Lei de Conservagdo do Momento Linear, para o caso

de um sistema de particulas ou de um corpo rigido, que podemos enunciar como:
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“Se a resultante das forcas externas que atuam sobre um sistema for nula, o momento do sistema

permanece constante’ .

Esta ¢ uma das mais importantes leis da Fisica. E mais geral que a lei de
conservagao da energia mecanica, pois muitas vezes as forgas internas entre as particulas
nao siao conservativas. Assim elas podem modificar a energia mecanica do sistema, embora
nao tenham efeito sobre o momento total do sistema. Mas em sentido lato o principio da
conservagao da energia também se aplica sempre. Nao a conservagao da energia mecanica,

mas da conservacao a energia sob todas as formas.

Exemplo 6

“Duas pessoas, uma de 80 kg outra de 720 kg, estio em um barco (massa de 60 £g)
que flutua em um lago de aguas tranqilas. A primeira esta remando no centro do barco e a
outra na proa, a 2 » do centro. Depois de um certo tempo a segunda pessoa se oferece
para remar. Com o barco parado as duas pessoas trocam de lugar. Nesta troca de quanto se

desloca o barco?” (Despreza efeitos de forgas horizontais da agua).

Solugio:

A troca das pessoas dentro do barco vai implicar na existéncia de forgas que estas
pessoas a0 se movimentarem dentro do barco, exercem no barco. Mas estas forgas sdo
forcas internas do sistema pessoas-barco. Entio como:

oo
res,ext dt
e sendo a resultante das forcas externas nula, o momento linear se conserva. Tomemos

como referéncia, um sistema com origem no centro do barco (Ver Fig. [7-19]).

Ea

¥

DR
/

aJ

— Im

Fig. [7-19]
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Como neste referencial o momento do sistema, antes da troca das pessoas é p = 6,
pois a velocidade do barco é nula, o momento depois da troca das pessoas também deve
ser nulo.

Como:

P =My,

Para p permanecer constante e igual 4 zero, V., também deve ser constante e
igual a zero. Isto significa que o centro de massa do sistema, pessoas-barco, permanece em
repouso neste referencial. Calculemos a coordenada x do centro de massa no referencial da
Fig. [7-19].

_myx, +myx, +myx,
Xem =

m, +m, +m,

Onde m, é 80 kg, m,= 120 kge m,= 60 kg (massa do barco).

Vemos entio que:

80x0+120%x2+60x0 12
Xem = m=—m
260 13

Quando as pessoas trocam de posi¢io, o barco se movimenta de maneira que o
centro de massa permane¢a na mesma posicao. Continuando por designar x; como a
coordenada em que estava a primeira pessoa, e que agora vai ser ocupado pela segunda, e
X, a coordenada em que estava a 2 pessoa a que agora vai ser ocupado pela pripeira
pessoa, e considerando que o barco se desloca de uma distancia 4 (que queremos saber)
entdo a coordenada X, no mesmo sistema de coordenadas (que agora nao tem mais sua

origem no centro do barco; - imaginemos este sistema de coordenadas fixo no lago) é:

m, ><(x1 Jra’)er1 ><(x2 +d)+mb x(xb +d)

m, +m, +m,

My, XX, + M, XX, +m, XX, +m2xd+m1xd+mbxd

m; +m, +m, m; +m, +m,

Entio, substituindo os valotes numéricos:
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Energia cinética de um sistema

Quando nio existe resultante externa atuando sobre um sistema o seu momento
linear se conserva. Mas, como ja mencionamos a sua energia, mesmo na auséncia de uma
forca resultante externa, pode variar. Por qué? porque as for¢as internas, ou seja, as forcas
provenientes da interacio entre as particulas podem nido ser conservativas. Ha um

importante Teorema que evidencia melhor este ponto, e que é:

“A energia cinética de um sistema de particulas pode ser decomposta na soma de duas parcelas:
(1) a energia cinética associada ao movimento do centro de massa do sistema M VCM2 12, onde M é a
massa do sistemay e (2) a energia cinética associada ao movimento das particulas em relagao ao centro de
massa Zmi u’ 12, em queii, ¢ o vetor velocidade da i —ésima  particula em relagio av centro de

massa’.
Demonstracao:

A energia cinética de um sistema de particulas ¢ a soma das energias cinéticas das

particulas individuais.

K= ZKi = z%ml vl.2

Mas, para qualquer vetor, temos:

Entao:
| S
K= Z—m(v.v)
2 1 l 1
i
Mas a velocidade de cada particula é a soma vetorial do centro de massa V,,, com

a velocidade da particula em relagdo ao centro de massa #;:

V, =V tU
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Entao:

K:Z%mi(‘ji-‘ji)
1 - N (e _
K= ZEmi(vCM +“i)'(VCM +“i)

K= Z%mivCMz +Z%miui2 +Z%miﬁi

A grandeza Zmiﬁi ¢ o momento linear total do sistema em relacao ao centro de
i

massa. Temos inicialmente:
Py = zmiui
i

Mas o momento P, de um sistema em relacdao a seu centro de massa ¢ nulo. de

fato

A equagdo [7-55] ¢ a definicao de momento linear. S6 que no caso, o momento
linear com relagdo ao centro de massa ¢ zero, porque a velocidade do centro de massa no
seu proprio referencial (do centro de massa) é nula.

Entao:

Onde K,, ¢ energia cinética das particulas referentes ao centro de massa. Quando
nao ha forcas externas, v, ¢ constante ¢ a energia cinética associada a0 movimento global

nao se altera. Portanto em um sistema isolado, somente a energia cinética relativa (K )

pode se alterar.

Colisoes
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A colisao entre dois corpos acontece quando eles se aproximam e interagem
fortemente durante um intervalo de tempo muito curto. Neste curto intervalo de tempo, as
forcas internas, ou seja, as forgas da colisio que sdo as forgas que os corpos se exercem
mutuamente sio muito mais intensas que as externas. Por isto o momento linear do
sistema como um todo se conserva. Além disto, o tempo da colisao é tio pequeno que os
deslocamentos durante a colisio podem ser desprezados. Usualmente antes e depois da
colisdo a interagao entre os dois corpos ¢ praticamente nula. Exemplos de colisio: o pé do
jogador de futebol com a bola em um chute, a raquete de ténis com a bola de ténis, o
choque entre duas bolas de bilhar etc.

Quando a energia cinética antes da colisao ¢ igual a energia cinética depois da
colisdo, ou seja, quando a energia cinética se conserva, temos a colisao elastica; quando a
energia cinética nao se conserva tem-se a colisio inelastica. Caso extremo ¢ o da colisao
perfeitamente inelastica em que toda a energia cinética de ambos os corpos se converte em
outras formas de energia, seja interna, seja térmica, seja sonora ou em geral, todas estas

juntas, e os dois corpos permanecem unidos depois da colisao.

Impulso e For¢ga Média

Na Fig. [7-20] temos o grafico da forca mutua entre dois corpos, pelo tempo. A

forca s6 ¢ significativa em um pequeno lapso de tempo Af (Este seria, no caso de um

chute de futebol, o tempo em que a chuteira esta em contato com a bola).

et
™~

Fig. [7-20]

Definimos a grandeza fisica impulso de uma forga pela expressao:
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I = [Fdi [7-56]

Vemos da expressao [7-56], que o impulso é uma grandeza vetorial. Como ja temos

visto neste curso, o médulo do impulso, que é o valor numérico da integral em [7-50], é

igual a area subentendida pelo grafico da forca F coeixo T. A sua unidade de medida no
SI é N.s, e a sua dimensio é [M][I][T]".

Vemos na Fig. [7-20] que a for¢a média é bem definida como a for¢a constante que
no intervalo de tempo Af, comunica o mesmo impulso que a forca F. Entdo drea

subentendida pelo segmento de reta a altura F,

med

do eixo F e de comprimento Af, e o

eixo # ¢ a mesma que a area subentendida pelo grafico de /' e o eixo £ Observemos que a

forca F ¢ a for¢a que cada corpo da colisio exerce sobre o outro. Entdao a variagido do

momento de cada corpo, ou seja, a taxa de variacao instantanea é:

F="£ [7-57],

E o impulso que a for¢a de interagdo F , agindo no intervalo de tempo Af,

comunica a cada particula, é:

4_’/4 _’f@ _P/‘ L
1_det_jdtdt—Idﬁ—pf- pi=40p [7-58]

Pi

1

A forga média no intervalo de tempo Ar =7, —¢, &

. 1 %s T
F —=— |Fdt =— 7-59
med At tJ. At [ ]
Exemplo 8

“Um automével transportando um manequim para um ensaio de colisao, bate de
frente com um muro a 90 &/ b (25m/s5). O manequim tem massa de 80 &g. Estimar a forca

que o cinto de seguranga exerce sobre o manequim durante a colisao”.
Solugio:

O problema pede uma estimativa e nao um resultado preciso. Por qué? Porque nio

temos alguns dados fundamentais para uma resposta precisa. Ndo temos basicamente o
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tempo de colisio. Poderfamos entdo tentar estimar este tempo. Mas é preferivel estimar o
quanto vai se deslocar o carro durante a colisio, o que significa o quanto ele vai ser
amassado. Podemos estimar que este deslocamento ¢ de 7. Isto significa que a velocidade
do carro durante o percurso de 7 7 passa de 25 /52 0 m/s.

Supondo (novamente uma suposicio) que a for¢a fosse constante e, portanto a
aceleracio também constante a velocidade media seria 72,5 m/s. Com estas estimativas,
podemos estimar o tempo de colisao.

De fato, temos:

Ax  Im
12,5m/ s

At = =0,08s

v

med

O momento inicial do manequim é:
p=my
E, portanto:

kg.m

p;, =mv, =80kg.25m/s =2000
s

kg.m
s

. Como

O momento final é nulo, e, portanto a variagao do momento de 2000

a variacao do momento ¢ igual ao impulso.
Temos:
1 =2.000N.s

Usando agora que:

N I
F ==
med At
Tiramos:
7o = 200N o5 hoon
0,08s

Resposta: ﬁ'med =25.000N

Observagao:
Vemos que temos uma for¢a média muito grande. De fato considerando a
aceleracio média, temos:

A
oy = A_‘t} =313m/s* ,ou seja, cerca de 32 vezes a aceleragdo da gravidade.

Colisdes em uma dimensao
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Para dois corpos colidindo em um movimento unidimensional temos pela
conservagao de momento que:

My, , +m,v, . =myv,, +m,v, [7-59]

Onde m, e m, sdo as massas dos corpos e no primeiro membro de [7-59] temos as

velocidades finais e no segundo membro as iniciais. Todo problema de colisoes, consiste

em dadas as massas e as velocidades iniciais, achar as velocidades finais. Com [7-59] temos

uma equagdo e duas incognitas que sdo v, e V,,. Precisamos, portanto de mais uma

equagao. Vamos procura-la estudando dois casos.

Colisdes perfeitamente inelasticas
Em uma colisao perfeitamente inelastica, os corpos da colisao permanecem unidos.

Entio temos, alem de [7-59] mais uma relagdo que é:

Vip= Var= Vous [7-60]
Onde v, ¢ a velocidade do centro de massa de m, e m,.
Substituindo [7-60] em [7-59] tiramos a Vv, , que fica:

myv,; + m,v,,
_ 1710 27 2i
Vem = [7-61]
m, +m,
Neste tipo de colisaio podemos mostrar que a energia cinética final é menor que a
inicial. Comecemos escrevendo a energia cinética de um corpo de momento p =my em

termos de momento.

Temos:
2 2

K= Lppe o Llm) _1p7

2 2 m 2 m
Ou seja

2

k=2 6

2m

O momento inicial de um sistema que entra em um processo de colisao inelastica

em uma dimens3o, ¢ no qual a massa m, esta inicialmente em repouso ¢é:
p, =my,; (uma vez que v,; = 0),

e a energia cinética inicial é:
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2 2
Pi V4 .
== — = — Ol1S8 .= =
K, om om (pois p; =p, =p)

Depois da colisao, levando em conta [7-62], temos:

2

_ P
K= 2(m1 + mz)
Assim vemos que de fato: K, < K.
A elasticidade se caracteriza pelo fato de podermos recuperar no choque, a energia
cinética. Nao havendo esta recuperacdo esta energia vai se transformar em outras formas
de energia. Energia interna causando a deformagao do corpo, energia térmica, energia

sonora etc.

Exemplo 9
“Em um ensaio de tiro, uma bala atinge o péndulo esquematizado na Fig. [7-21]. O

bloco do péndulo com a bala cravada oscila para cima. A altura atingida pelo bloco, permite
a determinagao da velocidade da bala. Sendo m, a massa da bala e m, a massa do bloco,

como se calcula a velocidade?”

Solugio:

—
(o
my
Hy
Fig. [7-21]

Por conserva¢ao do momento podemos escrever:
myvy; +m, (O) = (ml +m, )Vf

onde v, €a velocidade do conjunto bola-caixa.
Entao:

v, = @vf [7-63]
1
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Podemos achar v, usando a conservagao da energia mecinica no campo

conservativo gravitacional. Note que estamos aplicando este principio, nio durante o
choque, quando sabemos que a energia cinética ndo se conserva, mas sim depois do
choque. Estamos assim admitindo que durante o choque, por se dar este em tempo muito
curto, o bloco nao se deslocou de maneira apreciavel, e que portanto podemos dizer que
ainda se encontra, imediatamente apds o choque, no nivel zero de energia potencial, que

escolhemos como sendo o nivel do bloco antes da colisao. E admitimos também que

imediatamente, depois do choque o sistema bloco-bala tem a velocidade v,. Entdo, pela

conservagao da energia mecanica temos:

1
E(ml +m, )Vf2 = (ml +m, )gh

v, =+2gh [7-64]

Substituindo [7-64] em [7-63] temos as respostas dos problemas.

Resposta:

v, = (m, +mz)@

m

Colisdes elasticas

Neste caso as energias cinética inicial e final sdo iguais. Assim temos:

1 2 2 2 l 2
Emlv]f +5m2v2f =5m1v” +5m2v2i [7-65]

E esta equagdao, com a de conservagio de momento, basta para determinar as
velocidades finais dos corpos.
A resolugdo deste tipo se colisdao fica mais facil se escrevermos a velocidade relativa

das duas particulas depois e antes da colisao. Recordando [7-65], temos:

( 2 2)_ ( 2 2)
My\Vor — Vo J=mM\Vy —Viy
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Fatorando ficamos com:

m, (sz —Vy szf TV ) =m (Vu —Viy X"li TV, ) [7-66]
Mas pela conservagao de momento:

My, +m,v,, =my,; +m,v;

Levando isto em conta, a equagao [7-66], fornece:

Var TVo =V H Vi

que pode ser posto na forma:

Vor =Viy = _(Vzi - Vli) [7-67]

De [7-67] vemos que a velocidade de aproximagido entre as duas particulas antes da

colisdo, ¢ a mesma que a velocidade de afastamento das duas particulas depois da colisao.

V]_ ¥

m 5 m, |—s m V1—> m, —_—

Fig. [7-22]

Na Fig. [7-22] temos a ilustracao do que estd mostrado na férmula [7-67]. Vemos
que a velocidade de aproximaciao entre as massas antes da colisio ¢ igual (e naturalmente
com sinal contrario) a velocidade de afastamento entre as massas depois da colisdo. Na
proxima se¢do vamos ver como fica a descri¢iao da colisdo elastica no referencial do centro

do sistema.

Referencial do Centro de Massa
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A descricao matematica das colisoes fica simplifica se usarmos o referencial do
centro de massa. Isto significa fixar nosso sistema de coordenadas no centro de massa do
sistema. Em uma colisao o momento linear se conserva. Como no referencial do centro de
massa o momento linear do sistema ¢ nulo (porque a velocidade do centro de massa ¢ nula)
entdo tanto o momento inicial quanto o momento final sao nulos. Por isto este sistema de
coordenadas ¢ chamado referencial de momento nulo.

Como o momento é nulo, no referencial do centro de massa, o momento dos dois
corpos antes do choque ¢ igual, mas de dire¢des opostas. Depois do choque temos:

a) Se a colisio for perfeitamente ineldstica os dois corpos permanecem

unidos e em repouso no referencial do centro de massa.

b) Se a colisio for elastica, o momento de cada corpo ¢ invertido, e,

portanto sua velocidade ¢ invertida. Entio no caso de um choque
elastico no referencial do centro de massa as velocidades finais sdo

obtidas simplesmente tomando as iniciais com dire¢ao oposta.

Para resolver entao um problema de colisao (estamos sempre tratando de colises
unidimensionais), primeiro calculamos as velocidades de cada corpo no referencial do
centro de massa. Suponhamos que as velocidades dos corpos sejam dadas em um certo
referencial. Neste caso temos inicialmente que calcular a velocidade do centro de massa

neste referencial. Para tanto basta derivar a equa¢ao do centro de massa, qual seja:

_xmy +x,m,

Xeum
ml + m2

Com o que obtemos:

_ vy +vym,

Veu
m, +m,

Em seguida expressamos a velocidade de cada corpo no referencial de centro de

massa fazendo:

U, =V, —Vey [7-68]
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Onde u, ¢ a velocidade do corpo um no referencial do centro de massa e v, ¢ a
velocidade dado corpo um em um referencial qualquer. Achadas as velocidades finais que

s20:

Para tanto observemos que a equagao [7-68] é valida para ambas as particulas antes

da colisao. Entao temos:

Uy, =V, = Veu [7-69]

Uy =Vai = Veu
As mesmas equagdes de movimento relativo valem depois da colisio, ou seja:

Uy =Vip = Veu 7-70]

Uyr =Vor = Veu
Isolando em [7-70] as velocidades v, , e v, ,, temos:
Uy =V +Veoy

Uyr =Vor T Vey

que ¢ a resposta procurada no referencial dado no inicio.

Exemplo 7
Calcular as velocidades finais da colisaio em que um corpo de 4 £¢ movendo-se para
a direita 4 6 m/ s, colide elasticamente com outro corpo de 2 kg movendo-se para a direita a

3 m/s. Use em uma etapa intermediaria o referencial do centro de massa.
Solugio:

1. Calculamos a velocidade do centro de massa no referencial no qual

foram dadas as velocidades.
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v, tmyv,,

Vow = m, +m,
o (4kg)(6m/s)+ (2kg)(3m/s) _Sm/s
- (4kg)+(2kg)

2. Calculemos as velocidades iniciais de cada corpo no referencial do
centro de massa.
u, =v,

1

. —Vey =6m/s—=5m/s=1m/s

Uy, =V, — Ve, =3m/s—=5m/s=-2m/s

As figuras abaixo, mostram esta transformacao de referencial:

¥ Tk ls
S
g ———F kg —
firnds i
Fig. [7-23]
i, ¢
=4 £
tmfs imis dig

Fig. [7-24]

3. No referencial do centro de massa, as velocidades sio invertidas entao:
u, =-u, =-lm/s

Uy, ==y =2mls

E o que esta ilustrando na Fig. [7-25].

< dkg * kg

lmis 2mis

Fig. [7-25]
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4. Voltando ao referencial inicial:

ulf =V1f+VCM =—Ilm/s+5m/s=4m/s

Uy =V, +Vey =2mls+5m/s="Tm/s

Viu Smls
* b
Tm/is
Y. o= ] N— e
s dm s E
Fig. [7-26]

CONCLUSAO

O conceito de centro de massa ¢ um dos mais importantes da mecanica
newtoniana, entendida como uma disciplina que inclui a teoria da gravitagdo. De fato, para
calcular o peso de um corpo na superficie da Terra, que distancia assumimos entre a massa
m do corpo e a massa M da terra? Assumimos uma distancia igual ao raio da Terra. Isto
equivale a imaginar toda a massa de terra concentrada no seu centro de massa. Quando
estudamos o deslocamento de um corpo sob a¢iao de forcas externas, podemos descrever
seu movimento de translacio como a a¢ao de uma forca resultante atuando no centro de
massa.

O outro conceito fundamental desta aula é a lei de conservagio do momento linear.
Nesta aula, mostramos esta lei como consequéncia imediata da 2° lei de Newton. Como
discutiremos com mais vagar na 9° aula, hi uma dedugdo de conservacio do momento
linear partindo de um principio de grande generalidade-o principio de minima ag¢do. Nesta
dedugdo mostra-se que o principio de conservacio de momento linear é uma conseqiéncia
de homogeneidade do espaco. Tudo isto, estamos colocando para dar a vocés uma idéia da
importancia desta lei de conservagdo, que se aplica em dominios subatomicos onde a
propria mecanica newtoniana nao é mais valida, e para despertar a curiosidade de vocés.

Vocés estudarao tudo isto na sua disciplina Mecanica Classica.

RESUMO

Iniciamos esta aula com a definicdo e o calculo do centro de massa tanto de um

sistema de particulas quanto de corpos continuos. Mostraremos através de muitos
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exemplos trabalhados em detalhe, como resolver as integrais duplas e triplas que aparecem
neste calculo.

Mostramos ainda como aplicar este principio nos problemas, através de alguns
exemplos feitos em detalhe, como aplicar esta lei a problemas, e por dltimo estudamos as

colisdes unidimensionais elasticas e inelasticas.

Aplicagio

1 - Mostrar que o centro de massa de um disco semicircular homogéneo, de raio R,

estd num ponto a (47 /3)R do centro do circulo.

2 - Um taco de beisebol tem o comprimento L e a densidade linear de massa dada

por A = A(1+ x°/I7). Localizar a coordenada x do centro de massa em termos de L.

3 - Localizar o centro de massa de hemisfério maci¢o homogéneo de raio R e massa

4 - Localizar o centro de massa de casca hemisférica delgada, homogénea.

5 - Uma folha de metal é recortada na forma de uma parabola. A equacdo da curva
limite da figura é y = ax’, e y varia de y = 0 até y = 4. Localizar o centro de massa do

recorte em termos de « e de .

6 - Um corpo de massa 7 esta preso a uma mola e pendurado no interior de uma
caixa oca de massa M. A caixa esta sobre a plataforma de uma balanc¢a que responde ao
peso do sistema, (2) Se a mola arrebenta, a leitura da balanga se altera? Explique a resposta,
(b) Admita que a mola arrebenta e que a massa 7 cai com aceleragdao constante g
Determinar a aceleracdo do centro de massa, em direcao e médulo, (¢) Com o resultado

conseguido em (b), determine a leitura da balanga durante a queda livre de 7.
7 - Na maquina de Atwood esquematizada na Fig. [7-27], o cordel desliza sobre um

cilindro de massa 7, sem atrito, (a) Determinar a aceleracao do centro de massa do sistema

constituido pelos dois blocos e pelo cilindro, (#) Com a segunda lei de Newton, determine a
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forca F exercida pelo suporte, (c) Determine a tensdo no cordel que liga os blocos e mostre

que F=m_g+2T

Fig. [7-27]

8 - Um bloco de madeira e uma pequena arma estdo firmemente presos nas
extremidades opostas de uma plataforma (massa desprezivel) que pode deslizar sem atrito
sobre uma mesa de ar (Fig. [7-28]. A massa da arma ¢ m,, a do bloco, my, e a do projétil
disparado, m,. A arma estd apontada para o bloco e o projétil, ao ser disparado, tem a
velocidade », em relagao a um observador em repouso na mesa. Vamos admitir que o
desvio do projétil em relagdo a horizontal seja desprezivel e que a sua penetragiao do alvo
seja pequena, (2) Qual a velocidade da plataforma deslizante imediatamente depois de a
arma ser disparada? (b) Qual a velocidade da plataforma imediatamente depois de o projétil
ficar em repouso no alvo? (c) Qual o deslocamento do bloco de madeira, em relagao a sua

posi¢ao inicial, no instante em que o projétil o atinge?

- L
Massa = m, i W
L !'i......]—'-...-r
VesEa .
Massa = 0
Fig. [7-27]

9 - Imagine que a energia cinética de um meteorito de 30,8 toneladas métricas de
massa, a0 atingir o solo, fosse de 617 M]J. Calcular o impulso I sofrido pelo meteorito ao
ter a sua energia cinética reduzida a metade (0 que ocorreu, provavelmente, num intervalo
de tempo de 3 s). Calcular a for¢a média I que atuou sobre o meteorito neste intervalo de

tempo.
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10 - Uma bola de handebol, de 300 g, com a velocidade de 5,0 m/s, bate numa
parede sob o angulo de 40° e é rebatida sob o mesmo angulo, com velocidade de mesmo
valor que a inicial. O contato com a parede foi de 2 ms. Qual a forca média exercida pela

bola sobre a parede?

11 - Uma bola de 150 g ¢é arremessada a altura de 40 m. (2) Com estimativa razoavel
sobre a distancia que a bola, durante o arremesso, fica na mao do arremessador, calcule a
forca média exercida pela mao e o tempo de contato entre a mao e a bola. (b) E razoavel

desprezar o peso da bola durante o arremesso?
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