Aula 8

MOVIMENTO ROTACIONAL

META

Apresentar o estudo completo do movimento rotacional envolvendo,
portanto a cinematica rotacional, a dinamica rotacional, o conceito de momento

de inércia e a lei de conservagdo do momento angular.
OBJETIVOS

Fazer com que o aluno assimile o tratamento fisico do movimento
rotacional, sabendo fazer o paralelo de sua descrigdo cinematica, dinamica e
de seus principios de conservagao, com a cinematica, dindmica e as leis de
conservagao que ele viu até esta aula. Ao mesmo tempo fazer com que o
alunado se sinta a vontade com uma abordagem desta parte da mecéanica, no
mesmo nivel matematico do restante do curso, ou seja com o permanente uso

do calculo Diferencial e Integral.
PRE-REQUISITOS

Calculo | e ter assimilado as no¢des conceituais e os algoritmos de calculo

das aulas anteriores.
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INTRODUGCAO

O estudo do movimento de rotagdo tem enorme importancia no contexto da
mecanica, por uma série de motivos. Primeiro porque a rota¢ao faz parte de nosso mundo,
desde as moléculas até as galaxias. A Terra gira em torno do seu eixo, e alids por isto nao ¢é
um sistema inercial, embora freqiientemente, como vimos, em problemas localizados, e
dimensoes muito pequenas com relagdo ao planeta, podemos tomar a superficie da terra
como um sistema inercial. Além do mais, boa parte de nossas tecnologias se assenta em
processos que envolvem movimento de rotagao: rodas, engrenagens, hélices, eixos de carro
entre muitos outros.

Além disso, ha ainda muitas outras séries de motivos, que tornam este estudo
particularmente importante. Muitos modelos em Fisica foram criados admitindo um
movimento circular. Entre estes citemos os modelos astronomicos, que até Kepler, todos
tomavam o movimento dos astros como circular, incluindo ai modelos diferentes como o
de Ptolomeu e o de Copérnico. Temos ainda o modelo de Bohr, da primeira e superada
versao da Mecanica Quantica que considera os elétrons girando em Orbitas circulares em
torno dos nucleos.

Finalmente talvez a mais importante razao para o estudo do movimento rotacional,
esta no desmembramento que fizemos do movimento de um corpo rigido em um
movimento de translaciao de seu centro de massa e um movimento de rotacao em relagao a
algum eixo, o qual por sua vez também pode ter um movimento. No caso o movimento
deste eixo chama-se movimento de precessao. Este ¢ o movimento de rotagao do préprio
eixo em relagdo a um de seus pontos. Isto ¢ o que acontece com a Terra que gira em torno
de seu eixo, o qual é inclinado com relagiao ao plano da translagio da Terra em torno do
Sol (o que da origem as estagdes do ano), mas que por sua vez precessiona, ou seja, gira em
torno do centro de massa da Terra que ¢ um ponto deste eixo. Este movimento de
precessao da origem aos periodos glaciais.

Estudaremos nesta aula inicialmente a cinematica do movimento circular. Este
movimento tem uma descri¢ao simples em termos do parimetro deslocamento angular
A6 ¢ da definicao da velocidade e da aceleracao angulares. Chegaremos assim 4 uma
descrigao que é em tudo, completamente analoga a descri¢ao da cinematica que fizemos na
segunda e terceira aula com os parametros deslocamento, velocidade e aceleragio. Vamos
nos utilizar na obten¢do de nossas equacdes, dos mesmos métodos de integracio e

diferenciagao. Ha porém uma diferenca conceitual importante: o deslocamento angular, no
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espaco tridimensional ndo é passivel de tratamento vetorial. Vamos mostrar porque, e
vamos mostrar também que, ndo obstante, podemos definir um vetor velocidade angular e
um vetor aceleracio angular. Vamos mostrar como ¢é possivel fazé-lo, mesmo
reconhecendo que o deslocamento angular A@ nio é um vetor.

Veremos, ainda nesta aula, a dinamica rotacional em seus multiplos aspectos,
definindo o importante conceito de momento de inércia, que sera trabalhado no mesmo
nivel do calculo integral, que fizemos com o conceito de C.M, e mostrando também o

Principio de Conservagao do Momento Angular.

1.4 Cinematica rotacional

Vamos considerar um corpo rigido em rotagao pura. O que ¢ uma rotagao pura? E
quando todas as particulas do corpo descrevem tragetorias circulares cujos centros situam-
se sobre uma mesma reta denominada eixo de rotagao. Na Fig [8-1] estamos colocando o

eixo g como eixo de rotagao do corpo.

Fig. [8-1]

Seja agora, na fig[8-2] um ponto P do corpo e consideremos agora o plano XY, como

sendo um plano que contem o ponto P e que é perpendicular ao eixo de rotagao.
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Fig. [8-2]

O ponto P, do corpo localiza completamente a posi¢ao do corpo, e o préprio ponto
p ¢ localizado pelas coordenadas re 0 (ver fig [8-2]). Escolhemos como sentido positivo
de rotacio, o sentido anti-horirio. O angulo 6 medido em radianos é como ja vimos
numericamente igual a razao entre o comprimento s percorrido pelo ponto P desde o eixo

x até sua posi¢ao mostrada na fig [8-2] e o comprimento 7. Entao:

O angulo 27 radianos é uma razdo entre o comprimento 27R da

. . . 27R T .
circunferéncia e o raio R, 27 = R O angulo Py em radianos (90°) é a razdo entre

: A . 7R :
uma quarta parte da circunferéncia que é e e o raio R.

== [8-1]

¥
I
R
= -,
Y I
¥, Fto
2 N . 1
5': -‘f_’; Y
i
5‘1 | o x
Fig. [8-3]
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Na Fig.[8-3], consideramos o ponto P, nos instantes 7, ¢ 2, e definimos a velocidade

angular média como:

0,-60, 46

a = = —
méd

t,—t, At

ou seja, a razdo entre o deslocamento angular e a variacao do tempo. Definimos também

velocidade angular instantanea como sendo o limite:

Novamente, como mostramos no caso da definicio de velocidade instantanea,
definimos inicialmente a velocidade angular instantanea em certo instante, digamos t,,

O(t, + A1) 6(t,)
At

e fazendo o limite destes

tomando uma sucessio de quocientes do tipo

quocientes quando A¢ tende a zero, ou seja, fazendo entao:

o(t, + 4t)-0(¢)
At

o(t,) = lim 84

A velocidade angular instantanea (@(t,)) em # = #,, é a derivada de 6(f) com relacio

a 7, tomada no instante 7 = 7,

Ou seja:

a)(tl) = E [8-5]

t=t,
Fazendo entio este limite em diferentes valores de # definimos uma velocidade
instantinea para cada um destes valores. Sejam entio @(t), @(t,), @(t;)... etc, as

velocidades angulares instantineas em 7, 7, 4 ... Temos entdo uma correspondéncia entre
todos os possiveis instantes de tempo # e os correspondentes valores das velocidades

angulares instantaneas. Isto significa que definimos a func¢ao velocidade angular instantanea
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® = o(t) dada na equacio [8-2], como a derivada com relagio ao tempo da fun¢io posi¢ao
angular da particula P, ou seja, a derivada de 8 = 6(¢).

Observamos agora um fato muito importante e caracteristico do movimento de
rotagdo que estamos analisando. Em um corpo rigido, todas as linhas radiais, que sao todos
os segmentos de reta, fixos nele e perpendiculares ao eixo de rotacdo, giram de um mesmo
angulo em um mesmo intervalo de tempo. Entdo a velocidade angular @ em torno deste
eixo é a mesma para todas as particulas do corpo. A velocidade angular @ ¢, portanto uma

caracteristica de todo o corpo. Ela tem dimensio [1]”, uma vez que 46, do numerador da

. , . . . N .
definicio a)=A—, ¢ adimensional, pois como observamos em [8-1], € =—, ou seja,
t r

L
[6’] = u Comumente sio usadas as unidades rad/ s ou rotacies/ s.

]
Se a velocidade angular de P nao for constante a particula terd uma aceleragdao

angular. Sejam @, ¢ @, as velocidades angulares em 7 ¢ £, ou seja @, =w(f,) ¢

@, = a(t,). Neste caso definimos aceleragio angular média «,,,, , pela equagio:

—w, 4
o, =222 54
t,—t, At

A aceleracao angular instantanea @ ¢ o limite desta relacio quando Af tende a zero,

ou s¢ja:

a=lim22_99 s
At—0 /¢ dt

Novamente a funcdo aceleracao angular instantanea definida em [8-7], implica que
antes definimos a aceleragio em todos os valores possiveis de # para que depois,
considerando a correspondéncia entre cada instante de tempo e sua aceleragio angular
instantanea, possamos considerar a fungdo aceleragdo angular instantanea, como estd
definida em [8-7].

Como @ ¢é a mesma para todas as particulas do corpo rigido, concluimos da equagao
[8-7], que & também sera a mesma para todas as particulas do corpo rigido, e entio o,
como @ ¢é uma caracteristica do corpo como um todo. A dimensiao de aceleracio angular é

2 . . ~ 2 - 2
[T]” e suas unidades mais usadas sio rad/s” ou rotacies/ s
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A rota¢dao de uma particula (ou de um corpo rigido) em torno de um eixo fixo, tem
uma correspondéncia formal com o movimento de translagdo de uma particula (ou de um
corpo rigido) ao longo de uma dire¢ao fixa, Se a translacdo for ao longo de um eixo X, as

¢

variaveis cinematicas que descrevem esta translacio sao “x”, “v, “4’, e as variaveis

>
cinematicas que descrevem a rota¢io em torno de um eixo fixo sio “0”, “@” e “a”. A
dimensido de “x” é [L], de “»” ¢ [[] [T]" e de “@” é [L] [T]”°. Entdo as grandezas lineares
“x”, v, “a”, diferem quanto a dimensao das correspondentes angulares “60”, “@” e “a”
por um fator de comprimento [L].

Observamos ainda que no caso do movimento de translacio retilineo, podemos tratar
as variaveis cinematicas como escalares, uma vez que basta um sinal para especificar a
dire¢do. Assim por exemplo para um movimento segundo o eixo X teremos uma
velocidade positiva quando o deslocamento for na diregdo positiva do eixo X e uma
velocidade negativa quando for no sentido negativo. Assim para a grandeza essencialmente
vetorial que é a velocidade, e que, portanto para ser especificada precisa-se dar um moédulo
e uma direcdo, dando o sinal da velocidade ja estamos especificando a dire¢io. Daf a
possibilidade do tratamento de deslocamento, velocidade e aceleragdo, no caso de um
movimento de translacao unidimensional, como escalares.

Da mesma maneira, para um angulo de rotagdao, uma velocidade de rotagao e uma
aceleragdo angular, em torno de um eixo fixo, basta especificar um sentido de rotagdao
como positivo, por exemplo, o sentido anti-horario ¢ o sentido positivo, para podermos
especificar completamente o deslocamento angular ou a velocidade angular ou a aceleragao
angular. Entdo podemos também, no caso de rotacio em torno de um eixo fixo, dar um
tratamento escalar a estas grandezas cinematicas. Isto quer dizer que podemos defini-las e
trabalhar com elas (fazer todas as contas necessarias), escrevendo-as simplesmente como
numeros com sinais.

No caso das grandezas cinematicas translacionais, sabemos que se 0 movimento nao
for retilineo, mas sim um movimento qualquer no espago tridimensional, devemos
trabalhar com os vetotes 7, V e a, pois nio podemos explicitar sua dire¢io apenas por
um sinal. E entio razodvel supor que no caso do movimento de rotagio em torno de um
eixo que nao ¢é fixo, precisemos também de um vetor para especificar as varidveis

cinematicas rotacionais. Como, e se ¢ possivel fazé-lo, ¢ o que veremos nas préoximas

secoes.

Equagdes relacionando as grandezas cinematicas no movimento de rotagio
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Consideremos inicialmente o movimento de uma particula de um corpo em rotagao
em torno de um eixo fixo, e suponhamos que a velocidade angular da rotacdo seja
constante. Como o eixo ¢ fixo, podemos tratar o problema considerando as grandezas
cinematicas como escalares. Partindo da definicdao de velocidade angular,

do
w=—
dt

dO = adt

ejde' = ]wa’t' [8-8]
0, t

0

Em [8-8] supusemos que em 7, = 0, 8 =0, (condi¢ao inicial). Lembremos que

colocamos @' e #’ como variaveis de integracao para distingui-las dos limites 6 e 7 de

integracao (recordar aulas 2 e 3). Entao,

o] =cft]]

bo

E entido tiramos:

0-06,=owt
Ou seja:
0=0,+wt [8-9]

Resolvendo por integral indefinida, e com a mesma condi¢io inicial (¢ = 0) = 6,,

temos:

do
w=—

dt
do = wdt

jd@:jwcmc
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fdo=o|d+cC

0=wt+C [8-10]

Como 6(t =0) =6, (condicao inicial)
6,=C

E substituindo em [8-10]
0=0,+owt
Seja agora, ainda no caso de um eixo fixo no nosso sistema de referéncia, um

movimento de rotagao uniformemente variado, isto ¢, com aceleragao angular constante

a = const.) e com as condicoes iniciais @(f =0)=60, ¢ w(t =0)=w,. Entao partimos
( ) ¢ 0 o p

de
do
o =—
dt
do = adt

(]-da)' = ].adt'
t

() 0

Como «a ¢ constante,

aj.da)‘ =a ]dt‘

@, %
12 _ v|’

a)|w0 _a[t 0]

0-w,=a

w=w,+ot [8-11]

Por integral indefinida

do
a=—

dt
do = adt
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jda)zjadHC
jda)=2jdt+c

w=2dt+C

Como a(t =0) = o,

w, =C

e ficamos com:

®=w,+a

Para encontrar 8 = 6(t), fazemos

do
0=—
dt

do = adt

?d@' = ]a)dt'
0

6o

Como agora @ nio ¢ constante, mas vale ([8-11]) @ = o, + at, nao podemos tirar

@ da integral, mas sim, temos que integrar @ . Obtemos entao:

?d@': ](a)o +at')dt'

6 0

é]d@' = ]a)odt' + ]at' ar' [8-12]
0 0

6

Em [8-12] @, é uma constante, pois é a condi¢ao inicial dada, e & também é uma

constante segundo o enunciado de nosso problema. Entao:
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(]dé?': @, ]dt' +a tJ-tdt'
6, 0 0

[

of, =l Jral =

6o
[P
0—-0,=ow,t+ Eat

1
0 =0 j+w,t + Eaﬁ [8-13]

Deixemos a voce, a tarefa de reduzir a equagao [8-13] por integral indefinida.
Deixamos também ao aluno interessado a tarefa de deduzir para as variaveis rotacionais
uma expressao analoga a da férmula de Torricelli para as variaveis cinematicas de

translagao com direcdo fixa, que é
o’ =w; +2a0 [8-14]

Sugerimos que recorde a dedugdo correspondente na aula 3.
Podemos entao construir a seguinte tabela de comparagio das férmulas cinematicas
de transla¢ao com dire¢ao fixa e de rotagao com eixo fixo. Inicialmente, para o movimento

com velocidade de translagao constante e com velocidade angular constante

Movimento de translacio | Movimento de rotacao

(Direcao fixa) (Eixo fixo)

1- X=x,+vt 6=0,+wt

Em seguida para os movimentos com acelera¢do constante

Movimento de translagio | Movimento de rotaciao
(Diregao fixa) (Eixo fixo)
2- v=v,+at ®=w,+a
> X =x0+vot+lat2 0 =6’0+a)0t+lat2
2 2
4- v =v] +2ax o’ =w] +2a0

310



Tabela [8-1]

Nestas tabelas podemos constatar a completa analogia entre os dois conjuntos de
térmulas. Observamos ainda, que poderfamos ter tratado o movimento circular, com as
varidveis 7, Vv e a. De certa forma ji o fizemos quando consideramos as componentes

tangencial e normal de aceleracio em um movimento no espaco tridimensional. Tinhamos

2

S , vV o
mostrado que a componente tangencial ¢ — e a componente normal ¢ —. Entio
t r

observamos (recordar aula 3) que no caso de um movimento circular uniforme @ =0, a

L, . 1% . ~ ;
componente tangencial é nula, pois 7 =0, mas existe uma aceleragao centripeta constante
t

2

dada por <
r

O estudo da cinemitica com as grandezas definidas pelos valotes 7, Vv e a, que
fizemos na aula 3, é o mais geral possivel e inclui, portanto, a cinematica do movimento
rotacional. O problema é que o movimento circular ¢ bidimensional e portanto, usando as
grandezas de que dispunhamos para descrever o movimento translacional, terfamos que
necessatiamente lidar com vetores. Vemos na Fig [8-4] que a velocidade v de um
movimento circular, seja uniforme ou uniformemente variado, ou com uma aceleragiao
qualquer, varia de direcio a medida que a particula percorre a circunferéncia. Entdo esta
velocidade Vv jamais poderia ser tratada como um escalar. Ao definir outra velocidade,
apropriada ao caso do movimento circular, que foi a velocidade angular @, mostramos que
esta sim pode ser tratada como um escalar. Isto porque ela fica perfeitamente definida pelo
seu moédulo e um sinal que estabeleca a sua dire¢do. Definimos assim as variaveis
cinemadticas angulares @, @ e a, exatamente para permitir a analogia das férmulas que

aparecem na Tabela [8-1].
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Fig. [8-4]

Vejamos agora um exemplo de aplicagao destas férmulas:

Exemplo 1-Um esmeril partindo do repouso, tem uma aceleracao angular constante
a de 3,0 rad/s. Consideremos uma linha OP (ver Fig. [8-5]) inicialmente na posicdo
horizontal. Determine: a) o deslocamento angular da linha OP (e, portanto do esmeril); b) a

velocidade angular do esmeril 2,05 depois.

Fig. [8-5]

Solugio: a) sio dados «a e # queremos calcular €. Usando a equagio

1 . ) .
0= w,t +§at2 (onde entdo consideramos @, =0, ou seja, come¢amos a contar o tempo

quando comec¢amos a contar o angulo). Como o esmeril parte do repouso, entaio @, =0 ¢

ficamos com
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Sendo a =3,0 rad/s’

0= %x 3,0x(2,0)’rad = 6,0rad

b) Para achar a velocidade angular ap6s 2,0s usamos, lembrando que @,=0:

w=qat

w=(2x 3,0)(@j = 6,0(@j
S S

Uma vez que no item a) tinhamos determinado €, podemos a titulo de verificacio
usar
o’ =] +2a0,
que no caso fica:
d\’ d\
w0 = (2x3,0% 6,0)[rij - 36(Vij
s s

donde

= 6,0[@j
S

comprovando o que haviamos obtido.

Grandezas vetoriais na rotagao

A utilidade e importancia do uso das grandezas cinematicas angulares no estudo da
rotagdo, ¢ que elas descrevem a situagdo nao de uma tnica particula de um corpo, mas sim
de todo o cotpo. Seja o corpo da Fig [8-6]. O ponto P tem uma velocidade v, ji o ponto P’

, C e . . : ~
que estda a menor distancia do eixo de rotagao, tem uma velocidade v' menor. Entretanto

@, a velocidade angular é a mesma para qualquer ponto do corpo.
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Fig. [8-6]

Mas, ja notamos que o fato de podermos trati-las como escalares, e também toda
analogia com as equag¢oOes das grandezas cinematicas lineares x, # ¢ a, (Tabela [8-1]) decorre
do fato de termos considerado o eixo de rotacao fixo, da mesma maneira que s6 podemos
tratar as grandezas cinematicas lineares como escalares quando o movimento ¢é
unidimensional. Vimos também que isto acontece porque quando temos um eixo fixo, s6
temos dois sentidos possiveis de rotagao (o sentido horario e o anti-horario) e assim a
grandeza é completamente determinada por um numero (que ¢ sem modulo) e um sinal,
que por convencao, fazemos corresponder a um dos dois possiveis sentidos de rotagio.
Fica sendo assim uma grandeza escalar.

Se, porém o eixo de rotagdo variar com o tempo, ja nao podemos caracterizar a
rotagdo somente por um modulo e um sentido; terfamos que determinar também, a cada
momento, qual é o plano de rotagdo. Sabemos que este plano é perpendicular ao eixo de
rotagao. A direcdo do eixo de rotagdo é entdio um bom candidato para caracterizar
completamente nossas grandezas cinematicas escalares. Desta maneira, caracterizadas por
um moédulo e uma diregao, elas passam a ser grandezas vetoriais.

Fomos assim levados a conclusio, de que para descrever movimentos de rotagao em
torno de eixos, cuja dire¢do varia com o tempo, as vatidveis cineméticas rotacionais 8, @ e
o, que definimos acima, tém que se transformar em vetores, cuja direcio ¢, em cada
momento, a direcdo do eixo de rotacio.

Mas para definir estas novas grandezas cinematicas rotacionals, agora como vetores,
temos que nos assegurar que elas tém as propriedades matematicas dos vetores.
Comecemos entdo pelo deslocamento angular 8. O valor do deslocamento angular de um
corpo ¢ o angulo de que ele gira. Vamos mostrar que eles nio podem ser tratados como
vetores. Isto porque nao obedecem a uma propriedade dos vetores. Vimos (Aula 2) que a

soma de vetores é comutativa, a saber:
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[8-15]

Mas se considerarmos duas rotagbes no espago, 6, e 6,, veremos que elas nio
comutam. Para tanto, examine atentamente as figuras [8-7]. Na Fig. [8-7] temos um livro
deitado sobre uma mesa. Considerando um eixo vertical, portanto perpendicular a mesa, e
passando pelo centro do livro (centro de simetria), definimos na Fig. [8-7] uma rotagdo de
90° em torno deste eixo, e em sentido horario quando vista de cima. Na parte b) da Fig. [8-

7], vemos a posicio do livro apds esta rotacao 6.

1

——
—

— — Ll

masa LAty

Fig. [8-7]

Vamos definir agora um novo eixo de rotacao. Este ¢ um eixo, ao longo da mesa, em

uma dire¢ao que chamamos sul-norte (Fig. [8-8]).

N/\ ﬂ':l N r b}
Eﬁ
—
— | D
=
&
Fig. [8-8]

Na parte b) da Fig. [8-8], mostramos em perspectiva o resultado desta rotagiao de 90°
em torno do eixo sul-norte da figura. O plano do livro ¢, depois da rotagio perpendicular
ao plano da mesa. Para realizar esta rotagao terfamos que suspender um pouco o eixo de
rotagdo sul-norte e o livro ficaria apoiado em uma de suas bordas (a borda da direita da

figura a)). A rotacdo tem sentido horario quando vista do sul.
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Na Fig. [8-9] mostramos o resultado da aplica¢ao da rotagdo @, sobre o livro na

posicio da Fig. [8-7] b). Este resultado ¢é a soma das rotacdes 6, ¢ 6, (E portanto 6,+6,).

N A a) i A k)
=
— | D
S -y
Fig. [8-9]

Na Fig. [8-10] mostramos o tesultado da aplica¢io da rotagdo 6, sobre a posi¢io b)

da Fig. [8-8].Este resultado é a soma de @, com 6, (ou seja, 6, +6,).

8
b)
- (Y =

Fig. [8 —10]

a)

Comparando o lado b) da Fig. [8-9], que é 6, + 6, , com o lado b) da Fig. [8-10] que é
0, +06,, vemos que a aplicacao de 6,+6, e de 6, + 6, em uma mesma posi¢io do livro,
resulta em duas posicoes finais diferentes. Isto quer dizer que 6,+6, # 6,+6,. A
conclusdo ¢ que a soma das rotagdes no espago nao comutam. Uma rotagdo niao pode ser
tratada entdo como um vetor, pois vimos na Aula 2 as propriedades do espago vetorial, e
vimos que a soma de vetores é comutativa.

Isto significa entdo que todo o ferramental matematico do calculo vetorial nao pode
ser aplicado as varidveis cinemdticas rotacionais @, @ e a? veremos em seguida como
contornar este problema e como as variavels cinematicas rotacionais @ e & podem ser
tratadas como vetores.

Em primeiro lugar queremos recomendar fortemente que esta experiéncia de

aplicagao sucessiva de duas rotagdes, que desenhamos as paginas anteriores, devem ser
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realizadas por cada um de vocés da UAB. E mais facil fazer pessoalmente esta experiéncia,
tomando cuidado para lembrar quais sdo os eixos de rotacio de cada uma das rotagdes
(vocé pode escolher outros eixos que lhe parecam melhores), que acompanhar um desenho
em um texto, ou mesmo que acompanhar a experiéncia feita por outra pessoa (Alias, isto
vale para qualquer demonstragao ou deducao-sé que neste caso esta verdade ¢

particularmente evidente).

Nas figuras abaixo, desenhamos a sucessio das mesmas duas rotacdes 6, ¢ 6,

explicadas acima, aplicadas uma em seguida a outra, mas com um angulo de 45°.

8, N
450 g,
450 L)
| — &
—] W
4
450 &,
81
Hesd &)
G\
&

Fig. [8 —11]

Finalmente na Fig. [8-12] mostramos a mesma sucessao de rotagoes, inicialmente 6,+86, ¢
em baixo 6, +6,, onde os eixos de rota¢io, sio os mesmos definidos desde o inicio, mas

agora os angulos, tanto de 6, quanto de 6, sio de 20°.
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Fig. [8 -12]

Observando as figuras [8-11] e [8-12], vemos que a medida que diminuimos os
angulos de rotagio de 6, e de 6,, a diferenca entre 6,+6, ¢ 6, + 0, vai se tornando cada
vez menor. Com angulo de 45° a diferenga é bem menor que com um angulo de 90°. Com
um angulo de 20° a diferenca passa a ser muito pequena. Para um angulo de 3° (que seria
muito dificil desenhar) a diferenca ¢ insignificante. Vemos que quando 46 tende a zero, as
rotagdes espaciais em eixos diferentes, tendem a poderem ser somadas comutativamente.
Assim concluimos que embora os deslocamentos angulares finitos 46 nio possam ser
tratados como vetores, os deslocamentos infinitesimais df/, podem. Com isto podemos
definir o vetor velocidade angular, pois

A0 _ do

&= lim 22 =% [8-15]
A1-0 At at

e podemos tratar o deslocamento 40 como vetor, na medida que quando At —->0 o
deslocamento finito 46 também tende a zero e af a soma destes deslocamentos ganha,
como vimos, a propriedade comutativa.
Entao definimos o vetor velocidade angular @ (ver Fig. [8-13]) como o vetor cujo
modulo é
40

o= lim —
A—0 At

318



e cuja diregao ¢ a do eixo de rotagdo. Ja analisamos acima que tomando o eixo de rotagdo
como a dire¢ao do vetor velocidade angular, estamos definindo o plano de rotagdo. E de
um modo geral ambos podem agora variar com o tempo. A dire¢io do vetor @ que esta
situado no eixo de rotagao ¢ dada pela regra do saca-rolha ou da mao direita. Se curvarmos
os dedos da mao direita em torno do eixo acompanhando a rota¢ao do ponto P, o polegar
estendido apontara na diregdo do vetor velocidade angular. Ou alternativamente, se um
saca-rolha for girado no sentido do ponto P, avancara na dire¢io do vetor velocidade
angular. Observemos que nio ha nenhum movimento na direcio do vetor velocidade
angular. Ele representa a velocidade angular de um movimento de rotag¢ao que se processa
em um plano perpendicular a ele. Assim o vetor velocidade angular é o ente matematico
adequado para a descricao do movimento de rotagao, e para os calculos que se necessite

fazer envolvendo este vetor.

Z
&
/’Hﬁ z H“}}. r
L“x 7
Fig. [8 —13]

Podemos definir a aceleragio angular como vetor. O vetor acelera¢ao angular é dado

por

| ST o .
que ¢ o escalar & aplicado (ou multiplicando) o vetor d@ . Para uma rotagiao em torno de

um eixo fixo, o vetor aceleracdo tem sua reta suporte no eixo de rotagao. Quanto a dire¢ao
(sentido) se a aceleragdo ¢ positiva, temos para a dire¢ao, a mesma regra do saca-rolha, e

aceleragdo negativa, sentido contrario.
1.5 Dinamica Rotacional 1
Torque

Iniciamos esta se¢do, discutindo em maior detalhe, uma definicdio que ja temos

utilizado: a defini¢ao de torque. Sabemos que uma forga aplicada a um corpo produz uma
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aceleragdo (aceleragdo linear) no corpo. Este é o conteudo da segunda lei de Newton. Se
considerarmos uma forg¢a atuando sobre um corpo que pode girar em torno de um eixo,
vemos que esta for¢ca também pode promover um movimento de rotagio do corpo em
torno do eixo, ou seja, pode promover uma aceleracio angular, mas agora ¢ importante
para caracterizar esta aceleracao, que consideremos as direcoes relativas da forca e do eixo
de rotacio.

De fato se aplicarmos uma for¢a a uma porta que gira em torno de uma dobradica,
que no caso ¢ o eixo de rotagao da porta, o resultado é muito diferente dependendo do
ponto de aplicagdao da forca na porta, e de sua direcao com relacio a dobradica. De fato,
uma forca aplicada em dire¢do a linha da dobradica nio produz nenhum deslocamento
angular, enquanto uma for¢a de determinado valor (mddulo) produzira uma aceleragdo
maxima se for aplicada a porta perpendicularmente ao plano desta e em sua extremidade
exterior. Este é um fato corriqueiro do dia a dia, mas como sempre, recomendamos a vocg,

aluno da UAB, que teste este fato, agora de uma forma mais intencional e consciente.

Fig. [8-14]

A grandeza matematica adequada para a medida da rotacdo, e da aceleragao angular, é
o torque. Comegaremos definindo o torque de uma for¢a em um ponto P de um corpo

rigido que pode girar em torno de um eixo. Na Fig. [8-14] desenhamos o ponto P e a forca

F . O ecixo de rotagdo e o eixo Z que ¢ perpendicular ao plano XY, quer dizer, ¢é
perpendicular ao plano da pagina e sua diregdo (sentido positivo) ¢ saindo da pagina em

direcdo ao leitor. Como sabemos:

T=FxF [816]
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Entio o torque é um vetor cujo médulo é

|f| =rFsena,

e cuja direcio é perpendicular ao plano de ¥ e F', isto é ao plano XY com sentido do
sentido positivo ao eixo Z. O sentido é dado pela regra da mao direita ou do saca-rolha.

Recordemos esta regra. Se colocarmos os dedos da mio direita na direcio de 7, e

fechando os dedos formos a diregao de £, entdo o polegar estendido apontara na dire¢ao

do torque. Agora pela regra da saca-rolha: se girarmos um saca-rolha da direcio de 7 para

a direcdo de F', que no nosso desenho ¢ o sentido anti-horario, a direcao do torque ¢ a
direcdao na qual avanca o saca-rolha. Indicamos um vetor perpendicular a pagina e vindo da
pagina em direcio ao leitor pelo simbolo: () Se o vetor, perpendicular 2 pagina tivesse

dire¢do oposta a este (ou seja, entrando na pagina) indicarfamos por . Vemos ainda na

Fig. [8.2-1], que se decompusermos F em uma componente paralela a 7 e uma

componente perpendicular a 7, a componente paralela a 7 nido exerce torque. Todo o

torque ¢ exercido pela componente perpendicular a 7. E de fato o médulo de F| é

Fsen@. O médulo do torque de 13'L é:

T.|=rF senF r 8-17
F, 1 1

A

onde indicamos por sen F,r, o seno do angulo entre F| e 7. Mas este angulo é 90° e

portanto o seno é 1. Ao mesmo tempo F|, = Fsen€ como vimos. Entdo
‘fﬁi‘ = rFsend [8 -18]

Mas [8-18] nada mais ¢ que o moédulo do torque de F . Mostramos assim que o

torque de /' é o torque de F|, ou, como haviamos afirmado, todo torque de F ¢

exercido por sua componente perpendicular a 7 .
Momento angular

O anilogo rotacional do momento linear p =mv é o momento angular definido

por:

~
[l
~)
X

sl

[8-19]
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Fig. [8-15]

Vamos entender a equagao [8-19] observando a Fig. [8-15]. Seja no ponto P uma
particula de massa 7 ¢ momento linear p. O momento linear desta particula é definido
com relacao a um ponto 0. Na Fig. [8-15] colocamos neste ponto a origem de um sistema
de coordenadas XY, e vemos que ¥ ¢ o vetor posi¢io que localiza o ponto P. Lembrando
a definicdo do produto vetorial, vemos que o momento angular de massa 7 de nossa Fig.
[8-2], é um vetor perpendicular ao plano XY e saindo do papel em dire¢io ao leitor

(Iembrar a regra do saca-rolha ou da mao direita), cujo moédulo é:

[ =rpsen@ [8-20]

it

Fig. [8-16]

Na Fig. [8-15] situamos P no plano XY. Mas ¢ claro que P é um ponto qualquer do

espaco tridimensional. Vamos entdo na Fig. [8-16] considerar um ponto P qualquer e
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situando o vetor posicio 7 deste ponto P bem como desenhando o vetor p (momento

linear da patticula de massa 7 em P), mostramos o vetor / , que é o momento angular da
particula de massa m situada em P. Os segmentos .40 e OB na Fig. [8-16], sdo as

interse¢oes do plano definido por ¥ e p com os planos XZ e YZ. Subentende-se que
como p ¢é um vetor nio nulo, a particula tem, neste referencial uma velocidade v

(instantanea) que é na direcio de p. Entdo o vetor p ¢é tangente a trajetéria da patticula

neste instante. O vetor / é o momento angular da patticula neste instante em relagdo ao
ponto 0.

A equagao [8-20] pode ser escrita como:
[ =(rsen@)p = pr, [8-21]

onde r, éacomponente de 7 segundo a dire¢ao de p, ou a distincia de p a reta suporte
do vetor p. Ver Fig. [8-17] onde, novamente por simplicidade situamos o plano 7 e p

coincidente com o plano XY. No triangulo retangulo O.A4P vemos que

0A
send =— [8-22]
r
OA é a componente de 7 na direcio perpendicular a reta suporte do vetor p. Esta
componente, as vezes chamada de brago de alavanca é o que chamamos r| na equagao [8-

21]. Entao como r, =rsen@ (de [8-22], lembrando .40 =r, ) temos imediatamente [8-20)].

"zt

=
D
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Fig. [8-17]

De maneira andloga, a equagao [8-20] da defini¢ido do momento angular, ou melhor

da expressao de seu modulo ([8-21]-/ = rpsen@), pode ser colocada na forma

[ =r(psenf). [8-23]

=

Fig. [8-18]
Vemos na Fig. [8-18], que p, por sua vez pode ser decomposta em uma componente

paralelaa 7 e em uma componente perpendicular a 7 . No tridngulo retangulo PBC, vemos

que o angulo BCP (angulo cuja vértice é C) é igual a 6 (alternos internos). Entio
send =2+ , Ou seja:

p, = psent

E entio [8-23], fica

[=r(psenb)=rp, [3-24]

Analogamente ao que acontecia na definicio do torque de uma forca, s6 a

componente do momento linear perpendicular a direcio do vetor posicio 7, contribui

para o momento angular.
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Segunda lei de Newton na forma rotacional

A segunda lei de Newton F :?p, tem um andlogo em termos das variaveis
t

rotacionais. Recordemos que na Aula 5, tinhamos mostrado que Newton nao escreveu sua

dp

famosa 2° lei na forma F = ma , e sim na forma F = 7[? Lembremos que de F = E,
t

tiramos [’ =ma , na suposi¢cao da massa ser uma constante. De fato

supondo  constante, o que ndo é mais verdadeiro no caso da Relatividade de Einstein

(recordar Aula 4), entdo tiramos:

Vamos entdo partir de F' = 7]) , que ¢ a segunda lei Newton tal como ele a escreveu,
¢

e multipliquemos ambos os membros desta equacio pela esquerda, pelo vetor 7 (produto

vetorial).

~y
X
S]]
Il
Sy
X

[8-26]

SRS

Mas FxF =7 (da defini¢ao de torque), entao

Rl
I
~|
X

S[%

8-27]

Tomemos agora a equagao [8-19] a saber:
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Il
~)
X

Tl

E fagamos a deriva temporal dos dois membros de [8-19]. Temos

Se vocé ainda nio aprendeu a derivada de um produto de vetores, saiba que ela segue
a mesma regra da derivada de um produto, somente que agora temos que ter o cuidado de

manter a ordem dos produtos vetoriais (Isto porque trocando a ordem de um produto

vetorial, troca-se a direcdo do vetor produto pelo vetor oposto Ax B =—-Bx A). Entao,

dar = (i X ﬁj + (17 X @J [8-29]
de\ dt dt

. . dr . .
mas p=my e 7’; =v . Entio o primeiro termo do segundo membro de [8-29] é

(Vxmv),

que é o valor nulo, pois V ¢ paralelo a 7V . A equagio [8-29] fica:

A5 g

dt dt

Comparando agora [8-30], a saber, dar =7 x @b , com [47-2], a saber, T =7 X Pb ,
dt dt dt

tiramos a expressao:
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Esta expressao é a que corresponde, na dinamica rotacional, a segunda lei de Newton.

Em [8-31] 7 corresponde a for¢a F' da segunda lei de Newton e o / , 0 momento angular,
corresponde a p, o movimento linear da segunda lei de Newton.
Observemos que ao chegarmos a expressao [8-31], nao estamos chegando a novas

5 _dp

leis fundamentais da mecanica. Tanto ¢ assim, que partimos, nesta deducdo de F = 7,
t

esta sim uma lei fundamental. A expressio [8-31], apesar de sua enorme importancia e
utilidade, nada mais ¢ que uma consequéncia da lei, esta sim uma lei fundamental da Fisica,
dp

F=2
dt

Como sempre a equagiao vetorial

Fod 8-31],
di

corresponde a trés equagdes escalares, que sio suas componentes nos eixos X, Y e Z.

dl dl, dl

T, = , T,=—— ¢ T,=—" [8-32].
dt Toodt dt
Exemplo 1

Uma particula de massa 7 cai do ponto « (Fig. [8-19]) na vertical (Eixo Y). a) Calcular
o torque que atua sobre 7 em relagdo a origem O, em um instante 7 qualquer. b) Calcular o

momento angular 7 em um instante 7 qualquer, em relagio a mesma origem. ¢) Mostrar que

dl

arelagio 7 = o conduz, quando aplicada a este problema a um resultado correto.
¢

Solugio:

a) O torque é dado pela equagio [8-16] que é 7 =7 x F e seu médulo vale:

T =rFsend [8-32]
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Fig. [8-19]. Temos F =mg ¢ p =mv

Vemos na Fig. [8-19] que b =rsenf (do triangulo OPa onde o angulo OPa =8).

Como F =mg , [8-32] fica:
7 =mgb [8-33]

Vemos em [8-33]que como 7, g e b sdo constantes, entao o torque é constante. Isto,

alids, é evidente porquanto embora ¥ varie em dire¢io e médulo com o tempo, o brago b

da forga F ¢ constante. Por sua vez esta forca ¢ constante, pois ¢ o produto da massa pela
aceleragio g que ¢é constante. O movimento da massa » ¢é, porém acelerado
(uniformemente acelerado). O torque esta orientado perpendicularmente a pagina da figura
(isto ¢, na diregao horizontal do espago real) entrando na pagina.

b) Sendo o momento angular [ =7Fx P, seu moédulo é dado por:

[ =rp senf
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Como rsen@=b, ¢ p=mv, lembrando a equacio do movimento uniformemente

acelerado que ¢ v =v, + gf, e no nosso caso v, =0, temos:

[ =bmgt [8-34]

Vemos que o vetor / tem a mesma direcio do vetor 7. Mas observando [8-34]
vemos que contratiamente ao torque que ¢ constante, 0 momento angular varia com o

tempo. Na verdade é proporcional ao tempo, sendo o médulo do torque o coeficiente de

proporcionalidade.
. . . . s dl

c¢) Projetando a equagdao 7 = 7 no eixo vertical (que é a dire¢do de 7 e de —)
temos:

T= da [8-35]

dt
. al,  di
(Vendo a Fig. [8-19] vemos que 7, =-7 ¢ = =_E donde [8-35]). Usando as

expressoes obtidas de 7 e de /em a) e b) temos:

%(mgbt) =mgb  [8-34]

O fato de termos chegado em [8-32] a uma identidade tendo partido de [8-34]

mostra a correcao de [8-34].

Se em
d
— (mgbt) = mgh
o (mgbt) =mg
cancelarmos &/ (que como constante que ¢ sai da derivada) ficamos

329



d
- 1) =
= (mgt) =mg

Como v =gt , e como 7¢ = F temos:

d
F=—(mv
=)
ou seja
d,
F=% |835
dt
) dp . .
O que fizemos? Partimos de 7 = 7 e chegamos a F = ur Vemos assim mais luma

vez, 0 que ja haviamos observado acima, ou seja, que as formulas da dinamica rotacional,
nada mais sao que uma reformulacio da dinamica que estudamos na parte intermediaria de
nosso curso. Esta reformulacao, mais do que util, em muitos casos absolutamente
necessaria, nao constitui, porém novos postulados basicos da Mecanica Classica.

Discutiremos ainda de forma mais geral este ponto em nossas conclusdes deste capitulo.

Vamos agora considerar o momento angular L de um sistema de particulas, com
relagio a um dado ponto. Para tanto, temos que adicionar vetorialmente o momento

angular de cada particula em relacdo a este mesmo ponto. Podemos escrever entio:

Temos até agora colocado o ponto com relagdo ao qual definimos o momento
angular, como sendo a origem de um sistema inercial. Adiante veremos outras situacoes.
Mas mesmo sendo a origem de um sistema inercial o ponto de referéncia com relagio ao

qual definimos o momento angular, vimos que este pode variar com o tempo. Para uma

dl

patticula mostramos que 7 = o Vamos considerar agora a variagio do momento angular
t
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de um sistema de muitas particulas. Tendo em vista nossa defini¢ao [8-36] vemos que a
variagio do momento angular total I exprime a variagio do momento angular de cada
particula do sistema de particulas. Cada particula tem sua variagao devida ao torque sobre
ela exercido. Mas agora este torque tem duas origens: pode ser o torque de uma forca
interna ao sistema ou externa. Forca interna ¢ aquela que provém da interagdao da particula
com outra particula do sistema. Mas pela terceira lei de Newton estas forcas se dio em
pares de agdo e reagao, que sao iguais em moédulo e de dire¢do contraria. Os respectivos

torques também sao iguais mais de dire¢oes contrarias (Ver Fig. [8-20]).

e B 7

Fig. [8-20]

T =Fxf, [8-37]

Cujo moédulo é

T, =1f,sen0,

Enquanto

T, =Fxf, e 1,=rf,senf, [8-38

Como sen@, = sen6, vemos que
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Mas pela regra do sacar rolhas 7, é perpendicular a pagina do desenho e sai da

pagina na dire¢ao do leitor, enquanto 7, também ¢é perpendicular a pagina, mas entra na

pagina. Entdo 7, = -7, ¢ temos

7,+7,=0 [8-39]

A equacdo [8-39] mostra que todos os torques internos se anulam mutuamente.
Entdo levando em conta que o torque no sistema de particulas é a soma vetorial dos

torques em cada particula, temos, inicialmente para uma particula

)

7’-i = Tiint + iext
Entao

. d
Tiint + z-iext dt

n n
Tint = iint € Text = Tiexl temos
i=1 i=l1
n R R n dll
(Ti int + Tiext ) = d [8_40]
i=1 t

i=1
Pela propriedade da derivada da soma:

n . ~ d n -
- (Tiint + Tiext ) = E P li [8_41]
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n
Mas ji mostramos que Z‘f

i=1

it =0 (a soma dos torques provindos das forcas

internas em um sistema de particula ¢ nulo), a0 mesmo tempo usando [8-36] a equagio [8-

41] fica

A importante relacdo [8-42] pode ser traduzida cursivamente como:

“A derivada em relacio ao tempo do momento angular total de um sistema de barticulas em
2 74,

)

relagio a origem de um referencial inercial, é ignal a soma dos torques externos que atuam no sistema.’

A equagio [8-42] ¢ valida para um sistema de particulas quer elas estejam em
movimento umas em relagdo as outras, quer elas mantenham relagoes espaciais fixas, o que

caracteriza um corpo rigido. Esta equagao é analoga a outra que vimos na Aula 7 qual seja

: _dp
Fext = >

dt
a qual exprime que a forga externa que atua em um sistema de particulas é igual a taxa de

variacio do momento linear do sistema.

Deduzimos a equagao [8-42] considerando tanto os torques quanto os momentos
angulares com relagdo a origem de um sistema de referéncia inercial. Podemos, porém nos
perguntar se [8-42] continuaria valida se tomassemos torques e momentos angulares em
relagdo a um ponto que nio fosse fixo a um sistema inercial. Por exemplo, uma particula
qualquer do préprio sistema de particulas, a qual como estamos vendo nao ¢ imével em
relacdo a um sistema inercial pois executa uma complicada soma de movimentos de rotagao

e translacao. Com relacdo a este ponto [8-42] nio ¢ valida. Porém:

“Se o ponto de referéncia for o Centro de Massa do sistema de particulas entao [8-42], on seja a

dL

equagao T,, =——, continua valendo (mesmo que o CM ndo esteja imdvel em um sistema de referéncia
dt

inercial)”.
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Esta importantissima propriedade do CM que nido vamos demonstrar aqui (ver
referéncia 2 de nossa bibliografia desta aula) é que permite separar o movimento geral de
um sistema de particulas em um movimento geral de seu centro de massa, dado por
= dp
P /

=7, e um movimento de rotacio em torno do seu centro de massas dado pela
t

ext

—

dL

equagio 7,, = o onde o ponto de referéncia do torque total e do momento angular do

sistema é o centro de massa.

Energia cinética de rotagio e momento de inércia

Vamos nos concentrar neste tépico ao estudo do movimento de rotagao de um
corpo rigido, que pode ser definido como um sistema de particulas que mantém sempre as
mesmas distancias, cada uma em relagdo a todas as outras. Para especificar a rotacao de um
corpo rigido temos que caracterizar um eixo de rotagdo. Vamos entdo iniciar nosso estudo,
tomando a rota¢ao do corpo rigido em torno de um eixo fixo em um sistema de referéncia
inercial. Mesmo se tomarmos esta condi¢do bastante restritiva, para inicio de nosso estudo,
pelo que acabamos de ver no tépico anterior, nossos resultados vao ser validos para um
eixo nao fixo a um sistema de coordenadas inercial, mas para um eixo que passe pelo CM
de nosso sistema e que mantenha uma dire¢ao constante ao longo do tempo (quer dizer,
que mesmo sofrendo uma translagao ao longo do tempo, mantenha-se sempre paralelo a si
mesmo).

Seja entao um corpo rigido girando com velocidade angular @ em torno de um eixo
fixo a um referencial inercial (Ver Fig. [8-21]). Neste caso, cada particula deste corpo tem
uma determinada energia cinética. Seja uma particula de massa 7 a uma distancia » do eixo

de rotagao. Ela descreve entdo uma circunferéncia de raio 7, ¢ como a velocidade angular

, . . , . - 2 ~
do corpo é w, sua velocidade linear é v = wr . Sendo sua energia cinética Emv entdo cla

. 1 2 2 . . .
¢ em termos de velocidade angular de rotagao Ema) r°. Entdo a energia cinética total do

corpo devido ao seu movimento de rotagao ¢
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K :%(m]r1 +m,r, +...)a)2 :%(Zm,ri)coz [8-43]

onde pusemos em evidéncia @ que é comum a todas as particulas.

Fig. [8-21]
O produto ;7 que é o produto da massa de cada particula pela sua distancia ao eixo
de rotacao ao quadrado, quando somado para todas as particulas é uma grandeza inerente

ao corpo em rotagao. Esta grandeza é representada por I e chama-se momento de inércia

do corpo em relagao ao eixo de rotagao considerado.
1= mr’ [8-44]

O momento de inércia depende do eixo em que esta girando, o corpo e da
distribuicio de sua massa em relagdo ao eixo de rotacio. Tem dimensdo MI e é expresso

em termos de gz (no S I).

Da expressao [8-44] vemos que a energia cinética devida ao movimento de rotagao é:

1
K = Ela)z [8-45]
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. ., ~ . 2
Comparando com a energia cinética de translagio de um corpo que é EMV , Vemos

que o momento de inércia I no movimento de rotagao, faz o papel da massa no movimento
translacional. Observemos que a energia cinética dada pela equagao [8-45] ndo é uma nova
forma de energia. E somente uma forma comoda e conveniente de expressar a energia

cinética de um corpo em rotagao. De fato vimos que chegamos a esta expressao de energia

L DR SR ) . .
cinética, somando a energia cinética Emivi de cada particula, e depois relacionando a

velocidade translacional v; de cada particula com sua velocidade angular (v = @r).

Exemplo 2

Seja um corpo constituido de duas massas esféricas de 5,0 kg cada uma, ligadas por

uma barra rigida, de massa desprezivel e 1,0 m de comprimento (Ver Fig. [8-22]).

Ske 5k
g 5

@ )

p——Imetto ———

Fig. [8-22]

Determinar o momento de inércia do corpo: a) em relagdo a um eixo perpendicular a
barra e passando pelo CM do sistema; b) em relacdo a um eixo perpendicular a barra e que

passe por uma das esferas.

Solugio:
a) I, = Z:miri2 = mArA2 +mBrB2 = 5,0kg-(0,5m)2 +5,Okg~(0,5m)2 = 2,5kg~m2

b) I, =5.0kg-(0,0m)’ +5,0kg - (1,0m)’ = Skg - m”

Vemos que no caso b) de um eixo perpendicular a barra mas passando por uma das
massas, 0 momento de inércia é o dobro daquele de um eixo perpendicular a barra mas

passando pelo CM do sistema.
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Calculo do momento de inércia de corpos rigidos

A passagem das férmulas que dao o momento da inércia de um sistema de particulas
para de um corpo rigido continuo, é em tudo analoga a mesma passagem de um sistema de
particulas para um corpo rigido continuo que fizemos no caso do calculo do centro de
massa. Da mesma maneira que fizemos naquele caso, do calculo do CM, também aqui
vamos dividir o corpo em porcoes infinitesimais e tratarmos cada uma destas por¢oes

como uma particula. No limite da soma destas divisdes quando o nimero de divisoes tende

a infinito, esta soma é o momento de inércia do corpo. Passamos assim de Zmirl. para

Jrzdm.

Tal como mostramos no estudo do calculo do CM de corpos continuos, podemos

considerar corpos unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais, e as densidades

. - m L. . .
pontuais destes corpos sio dadas por 4 = d_ (para um corpo unidimensional-densidade
x

d
linear), o = d—IZ (para um corpo bidimensional-densidade de superficie) e p = ﬁ (para

um corpo tridimensional-densidade volumétrica).

. . 2
Vejamos em alguns exemplos como calcular, e como formular a integral IV dm.

Exemplo 3

Calcular o momento de inércia de uma vareta homogénea de comprimento L. e massa
M em relagdo a um eixo perpendicular ao eixo da vareta e que passa por uma de suas
extremidades. Tratar a vareta como um corpo unidimensional. Isto significa que a unica

dimensao relevante é o comprimento da vareta.

Solugio:
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Fig. [8-23]
1= Irzdm

Nosso problema ¢ escrever esta integral no caso do nosso problema. Tomando o

eixo x ao longo da vareta, e sendo nosso problema unidimensional ficamos com:

1= Ixzdm

Lembrando que a densidade linear é dada por A = d_m , escrevemos dm = Adx. Ao
he

N M
mesmo tempo a vareta ¢ homogénea, entio A é constante e vale: A = T Logo

I = Ixz/ldx =A Ixzdx, porque A é constante.
Integrando e substituindo o valor de A ficamos:

3| L 3 2
M| x _ML__ML
L] 3 L3 3

A resposta é portanto

M
3

1
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Exemplo 4

Achar o momento de inércia (MI) de um aro circular em relagdio a um eixo

perpendicular a seu plano, passando pelo préprio centro. O aro ¢ homogéneo.

Solugio:

Trata-se novamente de um corpo unidimensional.

Fig. [8-24]

2
I= Ir dm
A variavel r, é a distancia de cada ponto do corpo do eixo de rotagio. No nosso caso
C A , . . m
esta distancia é R e é uma constante. A densidade linear, por sua vez e A = o onde no
s

caso ds ¢ o infinitésimo do comprimento, e vale (ver Fig. [8-24]) ds = Rd6 . Entio

2z 2z
I= [R*ARd6O = R*A [d6 = 2R’ [8-46]

0 0
Mas A é uma densidade constante e entdao é

M

=— 8-47
27R [ |

(No caso de uma densidade constante, ela é a massa total M dividida pelo

comprimento total 27R ). Substituindo em [8-46] ficamos:
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M
I =27AR> =27r——R* = MR?
27R

A resposta é
I=MR’
Podemos, neste caso simples, usar um truque esperto.

Temos
1= Irzdm
Como 7= R = const., temos

1=R2jdm

Mas j dm é a soma, em toda extensio do corpo, de todos os elementos infinitesimais

de massa. Entao é a massa total M. Ficamos assim com:
I=RM
Exemplo 5

Achar o momento de inércia de um disco homogéneo em relagdio a um eixo

perpendicular ao seu plano e passando pelo préprio centro.
Solugio:

Trata-se agora de um corpo bidimensional.
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Fig. [8-25]

Entao o = d_m . Donde
dA

dm=cdA.

Temos que escrever o elemento da area 44. Vimos na Fig. [8-25] que

dA = dr ds,
onde
ds =rd@

Entio a integral [ = Irzdm fica

I= ”rZO' drrdf

I= ”r30'drd6?

R 2z
1= ajr3dr Id@
0 0

onde o = >
7R
4|R

1= le:l"_ ]27[
7R 40
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I=—>—2rx
TR~ 4
2
I MR
2
Exemplo 6

Calcular o momento de inércia de uma esfera macica de raio R e massa M com

relacao a um seu diametro (Ou seja um eixo de rotagao que passe pelo seu centro esfera
homogénea).

Solugio:

Fig. [8-26]

Lembremos que na sétima aula tinhamos mostrado geometricamente que o elemento

de volume em coordenadas esféricas é: dV = r’sen@dp dO dr . Na Fig. [8-26] recordamos

a construcdo geométrica do elemento de volume dv. Temos trés lados infinitesimais que
sao: dr, rd@ e rsen6 do . Entio:

dv =r’sen@dep dé dr [8-48]
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Tinhamos mostrado que o momento de inércia para um sistema de particulas era

definido por

1= mr’ [8-44]
passava a Ser

1= [ridm [8-49]

Lembremos que a variavel 7, que aparece em [8-44] e que depois se transforma na
variavel continuar rem [8-49] é “a distancia ao eixo de rotacao” (Recordar a deducio de [8-
44]). Ora, a variavel r de um sistema de coordenadas esféricas, nio ¢, no caso do calculo do
momento de inércia de uma esfera macica com relacio a um seu diametro, a mesma
variavel 7 das formulas [8-44] e [8-49], pois é a distancia a origem do sistema de
coordenadas. O r que comparece nas féormulas [8-44] e [8-49] ¢, no caso em que situamos a
esfera (Fig. [8-20]) a distancia ao eixo Z (Observar que colocamos a esfera com o centro
coincidindo com o centro do sistema de coordenadas, e estamos calculando o momento de

inércia da esfera quando ela gira em torno do eixo Z).

Fig. [8-27]

Desenhando um corte da esfera pelo plano YZ, obtemos o circulo da Fig. [8-27].
Nesta figura colocamos o 7, como a coordenada do sistema de coordenadas esféricas
(7,0, 9) e chamamos b a distincia do elemento de volume, ao eixo de rotacio Z. Entio,
para evitar confusdes entre a distancia ao eixo de rotagao e a variavel r do sistema de

coordenadas esféricas, convém escrever a férmula [8-49], para este nosso caso, como:
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1= [b*dm [8-50]

Em seguida, procedendo como nos demais exemplos:

dm
_ 9 m = pdV
p= gy = dm=pd

e entao,
I=[b*pdv

3IM
, €
47R*

Como a esfera é homogénea e ¢é constante, p = ou seja, P =

ﬂR3
3

lembrando o valor de dV', equagio [8-48], temos

3IM
1= b*r’sen6 do dé dr
47R’ I ¢

Resta agora escrever a variavel / em termos das variaveis do sistema de coordenadas
esféricas. Na Fig. [8-27] vemos que

b =rsenf [8-51]

Levando em conta este valor, a integral em [8-50] fica

M Irzsenzﬁ r’sen8 do do dr

B 47R*?
3M R V4 2z
1= ridr |sen’d do |d 8-52
- I I I ¢ [8-52]
1, 1, I3
Calculo de [,
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r
I, = ridr=— =—
J 5, S
Calculo de [,
I, = Isen39 do = Isen@ sen’0 do = I(l—cosze)fenﬁ do
0 0 0

Fazendo a seguinte mudanga de variavel

y =cos@
dy =—senf do

E lembrando que quando =0, y =1, e quando € =7, y =—1 ficamos:

-1

I, = ii.(l—yz)(- dy) = 1_[(yz —l)dy

I, = jyzdy—jdy
1 1

S
=Y -
[2_?1 _y|1
1 1
I =|————|-(-1-1
.~(-3-3)-C1-
12=_2+2:_2+6:i
3 3 3
4 2z
Entao 12—5613= Id(p:Zﬂ

Substituindo estes valores em [8-51], ficamos

3M R’ 4

= — =2
47R* 5 3
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Teorema dos eixos paralelos

O teorema dos eixos paralelos, relaciona o momento de inércia de um corpo que gira
em torno de um eixo que passa pelo seu centro de massa, com o momento de inércia do
mesmo corpo girando em torno de um eixo paralelo ao primeiro. Seja I, 0 momento de
inércia em relacdo a um eixo que passa pelo centro de massa de um corpo de massa M. Seja
I o momento de inércia em relagdo a um outro eixo paralelo ao primeiro e a uma certa

distancia 4 do mesmo. Pelo teorema dos eixos paralelos temos
I=1.,+Mhn [8-53]

Demonstracdo:

Ja mencionamos, quando introduzimos o conceito de ponto material, que podemos
analisar o movimento de um corpo, separando este movimento em um movimento de
translagao do corpo como um todo, através do movimento de translagao do seu centro de
massa, e outro movimento de rotacio (em torno de um eixo fixo).

Entdo a energia cinética do corpo serd a soma de sua energia cinética de translagao,
mais a energia cinética de rotagdo. Vamos discutir com mais vagar este resultado na 9* aula.
Podemos porém adiantar aqui, que se o centro de massa de um corpo tem um movimento
de transla¢do e a0 mesmo tempo o corpo tem um movimento de rotagdo em torno de um

eixo que passa pelo seu centro de massa, entdo:

1
K= EMng +K,, [8-54]

1
Onde EMVCM ¢ a energia cinética devido ao movimento do centro de massa (v, ¢ a

velocidade do CM) e K, ¢ a energia cinética de rota¢ao do corpo em torno de seu centro de

massa.
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Fig. [8-28]

Na Fig. [8-28] representamos um corpo girando com velocidade angular @ em torno
de um eixo, que esta a uma distancia / de outro eixo paralelo, mas passando pelo centro de
massa. Quando o corpo gira de um dngulo 460 em torno de seu eixo de rotacio, ele gira do
mesmo angulo 40, em torno de qualquer eixo paralelo. Portanto gira também do angulo
40 em torno de um eixo paralelo que passa pelo seu centro de massa. Este resultado estd
mostrado na Fig. [8-53], onde vemos que os dois 460 indicados sio iguais, pois se trata de
duas paralelas cortadas por uma transversal. O movimento de rotacio em torno do eixo
que passa pelo seu centro de massa tem a mesma velocidade angular, que o movimento de
rotag¢do em torno do eixo situado a uma distancia 4 do eixo que passa pelo centro de massa

(eixo N). A energia cinética do movimento de rotagao em torno do eixo que passa pelo

centro de massa, K, , é:

1
K., =§1CMa)2.

re

A velocidade do centro de massa em relacdo ao eixo N é v, = ho (como se pode

ver na Fig. [8-52] entdo a energia cinética do centro de massa ¢é

1 1
EMVEM = EMa)zhz s

e a equacao [8-54] fica

1 1
K = EMafh2 + 5ICMaf [8-55]

A expressio [8-54] ¢ a energia cinética do corpo em questao. Visto porém com relagao ao

eixo NN este mesmo movimento, ¢ um puro movimento de rotagao em torno do eixo NN.
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Entdo a energia cinética, quando calculada como um movimento de rota¢do em torno do

eixo N ¢ dada por:
1
K = Ela)z [8-56]

onde I ¢ o momento de inércia do corpo em relacio ao eixo IN. Mas a energia cinética de
um corpo ¢ a mesma independentemente da maneira como descrevemos o seu movimento,

portanto o K em [8-55] ¢ o mesmo K de [8-50], e podemos escrever:

%Ia)2 :%Ma)zh2 +—1,,0°
%Ia)z = GM}# +11CM](02
Donde

I=Mn*+1,,

que ¢ o teoremo dos eixos paralelos.
Algumas vezes ¢é possivel simplificar calculos do momento de inércia usando o

teorema dos eixos paralelos.

Exemplo 7.
Calcule o momento de inércia de uma vareta homogénea em relagdo ao eixo y’ que

passa pelo seu centro de massa.

Solugdo: Seja L o comprimento da vareta e M sua massa, ja vimos que 0 momento

2

de inércia com relagao 4 extremidade da vareta é [ = . A distancia entre a extremidade

e o centro de massa ¢ [./2 (vareta homogénea).

Entio, pelo teorema dos eixos paralelos
_ 2

I1=1.,,+Mh

Temos:

2
I, =1—- M0’ :1—M(§j
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I ZMI? = — ML
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CONCLUSAO

Um resultado conceitual importante desta aula ¢ aquele em que mostramos que um
deslocamento angular no espaco (uma rotacio 46), nao pode ser tratado como vetor. Isto
nos leva a consideracao de que, embora a matematica tenha sua inspirac¢ao e encontre sua
origem no mundo fisico, ela, na medida em que abstrai e idealiza elementos no mundo
fisico, na medida em que se constréi dentro de uma sistematica de axiomatizagiao, na
medida em que cria suas regras de inferéncia (a légica matematica), vai se construindo de
uma forma auténoma do mundo fisico. E claro que ela ¢ a linguagem da fisica, a qual é em
esséncia a possibilidade de descrever, e de estudar o mundo fisico com a matematica. Mas é
preciso examinar com cuidado, que parte da matematica podemos usar em uma teoria fisica
que descreve uma situagao ou aborde uma categoria de problemas. Vimos que foi possivel
descrever as variaveis cinematicas rotacionais, velocidade angular e aceleragao angular, por
meio de vetores, mas a0 mesmo tempo um deslocamento angular 46, nio pode ser
tratado como vetor. Ha portanto uma grandeza do mundo fisico, que ndo pode ser descrita
usando a aparelhagem do calculo vetorial.

E claro, e é isto que temos visto e enfatizado neste curso, que hi uma imediata
correspondéncia entre a mecanica e o calculo integral e diferencial. Mas neste caso isto era
de se esperar, pois, em boa parte, o desenvolvimento do célculo integral e diferencial que
Newton realizou, foi com o objetivo de formular sua teoria da mecanica e da gravitagao,
mas nem sempre isto é assim e o fisico as vezes tem que escolher areas da matematica, ja
previamente desenvolvidas, para usar em suas teorias.

Outro ponto de interesse desta aula, foi a possibilidade de conceituacio de grandezas
rotacionais, tanto cinematicas (velocidade e aceleragdo angulares) quanto dinamicas
(momento de inércia, e momento angular, torque) que nos permitiram o estabelecimento
de equagdes para descrever os movimentos rotacionais, analogos as equagoes da cinematica

e dinamica lineares.
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RESUMO

Vamos resumir as formulas desta aula em, uma tabela, que mostra a0 mesmo tempo a

analogia entre as formulas da cinematica e dinamica rotacional e as da cinematica e

dinamica linear.

Movimento de

Movimento linear

movimento com

aceleragao angular

0 =0 +w,t +%0¢t2

Equagoes de
movimento com

aceleracio constante

rotagao
Deslocamento
A6 Deslocamento Ax
angular
Velocidade do d
=— Velocidade y= il
angular dt dt
2 2
Aceleragao angular a= Ll = d 26 Aceleracio = dv = d f
dar  dt dar dt
Equacdes de w=0,+a v=v,+at

1L o
X =X,+v,f +—at
2

v = v +2aAx

A-Questionario

constante o’ = a)02 +2aAb
Torque T Forga F
Momento de inércia I Massa M
1
Energia cinética K==1Iw* Energia cinética K = EMV2
Segunda lei de dl Segunda lei de d
# 2-res:IC(:_ & Fres—ma:—p
Newton dt Newton dt
ATIVIDADE

1)  Compare as dimensoes das varidveis cinematicas rotacionais €, @ e a, com as

correspondentes lineares x; v ¢ a.
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2)  Deduza, por integraciao, a equacao da velocidade angular @ = w(t) e do
deslocamento angular @ =6(f) para o caso do movimento com aceleracio angular

constante « , e condi¢des iniciais 8(f =0) =6, ¢ o(t =0) = o,

3)  Em que condi¢io podemos tratar as grandezas cinematicas rotacionais @ e «

como escalares? Faga a analogia com as grandezas cinematicas lineares.

4)  Explique porque o deslocamento angular € nao pode ser tratado como vetor
(Apenas diga suas conclusoes, nao precisa fazer nenhum desenho das rotagdes no espago
tridimensional; mas verifique por vocé mesmo, com a ajuda de um objeto, por exemplo,

um livro, o que esta desenhado no texto).

5)  Explique como, apesar do problema levantado na quarta questio, é possivel

definir @ e @ (vetores) .

6)  Defina torque. (mostrando em um desenho o vetor resultante).

7)  Defina momento angular. (também desenhando os elementos de sua defini¢ao).

8)  Deduza, a partir da 2* lei de Newton, a 2* lei de Newton rotacional, qual seja

9)  Deduza novamente a 2* lei de Newton na forma rotacional, considerando um

sistema de particulas (ou um corpo rigido).

10)  Defina momento de inércia e energia cinética de rotagao.

11)  Defina momento de inércia de corpos continuos e explique como se da a
passagem da defini¢ao do momento de inércia de um sistema de particulas, para a defini¢do

do momento de inércia no caso de um corpo continuo.

12)  Enuncie e demonstre o teorema dos eixos paralelos.
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13)  Calcule o momento de inércia de um cilindro maci¢o homogéneo de massa M,
raio R e comprimento I, com relagio 4 um eixo perpendicular ao eixo do cilindro

passando pelo ponto de centro de massa.

Fig. [8-29]

Sugestio: calcule inicialmente em relagdo a um eixo passando pelo diametro de uma
das bordas circulares do cilindro. (ver Fig. [8-29]) calcule o momento de inércia com
relacio ao eixo y, em termos das coordenadas cilindricas 7, 6 e g (verificar que o
elemento de volume em coordenadas cilindricas é rdrdgdz). Em seguida usar o teorema

dos eixos paralelos para resolver o problema pedido.

X

1 1
Resposta: [ = — MR?* + — MI?
4 12

14)  Achar o momento de inércia de um cilindro oco com relagio a seu eixo. (raio

externo R,, raio interno R,) dada ainda a massa M do cilindrio.
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Fig. [8-30]

1
Resposta: [ = EM(RI2 + R;)

B-Problemas

1-  Uma roda parte do repouso com a aceleragio angular constante de 2,6 rad/s” e
rola durante 6 s. No final deste intervalo de tempo, (2) qual a velocidade angular? () Qual o
angulo varrido na rotagdo da roda? (c) Quantas voltas fez a roda? (4) Qual a velocidade e

qual a aceleragdo de um ponto a 0,3 m de distancia do eixo da roda?

2- Uma roda gigante, com 12 m de raio, di uma volta em 27 s. (z) Qual a
velocidade angular em radianos por segundo? (5) Qual a velocidade linear de um passageiro

da roda? (c) Qual a aceleragao centripeta do passageiro?

3- O comprimento de uma fita de video VHS ¢é L = 246 m ¢ a fita toca durante t=
2,0 h (Fig. [8-31]). Na partida, o raio externo do rolo de fita é cerca de R = 45 mm ¢ o
interno de » = 12 mm. Num certo instante, os dois discos tém a mesma velocidade angular.

Calcular esta velocidade angular em rad/s e em rev/ min.
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L
e

45 mm >’
12 m

Fig. [8-31]

4 - Um cilindro de 2,5 kg e raio de 11 cm esta inicialmente em repouso. Uma corda
de massa desprezivel esta enrolada no cilindro e é puxada com a for¢a constante de 17 N.

Calcular (@) o torque exercido pela corda, () a aceleracio angular do cilindro e (c) a

velocidade angular do cilindro em 7= 5s.

5-  Uma barra homogénea, de massa M e comprimento L, pode girar, sem atrito,
em torno de um eixo que passa por uma das suas extremidades e estd na vertical, como na
Fig. [8-32]. A barra ¢ atingida por uma forga I, durante pequeno intervalo de tempo Af,
num ponto a distancia x do eixo. () Mostrar que a velocidade do centro de massa da barra,
imediatamente depois do golpe, é dada por », = 3F,x At /2ML. (b) Calcular a forca
exercida pelo eixo sobre a batra e mostrar que esta for¢a é nula quando x = 2L/3.

{Observagao: O ponto x = 21./3 é o centro de percussio da barra.)

s _ﬁ;}
4 e ¥

e s

X
FU ‘%
Fig. [8-32]
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6 - Quatro corpos estao localizados nos vértices de um quadrado com lado L. = 2
m e ligados por hastes de massa desprezivel (Fig. [8- 33]). As massas dos corpos siao 7, =
m; = 3 kgem, = m, =4 kg Calcular o momento de inércia do sistema em torno do eixo dos

Z.

7 - Com o teorema dos eixos paralelos e com a resposta do Problema 6, calcular o
momento de inércia do sistema esquematizado na Fig. [8- 33]. em torno de um eixo
perpendicular ao plano do quadrado e que passa pelo centro de massa do sistema.

Verifique o resultado obtido por um célculo direto.

Fig. [8-33]

8-  As particulas esquematizadas na Fig. [8-34] estdo ligadas por hastes muito leves
que tém momentos de inércia despreziveis. As particulas giram com a velocidade angular

@ = 2 rad/s em torno do eixo dos . (@) Calcular a velocidade de cada particula e depois a

2
L . . myv; L
energia cinética do sistema pelo somatorio ZT (b) Calcular o momento de inércia em

Iw?

relagio ao eixo dos y e a energia cinética pela férmula K =
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9-  Um corpo de 4 kg estd sobre uma superficie horizontal sem atrito, preso a um
cordel que passa por uma polia e no qual se pendura um outro corpo de 2 kg (Fig. [8-35]).
A polia é um disco homogéneo, com raio de 8 cm e massa de 0,6 kg. (2) Calcular a
velocidade do corpo de 2 kg ao cair 2,5 m a partir do repouso, (4) Qual a velocidade

angular da polia no instante correspondente a queda de 2,5 m?

Fig. [8-35]

10 - No sistema esquematizado na Fig. [8-36], os dois corpos estdo inicialmente em
repouso. O corpo de 30 kg esta 2 m acima da superficie do suporte horizontal. A polia é
um disco homogéneo, com raio de 10 cm e massa de 5 kg. Calcular (i?) a velocidade do
corpo de 30 kg ao colidir com o suporte horizontal, () a velocidade da polia no instante
desta colisdo, (c) as tensoes nos dois ramos do cabo e (d) o tempo de queda do bloco de 30

kg até o suporte. Admitir que nao haja escorregamento do cabo na polia.
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P i
Fig. [8-36]

11 - Os dois corpos de uma maquina de Atwood tém as massas 7, = 500 g e m, =
510 g, respectivamente, e estao ligados por um fio de massa desprezivel que passa por uma
roldana sem atrito (Fig. [8- 37]). A roldana é um disco homogéneo de 50 g de massa ¢ 4 cm
de raio. Nao ha escorregamento do fio sobre a roldana. (a) Calcular a aceleragio dos dois
corpos, (b)) Qual a tensao no ramo do fio que suporta a massa 7,? E no ramo que suporta
m,¢ Qual a diferenga entre as duas? (c) Quais seriam as respostas anteriores se fosse

desprezada a massa da polia?

Fig. [8-37]

12- Um cilindro homogéneo de massa m, e raio R estd montado num eixo
horizontal com rolamentos sem atrito. Um cordel de massa desprezivel, enrolado na

superficie do cilindro, prende um corpo de massa m, que esta sobre um plano inclinado de
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@, como mostra a Fig. [8-38].0 sistema principia a se mover quando a massa 7, em
repouso, esta a altura /» acima do pé do plano inclinado, (2) Que aceleracio tem m,? (b)
Qual a tensao no cordel? (c) Qual a energia do sistema quando 7, esta a altura /? (d) Qual a
energia do sistema quando 7, chega ao pé do plano e tem a velocidade »? (c) Que valor tem

v? (]) Estimar as respostas obtidas nos casos extremos € == 0°, @ =90° e »,= 0.

Fig. [8-38]
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