Aula 9

CONSERVACAO DO  MOMENTO
ANGULAR

META

Introduzir a terceira grande lei de conservagao da mecanica, que € a lei
de Conservagao do Momento Angular. Mostrar como resolver os problemas de

cinematica e dinamica envolvendo movimento de rotagao.
OBJETIVOS

Que os alunos tenham clareza da importancia e do papel da Lei de
Conservagao do Momento Angular. Que os alunos possam, através dos
exemplos e das atividades desta aula, adquirir a mesma proficiéncia na solu¢ao
dos problemas envolvendo rotacdo, que devem ter adquirido nos problemas de

cinematica e dindmica das aulas anteriores.

PRE-REQUISITOS

O dominio da dinAmica e cinematica rotacional vista na aula 8.
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INTRODUCAO

A Lei de Conservagio do Momento Angular pode ser entendida a partir da
aplicacao da Segunda Lei de Newton na sua forma rotacional, da mesma maneira que a Lei

de Conservacio do Momento Linear é uma consequéncia da Segunda Lei de Newton.

. = dp . - dp =
Neste Gltimo caso tinhamos F = 2 (se tivermos um corpo rigido F,, = —p, onde F,, ¢
dt dt :

a somatoria das forgas externas exercidas sobre o corpo). Se F,

ext

26 entao —p=6 e
dt

como consequéncia p = constante. Esta Gltima igualdade é a expressio matematica de Lei de

Conservacao do Momento Linear — “e se a soma das forcas externas sobre um corpo for nula, seu

momento linear se conserva’. Da mesma maneira, partindo da Segunda Lei de Newton na sua

. .- dL R . dL -
forma rotacional, que ¢, 7,, =—, vemos que se¢ 7,, =0, entio —=0 e

ext > d t

-

consequentemente L = constante. Esta tltima igualdade exprime a Lei de Conservac¢ao do

Momento Angular, que é:

“Se a resultante dos torques das forcas externas que atuam sobre um corpo for nula, sen momento

angnlar é conservado” .

Quando na 8° aula, mostramos a Segunda Lei de Newton na sua forma rotacional,
observamos que ela era uma mera consequéncia da Segunda Lei de Newton na forma
linear, e nao uma nova lei fundamental da Fisica. Entretanto a Lei de Conservacio do
Momento Angular é uma lei fundamental da Fisica, em pé de igualdade de estado com as
demais leis de conservacao da Mecanica — a conservagdao da energia, e a conservacao do
momento linear. E ¢ uma lei que tem validade, tanto quanto as demais leis de conservagao
que acabamos de mencionar, em dominios em que a propria mecanica newtoniana nao é
mais valida, como na escala microscopica da fisica atomica e da fisica nuclear. Vamos tentar
desfazer esta aparente contradi¢ao.

A grande obra de Newton: “Principios Matematicos da Filosofia Natural”, foi
escrito no final do século XVII. No século XVIII ela sofre uma enorme transformacao na
sua formulagao matematica, pelos grandes matematicos franceses, entre os quais Lagrange,

Laplace, D’Alembert. Estes foram homens do iluminismo.
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Iluminismo: movimento cultural (politico e filosofico) do século XVIII na

Franga. Este movimento foi o substrato teérico da Revolugao Francesa.

Tratou-se de uma modificagdo do ferramental matematico da teoria, que nao
alterou o conteudo fisico da mecanica newtoniana. Vocés da Universidade Aberta, vio
estudar esta nova formulagdio em uma disciplina do curso de Fisica chamada, Mecanica
Classica. Nesta reformulacio, as equagSes de movimento nao decorrem da Segunda Lei de
Newton, mas de um principio mais geral, chamado “Principio de Minima A¢do”. Mostra-
se, no ambito desta reformulagao, que as trés grandes leis de conservacio da Mecanica, a
saber, a “Conservagao do Momento Linear” e a “Conserva¢ao do Momento Angular”; sao
conseqiéncias de propriedades do espago e do tempo da mecanica newtoniana. Assim, a
Conservacao da Energia Mecanica é consequiéncia da uniformidade do tempo. A
conservagao do Momento Linear é conseqiiéncia da homogeneidade do espago e a
Conservagao do Momento Angular é conseqiiéncia da isotropia do espago. (Ver referéncia

3° desta aula).

Isotropia do espago: significa que todas as diregdes tém a mesma

importincia. N3o ha uma diregdo privilegiada no espago.

Desta maneira, na reformulagdo matematica da mecanica newtoniana, a qual
estamos nos referindo, as trés grandes leis de conservagdo, surgem de trés propriedades
fundamentais do tempo e do espago. Fica assim claro, porque sao trés leis fundamentais da
mecanica, nao sendo nenhuma uma mera reformulacao de qualquer outra, da mesma forma
que as trés propriedades do espago e do tempo que lhes deram origem, sio também
propriedades fundamentais e independentes.

Grande parte deste capitulo serd dedicada a exemplos de solu¢des de problemas
envolvendo rotagao. Vamos tentar sistematizar estas solu¢oes em um conjunto de
procedimentos, como fizemos nas aulas sobre cinematica e dinamica lineares. Mas
alertamos mais uma vez os alunos do ensino a distancia, que mesmo seguindo uma forma,
até certo ponto padronizada, de abordagem dos problemas, mesmo contando com um

bom numero de exemplos de problemas fundamentais, mesmo dominando e se lembrando
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de todas as férmulas, o real dominio e seguran¢a na solu¢ao dos problemas de qualquer
area da Fisica, s6 se obtém tentando resolver, por si mesmo, um bom numero de
problemas que estao relacionados nas atividades, mostrando suas solu¢bes aos tutores,

discutindo com eles, ou com o professor coordenador, suas duvidas, errando, e

aprendendo com os erros cometidos.

9-1 Problemas envolvendo a aplicagao da Segunda Lei de Newton a rotagdo

Energia Cinética de Rotagio

Inicialmente recordaremos o conceito de energia cinética de rotagdo. A energia

cinética de um corpo que gira é a soma das energias cinéticas de suas particulas. A energia

cinética de um elemento de massa m; é:

Usando a relagdo v, = r,m,, podemos escrever a energia cinética de rotagao de todo

O COrpo como:

Kmt = z%mlvlz = Z%mz (ria)i)z

1
Krot = E(Zmirz‘z)wz

. 2, s s ~
Como vimos na 8° Aula, Zmiri ¢ o momento de inércia, I do corpo. Entao a

1

energia cinética de rotagio ¢é:

K, =—Io [9-2]

rot

I, . .
Que ¢ o analogo de Emv do movimento linear.
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Exemplo 9-1

“Um volante, que ¢ um dispositivo usado para armazenar energia, ¢ um disco
A 5 . . N . ~
homogéneo de (1,5x10°)kg e raio 2,2, que gira a 3.000 rev/ min em relacdo ao seu centro

de massa. Calcular a energia cinética deste volante.”
Solugio:

A energia cinética é:

Lembrando que o momento de inércia de um disco com relagio a um eixo que
passa em seu centro ¢é:

i :%mRz =%(1,5><105kg)(2,2m)2 =3,63x10" kg.m’

Escrevendo a velocidade angular @ em rad/s, temos:

3000 rev _2x3.000

60 = 60

Colocando estes valores na expressao da energia cinética:

X :%10,2 :%(3,63xlOSkg.mz)(3l4md/s)2 ~1,79%10°

rot

Movimento combinado de translagao e rotagdo de um corpo rigido

Um corpo que rola em uma superficie, estd em rotagdio em torno de um eixo
passando por seu CM e tem a0 mesmo tempo um movimento de transla¢ao, que pode ser

dado pelo movimento de seu centro de massa. Vamos mostrar que podemos escrever a
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energia cinética deste corpo seja tratando o movimento como uma rotagao pura, seja como
uma combinacdo de movimento de transla¢do e de rotacio.
Consideremos um cilindro que rola ao longo de uma superficie horizontal. (Ver

Fig. [9-1]).

Fig. [9-1]

Se a rotagdo se da sem escorregamento, em qualquer instante o ponto de contato
do cilindro com a superficie esta em repouso. O eixo perpendicular a Fig. [9-1], e, portanto
a nossa pagina, e que passa pelo ponto P é chamado eixo instantaneo de rotagdao. Neste
instante a velocidade linear de qualquer particula do cilindro é perpendicular a linha que
une a particula ao ponto P, e seu valor é proporcional a distancia deste segmento (v = @r).
Isto é o mesmo que dizer que nesse instante o cilindro esta girando em torno de um eixo
que passa por P, com uma velocidade angular @ . Portanto nesse instante o movimento do
corpo ¢é equivalente 2 uma rotagao pura, € por isto a energia cinética total do corpo pode

Ser exXpressa como:

Onde 7, é o momento de inércia do corpo em relagio ao eixo que passa por P.

Pelo Teorema dos Eixos Paralelos temos:

I, =1, +MR’ [9-4]
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Onde [, ¢ o momento de inércia em relacio ao centro de massa (CM) do cilindro

de massa M e raio R, ou seja, ¢ o momento de inércia com relagdo a um eixo paralelo
aquele que passa por P, e que passa pelo CM. Substituindo este valor (eq. [9-4]) ver

equagao [9-3], obtemos:
1 2) 2
K =§(ICM + MR o

1 1
K= E]CMCOZ + EMRZa)z [9-5]

A quantidade Rw ¢ a velocidade do CM, quando consideramos o cilindro em

rotagdo em torno do eixo de rotac¢do instantaneo que passa por P, entdo:
Ve, = Ro [9-6]
E a expressao [14-3] pode ser escrita como:

1 1
K= ZICMa)Z + EMvéM [9-7]

Partimos entdo de [9-3] que ¢é a expressao da energia cinética do cilindro rolando,
tratado como uma rotagao pura em torno do eixo instantaneo de rotagao, e chegamos a [9-
7] que tem uma interpretagao clara: ¢ a energia cinética de rotagao do cilindro em torno de
um eixo que passa por seu centro de massa e ¢ paralelo ao eixo de rotacdo instantaneo do
cilindro, mais a energia cinética de translaggo do CM. O eixo que passa pelo CM ¢
simplesmente o eixo do cilindro que é obviamente paralelo a qualquer eixo de rotagdo
instantaneo. Observe-se que na equagao [9-7] ndo hd nenhuma referéncia ao eixo de
rotagdo instantaneo. Na verdade a equacdo [9-7] aplica-se a qualquer movimento
combinado de translagdo e rotagdo, que se dé em um plano, ou seja, o movimento de
translagdo seja um movimento plano, e o eixo de rotagdo seja perpendicular ao plano do
movimento.

Voltando ao caso de um corpo que rola sobre uma superficie, podemos sintetizar

nossa conclusio dizendo que:
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“Os efeitos combinados de translacio do centro de massa e de rotagio em torno
do centro de massa, sio equivalentes a uma rota¢ao pura, com a mesma velocidade angular,

em torno de um eixo que passe pelo ponto de contato de um corpo que rola.”

Podemos compreender melhor esta questio de um corpo que rola, considerando as

velocidades de diferentes pontos de vistas de diferentes referenciais. Se a velocidade do CM
(medida por uma observador fixo a superficie em que o corpo esta rolando) é v, , a

velocidade angular instantanea do CM em torno de um eixo que passa por P(o ponto de
", . o , vCM ,
contato com a superficie) ¢ tirada de v, = R®w , e portanto é @ = R Ja um ponto Q

na parte superior do cilindro, terd, com relagdo a superficie, a velocidade v=2Rw,
portanto v = 2v_,,. Como o ponto P estd em repouso com relagdo ao solo, as velocidades

instantaneas de P, do CM (ponto C) e do ponto Q, sao as mostradas na Fig. [9-2], que é um
corte transversal no cilindro por um plano passando pelo seu centro de massa, e

perpendicular ao eixo do cilindro.

Consideremos agora o rolamento com uma combinacio da translagao do centro de

massa e da rotacao do eixo do cilindro que passa por C. Considerando-se apenas a
translagdo, todos os pontos do cilindro tém a mesma velocidade v, , que ¢é a velocidade

do centro de massa. (Ver Fig. [9-3] (a)).
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Considerando-se apenas a rotagao, o centro de massa esta em repouso, o ponto QQ

tem velocidade + @r e o ponto P tem velocidade -@r (Fig. [9-3] (b)). Na Fig. [9-3] (c),

temos a soma destes resultados para cada ponto.

o o @k = v (] 2r
C———F . — B E—
-7 - - - P o
. n\ Jr/ ., - .,
/ o , / b,
f i :,r | { v, |
| Co—} ] : C' I | C'—:"?
3 v ! h !
b ,IIII \\ d E 4
i N s R #
e i - - . -
- =" . — ey - G
P v -aR=-r F
(a) (b} {c)
Fig. [9-2]

A soma dos resultados de (a) e (b) para cada ponto é:

v
Para o ponto Q: v=v,, + @R =v,, +—LR =2v,,

Para o ponto C: v=v, +0=v,

v
Para o ponto P: v=v,, —@R =v., ——LR=0

A soma dos resultados é a velocidade instantanea de cada um destes trés pontos
considerados do cilindro com relagiao ao solo. Este resultado coincide com o mostrado na
Fig. [9-2], quando analisamos o movimento como uma rotagao passando por P que esta
instantaneamente em repouso com relagiao ao solo.

Da Fig. [9-3], partes (b) e (c), vemos que as velocidades tangenciais de qualquer

ponto da borda do cilindro tém moédulo @R =v,,,, quando medidas no referencial do
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centro de massa, onde v, é a velocidade de translacido do centro de massa com relagdo ao

solo. Nos problemas faremos uso deste resultado.
Exemplo 9-2

“Seja um cilindro macico homogéneo de massa M e raio K, rolando sem deslizar,
por um plano inclinado. Determinar a velocidade do seu centro de massa, quando o

cilindro chegar a base do plano”. (O plano tem altura h).
Solugio:

Resolveremos inicialmente por conservagio de energia. Observemos entdo que os
problemas de dinamica envolvendo rotacio podem como os problemas envolvendo apenas
translacdo, que estudamos na 5° e 6° aulas, serem resolvidos, tanto pelas equagdes de
movimento decorrentes da aplicacio da 2° Lei de Newton quanto usando a lei de
conservagao de energia.

A energia cinética adquirida pelo cilindro é:
1 2 1 2
E :E[CMCO +§MVCM [9—8]

Onde v, ¢ a velocidade linear do centro de massa, e @ ¢é a velocidade angular em

torno do centro de massa, ambas quando o cilindro chega a base do plano. No inicio a

cilindro esta no alto do plano e sua velocidade ¢é zero. (Ver Fig. [9-4]).

Fig. [9-4]
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Igualando a energia inicial, inteiramente potencial, com a energia final,
inteiramente cinética, pois escolhemos a base do plano como nivel zero de energia

potencial, temos:
1 2 1 2
Mgh:EICMa) +5MVCM

Como o momento de inércia de um cilindro homogéneo macigo é:

1

I =—MR?
CcM 2
c
Veu
= 9-9
R [9-9]

Onde escrevemos [9-9] por causa do resultado anterior, e que o leitor deve neste

momento recordar. Entao:

2
Mah = %(l MR? j(chMj + %MVCMZ

Veu = (fghj [9-10]
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Se o cilindro deslizasse pelo plano inclinado sem atrito, o equilibrio energético

levaria como ja vimos a equagao:

1
Mgh = EMVCMZ ,

Donde resultaria:

Ve =~/28L [9-11]

Comparando [9-11] com [9-10], vemos que na presenga do atrito estatico, a energia
cinética total do cilindro ao atingir a base do plano, tem além do termo da energia cinética
de translacdo, um termo que representa a energia cinética de rotagao. Mas como a energia
cinética total do cilindro é a mesma, pois ¢ igual a energia potencial inicial, concluimos que
a velocidade final do centro de massa é menor quando existe a forca de atrito. Notemos,
porém que esta for¢a de atrito ¢ uma forca de atrito estatico, que nao ¢ dissipativa, tanto
que usamos a lei de conservagao de energia. O que a forga de atrito faz é tdo somente,
obrigando o cilindro a rodar, pois exerce um torque com relagao ao eixo do cilindro, dividir
a energia cinética em uma parte devida a translacio e uma parte devida a rotagao.

Vamos agora resolver o mesmo problema usando a 2° Lei de Newton tanto na sua

forma linear quanto rotacional.

Fig. [9-5]
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Na Fig. [9-5] vemos o esquema de forcas. A forca peso do cilindro é Mg . Temos a

forca de atrito f que atua ao longo do plano inclinado do cilindro e a forca N que o
plano exerce sobre o cilindro. Escolhemos o eixo X ao longo do plano inclinado (que ¢é a
direcdo da aceleracgao linear), e o Y perpendicular a X.

Partindo da equacao:
> F=Ma [9-12]

Vamos decompor esta equagdo segundo o eixo Y e segundo X, obtendo as

equagdes escalares respectivas, a saber:

N —Mgcosfd =0 (segundo Y) (a)
[9-13]

€

Mgsen6 — f = Ma (segundo X) (b)
O movimento de rotagao ¢ descrito pela equagao:
=10

Observemos que N e Mg tem torque nulo porque sao dirigidos segundo dire¢oes

que passam pelo centro de massa. Temos:
7,=Rxf
T, =R fsen90°=R f

Mas:

JR=1ya
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1
Iy = EMRz (momento de inércia do cilindro) [9-14]

Observemos agora que sendo v = Rw, e como mostramos que a velocidade » de

um ponto da borda do cilindro em relagio ao centro de massa ¢ um modulo igual a

velocidade do centro de massa em relagdo ao plano inclinado, ou seja, v="v,,,, como

dv v dv
— =g, e a, = Ra, entio também — = Ry . Mas —*- =qa,,, = Ra.
dt

dt dt
Concluimos que a aceleragao do centro de massa com relagao ao plano inclinado,
que em [9-14] (b) chamamos a é:
a=Ra [9-16]

De [9-14] tiramos:

v
f_ R 5

1
Elevando em conta o valorde ({ = EMRZ ; eq. [9-15]):

CM_ R

Substituindo este resultado em [9-13] (b), temos:
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1
Mgsen@—EMa = Ma

3
senfd =—a
& 2

a zggsenﬁ [9-17]

Observemos que temos também para aceleragdo, um resultado analogo ao que

2
obtivemos para a velocidade. A aceleragdo do cilindro que rola (g gsen 9) ¢ menor que a

do cilindro que desliza sem atrito (gsen@).

Como o cilindro parte do repouso a equacao de Torricelli fornece:
v? =2as

onde s é o comprimento do plano inclinado. (Ver Fig. [9-9]).

Entao:
v = 2(£g sen Hjs
3
Mas,

seng =" (Ver Fig. [9-9])
S

Entao:

Donde concluimos o mesmo resultado que tinhamos obtido por conservacao de

energia, qual seja:
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Sistematica para solugao dos problemas

Nos exemplos que se seguem, vamos usar a sistematica de solu¢dao de problemas,
com a aplicacdo da segunda Lei de Newton, que mostramos na quinta aula, e que agora

recapitularemos:

1. Desenhar o problema. Entender corretamente seu enunciado, qual a
situagao fisica em questdo e quais os resultados tedricos possiveis de serem utilizados;

2. Fazer um diagrama do problema, isolando os diferentes corpos e
desenhando as for¢as que atuam em cada corpo;

3. Escolher os sistemas de eixos cartesianos, colocando, no caso do
movimento linear, um eixo na dire¢ao da aceleragao do corpo;

4. Efetuar a resultante das forcas em cada corpo, trabalhando com as

componentes em cada eixo;

5. Escrever a 2° Lei de Newton, decompondo-a em cada eixo.
0. Resolver as questdes obtidas.
Exemplo 9-3

“Uma bicicleta tem uma corrente que aplica um torque em sua roda traseira, através
de uma corrente dentada que movimenta um cilindro de 7o de raio. Admitimos que a roda
seja um aro de 35¢em de raio e com uma massa de 2,44g . Supondo que a for¢a exercida pela
correia dentada seja constante e igual a 78I\, qual a velocidade angular da roda depois de 5

? (A roda gira livremente, ou seja, nao esta apoiada no chao).”
Solugio:
1. Sio dadas: a forca F =18N, o raio do cilindro Y. =7cm; o raio da roda

R =35cm; a massa da roda M =2,4kg. Pela 2° Lei de Newton (na forma rotacional)
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calculamos a aceleragdo angular, que é constante, pois o torque é constante, e entio a

velocidade angular a partir da aceleragio.

Fig. [9-6]

2. O diagrama esta na Fig. [9-0]. Se a roda ¢ livre para se mover ela esta sustentada
no ar. Existe entdo uma forga peso, cuja resultante (de todos os elementos de massa da
roda e do eixo) tem dire¢do que passa pelo eixo e, portanto nao exerce torque sobre a roda,
e uma forga igual e contraria, também passando pelo centro de massa e que também nao
exerce torque (tem dire¢do apontada para o eixo). Nao colocamos estas duas for¢as que se
anulam e nao exercem torque, no nosso diagrama da fig. [9-6];

3. A roda da bicicleta nao se movimenta, alem da rotacdo. Seu centro de massa ¢é

imovel. N4o usamos neste caso um sistema de eixos cartesianos;

4. Hauma unica forca F';

T
5. A segunda lei de Newton ¢é Zrm =Ja . Donde a = % O tnico torque

s . 2 : ~
vale 7,, =Fr,. O momento de inércia da roda é [ = MR", assim a aceleracio fica:

F

r

o= -
MR*?

6. Lembrando que w=w,+atf (movimento de rotacio uniformemente

acelerado) e sendo @, =0 (a roda parte do repouso), ficamos com:
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a= (18N)(0,07m) =429rad /s*;
(2,4kg)(0,35m* )

w=2= (4,29md/s2)53 =2L4rad/s .

Resposta: @ =21,4rad /s

Exemplo 9-4
“Um corpo de massa esta pendurado em um cordel que passa por uma placa cujo
momento de inércia em relagdo ao préprio eixo é I e o raio é K. A polia roda sem atrito e o

cordel ndo escorrega pela sua borda. Calcular a tensao no cordel e a aceleragao do corpo.”

Solugio:

S
Fal
b8

Fig. [9-7]

1. O problema esta desenhado na fig. [9-7]. O corpo desce com aceleracao
constante @ e a polia gira com aceleracio constante @ . Como o cordel se desentrola sem

escorregar a aceleragao tangencial de qualquer ponto da corda da polia a;, ¢ a aceleracdo a

do cordel. Entao como a, = Ra , temos:
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L " mg

Fig. [9-8]

Na fig. [9-8] estd feita o diagrama de forcas da massa 7

3. Escolhemos o eixo Y na direcio da aceleragio a. Ao mesmo tempo

estabelecemos como sentido positivo de rotagdao o sentido horario;

4. A resultante das forcas aplicadas sobre a massa 7, ¢ quando projetada no eixo

R=mg-T [9-18]
5. Escrevemos entdo a 2° Lei de Newton, para o movimento linear da massa 7, ja

projetada no eixo Y:

mg —T =ma [9-19]

Ao mesmo tempo escrevemos a 2° Lei de Newton, para o movimento

rotacional da polia:

r. =la [9-20]

ext

Temos ainda:

al
Il

TR [9-21]

ext

0. Resolvendo as equagdes, exprimimos @ em funcao de i.
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TR =1a = a=7;—R

Como a = Ra , entio:

TR*

a= [9-22]

Substituindo este resultado na 2° lei de Newton (equagao [9-22]), temos:

2

mg—T=m , € entao:
7="6 _ ! m [9-23] Resposta (a)
mR® I+mR®© P '
1+T

Substituindo este valor de t (equagao [9-23]) em [9-22]) chegamos finalmente a:

2
a= %g Resposta (b).

Observagio:

) Notemos que aqui, como no exemplo 2, a forga de atrito, sendo o atrito

estatico, nao é uma forga dissipativa. Naquele exemplo (exemplo 2) ela fazia rodar o

cilindro, aqui ela faz rodar a polia.

(i) Se a corda simplesmente deslizasse sobre a polia, sem atrito, a

aceleracdao da massa  seria maior, pois seria simplesmente g (queda livre).

Exemplo 9-5

“Dois corpos estao presos a um cordel que passa por uma polia de raio R, e
24

momento de inércia I. O corpo de massa m, desliza sobre uma superficie horizontal sem
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atrito. O corpo de massa m, esta pendurado no cordel. Calcular a aceleracao « dos dois

corpos e as tensdes 7, e T, admitindo que nao haja escorregamento do cordel na polia.”

Solugio:

Fig. [9-8]

1. Na Fig. [9-8], temos o desenho do problema. As tensées 7, e T, nio sdo iguais,

pois a polia ¢ rodada. Os torques de 7} e 7, tém direcOes opostas.
2. Na Fig. [9-9]. Temos o diagrama de for¢as que atuam em cada um dos corpos

do problema 9as massas m, e m,, ¢ a polia). Notemos que o eixo da polia sendo fixo, deve

haver uma forga ]*:s que equilibre as forgas fl eT. 5

AY HE
| 1
. ! .
Fom M= . //F
0
——
j N
SR I L
v omg ¥ my g =
I I h
| 1
Fig. [9-9]
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3. Colocamos o sistema de eixos XY para a descricio do movimento de m,. Os
eixos sdo tais que a superficie sobre a qual se desloca a massa m,, esta em repouso neste
referencial (dos eixos X e Y) e a direcdao de X ¢ a diregao da aceleragao da massa m,. Em

m, temos o mesmo eixo y ja descrito e, portanto neste caso a aceleragdo de m, tem

dire¢do oposta a do eixo.

4. A resultante das forcas em m, ¢ f’l , pois m,g é contrabalancada pela normal
ﬁn. A projecao (escalar) de 7:1 no eixo X é 7;. (Em Y ¢ 0). A resultante dos torques na
polia é (T, —T,)R. Onde adotamos o sentido horirio de rotagdo como positivo. A
resultante das forgas T , € m,g sobre a massa m, é um vetor apontando para baixo. Entio

sua projecao escalar sobreoeixo Y ¢ T, —m, g .

5. A segunda lei de Newton aplicada as massas m, e¢ m,, ¢ a segunda lei de

Newton para o movimento rotacional, que sao:

Fornecem quando projetadas sobre os eixos indicados e com sinal escolhido para o

sentido de rotacgao:

I,=ma
T, —m,g =—-m,a [9-25]
(T, ~T)R =Ia

6. De posse das equagdes [9-25], tiramos todas as incognitas pedidas. Temos:

(T, -T)R =m,g —(m, + m,)a [9-26]
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De (T, —=T))R = I, tirtamos:
1
(I -T)=7a;

Mas, como a = Ra . Ficamos com:

Entao:

Substituindo em [9-27] o valor de 7, —T; tirado de [9-26], ficamos:

a= ng - (n/; + m2 )al [9_28]

R

Podemos escrever [9-28] na forma:

(m, +m,)a _még
1 I’
R R

a—+

RZ

1
O que é o mesmo que: multiplicando por (—j

I
FcHr(m1 +m,)a=m,g

381



1
G[F‘i‘ml +m2J =m,g

Donde finalmente a primeira resposta:

Resposta 1:

Por substitui¢ao de @ nas equagoes de 7; e T,, obtemos:

Resposta 2:

Observacgao:

Se I =0, teremos T, =7, e a aceleragio é:

my +m2
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Poténcia

A Segunda Lei de Newton na forma rotacional 7 = /@ mostra que havendo torque
sobre um corpo em rota¢ao, vai haver também uma aceleragao angular. Com isto ha uma
variagdo da energia cinética. A taxa temporal desta variacio ¢é a poténcia do torque.

Passemos a sua deducio matematica.

- ésima

Seja a forca F, que atua sobre a i particula de um corpo girante. Quando o

corpo vatre um angulo d@ a particula cobre uma distancia ds;, =r,d@ e o trabalho da

forca é:

dw, = F,ds, = F,;r,d0

Lembrando que 7, = Fj,r;, podemos escrever a relagdo entre trabalho e torque de

um movimento rotacional como:

dW, =1, do

Considerando o corpo como um todo, temos:

dwW =tdo

Para acharmos a poténcia do torque, basta calcular a derivada temporal da equagao

anterior. Ficamos entio:

ooV _ 0
dt dt
Ou seja:

P=tw [9-29]
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A expressao [9-29] ¢ a andloga rotacional da férmula da poténcia P = Fv.

9-2 Conservagio do momento angular

Momento Angular

Nesta se¢do mostraremos a relagdo entre o momento angular e a velocidade

angular.

Fig. [9-10]

Seja na Fig. [9-10] uma particula em movimento de rotagao, percorrendo uma
circunferéncia de raio 7 no plano XY. Seja Vv uma velocidade em um certo instante. Entao

sabemos quc scu momento angular é:

~

=X p=rXxXmy,

. =m,r,v,sen90°%k ,

I

onde k é o versor do eixo Z.

Como v =rw, temos:
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I =mr’ok [9-30]

Mas @,k ¢é o vetor velocidade angular desta particula (colocamos o indice 7 para

indicar que esta é a i particula de um sistema de particulas). Entio [9-30] fica:
[ =16 [9-31]

Observemos que ao passar de [9-30] para [9-31] usamos a defini¢io de I como
sendo: I =m,r} (momento de inércia). A relagio [9-31] vale para o momento angular
calculado com relagdo a um ponto que esta no centro da circunferéncia. Se tomarmos um
outro ponto O’, situado no eixo Z da Fig. [9-10] (Ver Fig. [9-11]) podemos ver que a
relacio [9-31] nio é mais valida. De fato o vetor [';, como é perpendicular ao plano que
contém r', e v;, ndo mais tem direcdo de eixo Z. (Desenhamos, em perspectiva o vetor

L', na nossa Fig. [9-11]).

Fig. [9-11]

Se tomarmos uma outra particula de mesma massa, situada na mesma

circunferéncia de rotacdo, mas em uma posicdo diametralmente oposta (Fig. [9-12]),

podemos ver que a soma dos momentos angulares L', +L', é um vetor com dire¢io do

eixo Z.
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Fig. [9-12]

Se tivermos um corpo cuja distribuicdo de massa seja simétrica em relagdo a um
eixo que passe por seu centro de massa, somando o momento angular de seus diferentes

elementos de massa, teremos:
L=1w [9-32]

onde L= Zli (a soma dos momentos angulares de todas as particulas, ¢ o eixo que

descrevemos, ¢ chamado eixo de simetria).

d
Observar que o corpo é homogéneo, ou seja, a densidade de massa p =£
constante.
Exemplo 9-6

“Determinar em cada caso seguinte o momento angular das situa¢oes™:

(a) Um carro de 7.200kg percorrendo em sentido anti-horario uma circunferéncia

de 20 de raio com velocidade de 75 /s,
(b) O mesmo carro deslocando-se com velocidade v =—15m/ si sobre a reta

Y=Y, =20m (paralela, portanto ao eixo X);
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() Um disco no plano XY, com raio 20 e massa de 71.200kg, girando a 0,75 rad/s

em torno do eixo Z.

Solugio:

(a) Os vetotes 7 e p sdo perpendiculares entre si e o produto 7 x p esti na

direcao do eixo Z (Ver Fig. [9-13]). Entao:

—

L=7Fxp=raovk=20m)1.200kg)(15m/s)k

Fig. [9-13]
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Fig. [9-14]

(b) O carro desloca-se para a esquerda sobre a reta y = y, = 20m. Exprimindo 7 e

p em termos dos versores dos versores:

F=xi+y,Jj

p=-—pi
Temos:
L=Fxp=(xi+y,))x(~pi)

L=—xp(ixi)—y,p(jxi)

L =-xp(0) - y, p(—k) = y, pk

Entio:

2
[ =36x10° &M}
R)

(c) Neste caso (Fig. [9.15]), como Z é um eixo de simetria do disco homogéneo

usameos:
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A

[= (1.200kg)(20m)2(0,75 @jk
S

2
_1.8x10° <&M}
S

X

/

Fig. [9-15]

Conclusio:

(i) Os momentos angulares nas situacoes (a) e (b) sdo iguais; na situagdo (c) o
momento angular do disco ¢ metade dos momentos angulares das situagdes (a) e (b). Isto

porque comparando o momento de inércia do carro na situagao (a) (com relagao ao eixo Z)
. 2 ., . . 1 2
que ¢ M r”, vemos que ¢ o dobro do momento angular do disco que é EM re.

(i) Calculamos os momentos angulares da situagdo (a) e (b) considerando os

vetores em um dado instante. Porém na suposi¢io de que ndao haja torque de forgas
dL

externas, pela 2° lei de Newton da rotagdo 7,, = P o momento angular se conserva e 0s
t

valores obtidos sao validos para qualquer instante dos movimentos descritos.
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Conservagao do Momento Angular

Quando a resultante dos torques externos é nula, temos, pela 2° lei de Newton da

rotaca & T dL
otagdo, que é 7,, = — que:
¢ao0, q 1 dtq

dl -

Z_0

dt

E entdo:

L = constante [9-33]
A equacio ¢ a expressao da lei de conservagao do momento angular.

“Se a resultante dos torgues gue agem sobre um sistema é nula, o momento angular do sistema é
ques gie ag 2 19

constante.”

Ja discutimos na introducio desta aula, que embora a 2° lei de Newton, na forma
rotacional, seja uma conseqiiéncia direta da 2° lei de Newton, e embora a dire¢io do
L . . A 01
principio da conservagio do momento angular seja uma conseqiiéncia direta da 2° lei de
Newton na forma rotacional, esta lei (da Conservagdo do Momento Angular) ¢ uma das
trés leis basicas de conservagido da mecanica, em pé de igualdade em importancia com as

duas outras leis.

Na introduc¢ao desta aula, a qual remetemos neste momento o leitor, explicamos o

porqué desta nossa afirmagao.
Exemplo 9-7

“Uma particula de massa » descreve, com a velocidade v,, uma circunferéncia de

raio 7, sobre a superficie de uma mesa horizontal sem atrito. A particula esta presa a um

fio que passa por um buraco da mesa, no centro de uma circunferéncia, como mostra a Fig.

[9-7]. O fio ¢é lentamente puxado para baixo de modo que a particula acaba descrevendo

uma circunferéncia de raio v e
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(@) Calcular a velocidade final em termos de r,v, e r,.
(b) Calcular a tensao no fio quando a particula descreve um circulo de raio 7, em

termos de 7, r,e do momento angular L, =mv,r, .
(c) Calcular o trabalho feito sobre a particula pela tensao T, integrando o elemento

infinitesimal de trabalho do=Tdr de r, até r,. (A resposta ¢ em termos de r,, 1, e

L,).

Fig. [9-16]

Solugio:

A velocidade da particula esta relacionada com seu momento angular. Como a

resultante das forgas que agem sobre a particula ¢ 7', ¢ 7' tem direcdo do eixo de rotagao,

o torque de 7' ¢ nulo e o momento angular se conserva. Entio, como L, =mv,r, e

Lf =mv I, temos:

mv,r, = WlVf}’ff

7
v, = v, Resposta (a)

I"f

Mas o médulo da aceleragao radial (centripeta) do movimento, quando o raio é r,,

e a tensao I' na corda seri, entio:
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Vy
T=m—— [9-34]

Ao mesmo tempo de:

mv ,r, =mvr, = L, (Conservagio do momento Angular).

Tiramos:
2
v, =— [9-35]
mr;

Substituindo [9-34] em [9-35] ficamos com:

L’
mr L’
T'=m . L= m;’) 3 [9-36] Resposta (b)
S S

Em [9-30] escrevemos o médulo da forga tensao, em um dado momento, qual seja
aquele em que o raio de rotagio da massa € r,. Para acharmos o trabalho da forga,
integrando de 7, a 7, temos que exprimir a tensdo em fungdo de um raio genérico 7, que

val ser nossa variavel de integracdo. Entao:

3

T(r)= Ly -, [9-37]
mr

pois 0s mesmos raciocinios que fizemos para r,, € as mesmas equagoes que escrevemos,

valeriam para qualquer 7. O ponto essencial é que o momento angular L, é o mesmo para

qualquer 7. Posto isto podemos escrever:
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do =T dF =-Tdr, [9-38]

O sinal menos que apareceu em [9-38] é devido ao fato de que 7' (radial, e
centripeta) tem ditecio oposta a do vetor posicdo ¥ , e portanto de sua diferencial dr .

Entao:

e, portanto:

r L 27y L 2 |
= I_Tde - _LI,,—Bd,f —_ o T
o m "o m - 2 0
Lo )
w="2\r 2 —r"" 9-39 Resposta (c
om v 0 [ ] p ©
Observacgao:

Uma vez que T representa uma forga sobre o sistema, temos a realizacio de

trabalho. Podemos ver em [9-39] que como 7, € menor que 1, este trabalho € positivo.

Devemos ter um aumento entdo da energia cinética que é possivel calcular. De fato como

1 L2 2
K =—— | Esta formula ¢ andlogaa K = £ , temos:
21 2m

—KA _ L02 _ LO

i 2
2mr,” 2mr,

[9-40]

2

Em [9-40] usamos o fato que momento de inércia da massa » girando com um raio

ré mr® . Entio:
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Comprovando o que haviamos obtido por integragao.

CONCLUSAO

O mais importante desta 9° aula, é aquilo que destacamos e discutimos na
introdugao, e que voltamos a enfatizar no tépico 9-2, a Conservagao do Momento Angular
¢ uma das trés leis fundamentais de conservaciao da Mecanica, em pé de igualdade com as
outras duas e valida inclusive em dominios atdmicos e subatomicos onde a Mecanica

Classica nao mais se aplica e que fazem parte do universo Teorico da Mecanica Quantica.

RESUMO

Os pontos mais importantes desta aula e que devem ser lembrados sao:

1. A expressao [9-2] da energia cinética de rotagao;

2. A combina¢io do movimento de rotacdo e translacio culminando na
expressao [9-8];

3. Definicao de poténcia. Expressio [9-29];

4. A dedugao da relagdo entre momento angular e momento de inércia.

Expressao [9-31].

O restante do capitulo é uma série de exemplos, nos quais demos especial énfase a
uma certa sistematica de abordagem destes problemas, aniloga a sistematica que

mostramos na 5° aula.

ATIVIDADE

1 - Um alto-falante de 2 kg esta pendurado no respectivo fio que passa por uma polia
com raio de 8 cm e massa de 0,6 kg (Fig. [9 — 17]). O fio esta preso a um amplificador de 4
kg pousado sobre uma superficie horizontal. Esta superficie tem pequeno atrito e o alto-
falante principia a descer quando o amplificador ¢ solto. (z) Qual a resultante do torque em

relagdo ao eixo da polia? () Qual o momento angular total do sistema 3,5 s depois de
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principiar a se mover? (c¢) Qual o momento angular da polia neste instante? (7) Qual a razao

entre o momento angular de cada equipamento e o momento angular da polia?

Fig. [9-17]

2 - Dois discos, de massas iguais mas raios diferentes (r e 2r) estdio montados num
eixo comum, sem atrito, e giram com a velocidade angular @, porém em sentidos opostos

(Fig. [9 — 18]). Os dois discos sao lentamente reunidos. A forca de atrito entre as duas

superficies acaba por leva-los a uma velocidade angular comum aos dois. Qual o médulo

desta velocidade angular final em termos de @, ?

Fig. [9-18]

3 - Um corpo de massa , deslizando sobre uma mesa horizontal sem atrito, esta
preso a um fio que passa por um buraco no centro da mesa. Inicialmente, o corpo desliza
com a velocidade #,, descrevendo um circulo de raio ~ Calcular (@) o momento angular do
corpo, (b) a energia cinética do corpo e (c) a tensao no fio. Uma pessoa, embaixo da mesa,

puxa lentamente o fio. Que trabalho é efetuado para reduzir o raio do circulo de 1, até r,/2?

4 - Uma particula de 3 kg move-se com a velocidade v = (3 m/s) i sobre a reta z = 0,

7y =5,3m. (a) Calcular o momento angular I. em relacdo a origem quando a particula estiver

em x=12m,y =53 m. (b)) Uma forca F = (3N)i¢é aplicada a particula. Calcular o torque

devido a esta forga, em relagdo a origem.
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5 - O vetor posicdo de uma particula de 3 kg ¢ dado por ¥ =4 7+ (3t) }, com r em

metros e # em segundos. Determinar o momento angular da particula e o torque que atua

sobre ela em relagao a origem.

6 - Uma bola de 2 kg, presa a um fio de 1,5 m, descreve um circulo horizontal ao
modo de um péndulo cénico (Fig. [9 — 20]). O fio faz o angulo @ = 30° com a vertical, ()
Mostrar que o momento angular da bola, em relacio a ponta fixa do fio P, tem uma
componente horizontal na dire¢ao do centro do circulo e uma outra vertical; calcular estas
componentes, () Calcular o médulo de 4L/d e mostrar que é igual ao médulo do torque
da gravidade em relagao ao ponto fixo P.

g, |

Fig. [9-18]

7 - Uma massa m sobre uma superficie horizontal, sem atrito, esta ligada a uma corda
que se enrola em tomo de um cilindro horizontal, de modo que, em movimento, descreve
uma espiral para o eixo deste cilindro, (z) O momento angular da massa se conserva? (b) A
energia da massa se conserva? (c) Se a velocidade da massa for 2, quando o comprimento
livre da corda for 7, qual serd a sua velocidade quando o comprimento livre estiver reduzido

ar/2?
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