Aula 10

TEORIA DA GRAVITAGAO UNIVERSAL

META

Mostrar aos alunos a teoria da gravitacao de Newton, pedra de toque da
Mecéanica newtoniana, elemento fundamental da primeira grande sintese da

Fisica.

OBJETIVOS

Abrir a perspectiva, para o alunado, do que foi a primeira grande sintese
em Fisica, a qual se consubstancia na Mecanica e na Teoria da Gravitagao
Universal de Newton. Mostrar o extraordinario alcance desta sintese, que se
tornara nos séculos seguintes, o modelo de elaboracdo cientifica. Seus
extraordinarios resultados, e seu poder de previsao construiram a confianca
nas ciéncias e em particular na Fisica que passou a ser a caracteristica dos

periodos modernos e contemporaneos da historia da civilizacao.

PRE-REQUISITOS

O curso de Calculo I. ter dominado a nivel conceitual e operacional os

elementos do calculo integral e diferencial trabalhados nas aulas anteriores.
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INTRODUCAO

A Teoria da Gravitacio Universal de Newton é o feixo desta extraordinaria
realizagdo que nasce com a publicagao dos “Principios Matematicas da Filosofia Natural”
por Newton em 1686.

Por que esta obra é considerada a primeira grande sintese da Fisica? Porque ela
reune em trés leis e em uma expressao para a forca de atracdo entre as massas, tudo que até
entdo havia sido pensado e observado sobre o movimento durante toda histéria da
humanidade. Se nos lembrarmos que as primeiras observacdes astronomicas sistematicas,
das quais temos noticia, ou seja, que ja sio do perfodo histérico da evolug¢ao da
humanidade, datam de 5.000 a 6.000 anos antes de Cristo, no Egito e na Mesopotamia,
vemos a quantidade de pesquisa e informacdo que estio sintetizadas nos “Principios
Matematicos ...”. Mas muito mais que isto, estas observagoes esparsas e desconexas, e mais
todas as idéias sobre o movimento, que apareceram na Grécia antiga, as controvérsias
astronomicas sobre a organizagao do universo, iniciadas na Grécia antiga, e retomadas na
Renascenca, ganham agora uma explicagao que lhes descortina o sentido. E esta explicagao,
20 mesmo tempo absolutamente precisa, mas muito curta, da coeréncia e sentido, tanto as
observagdes astronoémicas, como ao movimento na supetficie da Terra, unificando, sob
uma mesma lei, 0 movimento nos céus e 0 movimento na Terra.

Dai a expressao “primeira grande sintese da Fisica”. Mas por que primeira? Ha uma
segunda? Esta 2* sintese ainda nio aconteceu. O extraordinario avan¢o da Fisica na virada
do século XIX para o XX e nas primeiras décadas do século XX que trouxeram as duas
novas teorias, a Teoria da Relatividade e a Mecanica Quantica, teoria estas que estabelecem
os limites da mecanica newtoniana, que agora passa a ser vista como um caso particulas
destas outras mais gerais, nao levaram a uma unifica¢ao, a uma sintese como a de Newton.
Pelo contrario, o aprofundamento do conhecimento que tem sido trazido pela fisica do
século XX nao tem levado a uma unificag¢ao de conceitos. Ja a propria Mecanica Quantica e
a Teoria da Relatividade, que sdo os dois pilares da Fisica contemporanea, ndo encontram,
apesar de imensas tentativas, nenhuma facilidade de construir um substrato conceitual e
operacional comum. O ideal de uma nova sintese como a grande sintese newtoniana, uma
teoria do campo unificado tao arduamente perseguido pelos maiores fisicos da atualidade,
ndo foi ainda alcancada.

Assim uma nova sintese como a newtoniana, nao foi mais alcancada no mundo

contemporaneo.

398



A grande obra de Newton, além de se tornar no dizer de Einstein “um programa de
200 anos de pesquisa em Fisica”, pois é na base de seus resultados e seus métodos, que se
desenvolvem toda a elaboracio cientifica até o inicio do século XX, transformou-se em um
ideal de unificagao, que jamais foi atingido novamente, pelo qual ainda se espera e que seria
a 2* grande sintese da Fisica.

A Teoria da gravitagio tem, dentro desta grande obra que inclui além dela a
Mecanica, particular importancia. Ela foi a grande inspiradora da elabora¢io por Newton,
do calculo integral e diferencial. De fato, vimos a aplicagio do Calculo em praticamente

todas as nossas aulas. Mas foi para poder chegar a sua famosa férmula:

[10-1]

partindo das leis de Kepler, que Newton teve a necessidade de desenvolver o Calculo.

Férmula [10-1] onde esta dado o mdédulo da forca F , a constante G ¢ a chamada

constante da gravitagao universal e vale:

G =6,67x10

2
11 Nm2 [10_2]

kg

Newton estimou G a partit do valor aproximado da massa da Terra. A
determinagao experimental de G foi feita somente um século depois por Cavendish.

A férmula [10-1] exprime que a “matéria atrai a matéria, na razao direta do produto
de suas massas e na razao inversa do quadrado da distancia entre elas”. Vetorialmente a
expressao [10-1] fica:

E,z = _Gﬂa,z [10-3]

2
1,2

Na Fig. [10-1], vemos que F,, ¢ a forca que a massa m, faz sobre a massa m,. O

=2 , . .
vetor 175, €, como podemos ver na Fig. [10-1], o vetor que vai de m; a m,. Vemos que a

forca F|, tem direcdo contriria a 7, ,, donde o sinal menos. E vemos também que forga é

a de atracio.
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Das quatro interagoes da Fisica que sdao: Gravitacional; Eletromagnética; Interagao
Forte; e Interacio Fraca, a interagdo gravitacional é a mais fraca. A interagdo
eletromagnética é a interacdo entre as cargas. Ela é em dltima analise responsavel pela
consisténcia dos corpos, porque ela determina as dimensoes dos atomos (elétrons unidos
aos nucleos pela forca de atragdo entre elétrons e protons, moléculas formadas pela
interagao eletromagnética dos atomos através dos elétrons) e a estrutura das moléculas. A
intera¢ao forte é que mantém protons e néutrons formando os nuicleos atdmicos e a
interagao fraca é que rege os processos de decaimento radiativo. Ambas estas interagoes
sao nucleares.

Podemos verificar o quanto ¢ débil a interacao gravitacional calculando a atracao

entre duas pessoas uma de 65 kg e outra de 50 £g. Usando a férmula [10-1] vamos verificar
que a forca de atracio entre elas ¢ 8,67x107 N . O peso de uma pessoa de 50 &g é 491 N,

ou seja, cerca de um bilhdo de vezes a atracdo entre as duas pessoas que calculamos. Isto
porque no caso do peso, uma das massas ¢ a massa da Terra.

Assim a for¢a de atragdo gravitacional s6 vai se tornando importante quando
grandes massas sao envolvidas. Isto acontece na formagao dos buracos negros. Em estrelas
de grandes dimensoes, quando se esgota o processo de fusdo nuclear que transforma o
hidrogénio em hélio, todas as interacGes vao sendo superadas pela interagao gravitacional.
Ha entdo o colapso da estrela (estamos omitindo as diferentes fases deste processo da
evolugao das estrelas), quando toda a matéria, ja sem nenhuma estrutura se concentra em
um unico ponto (chamado de uma singularidade). Af a atragdo gravitacional é de tal monta,

que nem a luz pode escapar. Dai o nome de buraco negro.

As leis de Kepler
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Na primeira aula ja mencionamos que Newton conseguiu obter sua lei da
gravitagao universal, partindo das leis de Kepler e usando o ferramental, em grande parte
por ele inventado, do Calculo Integral e Diferencial.

Vejamos agora as trés leis de Kepler:

1° lei - Todos os planetas descrevem 6rbitas elipticas, com o Sol ocupando um dos
focos.

2° lei-O raio vetor que une o Sol a qualquer planeta, varre areas iguais em tempos
iguais.

3° lei-O quadrado do periodo de revolugao de um planeta é proporcional ao cubo

do semi-eixo maior de sua Orbita.

A elipse é uma curva com a propriedade de que a somas das distancias de cada um

de seus pontos a dois pontos fixos chamados focos ¢ constante. (Ver Fig. [10-2]).

Fig. [10-2]

Na Fig. [10-2] a distancia de P, a cada foco éde d| e d'|, e de P, a cada foco é d,

e d',. Temos entio d, +d'\=d, +d',. Notemos que tanto P, quanto P, sio pontos
quaisquer da elipse. Ainda na Fig. [10-2]  é o semi eixo maior e / o semi eixo menor. No

caso da orbita da Terra, ela é quase uma circunferéncia: a distancia do ponto de maior
afastamento do Sol (o afélio) a distancia ao Sol é 1,52x10"' m, e na de menor afastamento
(o periélio) é 1,48x10" m.

A Fig. [10-3] ilustra a 2° lei de Kepler.
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Fig. [10-3]

As duas areas indicadas na Fig. [10-3] sdo iguais. Com isto vemos que o planeta se

desloca com maior velocidade quando estd mais préximo do Sol.
Podemos colocar a terceira lei em forma algébrica como:
2 3
T°=Cr

Onde T ¢ o tempo para uma translacio completa do planeta em torno do Sol, e ra

distancia média entre o planeta e o Sol.

No caso, por exemplo, do Sol e Jupiter a distancia média é 5,2UA. Podemos achar

o petiodo de evolucao de jupiter em torno do Sol usando a 3° lei.

1 UA é a distincia média entre a Terra e o sol

1 UA= 1,50x10" m

A constante C é a mesma para todos os planetas. Aplicando entio a 3° lei de

Kepler a Terra temos:

T} =Cr)

Entio:

T} =Cr;
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3
= 3
ly T; =(wj2.lan0:11,9anos.

1UA

Dedugao das leis de Kepler

Newton mostrou que quando um corpo (planeta ou cometa) se desloca em torno
do Sol, sujeito a uma for¢a que varia com —-, a trajetéria do corpo ou € elipse, ou uma
r

parabola ou hipérbole.
No caso de parabola ou hipérbole, sio entao corpos que passam nas imedia¢Ses do
Sol e depois nao mais retornam. Para os planetas entio Newton concluiu que a trajetoria

era eliptica.
Observagao:

Na verdade, o raciocinio de Newton foi o inverso. Ele sabia pela 1° lei de Kepler

que as Orbitas eram elipticas. Daif chegou a conclusao que a forga entre o sol e o planeta
tem a dependéncia —- da distancia entre o planeta e o sol (r € esta distancia).

Mostraremos agora que a segunda lei é uma conseqiiéncia da for¢a central, ou seja,
a forca sobre o planeta é uma for¢a sempre dirigida para o Sol, e da conservagao do
momento angular.

Na Fig. [10-4], mostramos o deslocamento infinitesimal vdt durante o tempo dr. A

area varrida por uma reta que une o planeta ao Sol é:

dA=l|fxvdz|
2
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De fato, podemos ver que a area do paralelogramo da Fig. [10-5] é:

A=rxh [10-4]

s

Fig. [10-5]

Mas

b

h
cosff=—.
P vdt

Portanto:

h=vdtcos

A Vs
Por sua vez sendo f e a' angulos complementares ( p+a'= Ej .

Entao:
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cosf=sena'.

Mas:

sena'=sena

Entao:

h =vdtsena [10-5]

Por sua vez:

|FxVdt|=rvdisena [10-6]

Entao vemos, levando em conta o valor de 4/ em [10-5] e colocando na expressio

da area do paralelogramo, que a area do paralelogramo ¢ dada por [10-6] e entdo a area

varrida 4A4 é:

dA:l|fxvdt|=L|fxmv|dz
2 2m

Mas:
| Fx \7dt| = | FXp | =L, 0 médulo do momento angular.
E, entao:
1
dA = — Ldt [10-7]
2m

Como a for¢a de atragao entre o planeta e o Sol é uma forga dirigida ao eixo de

rotagao, seu torque ¢ nulo. Entdo o momento angular ¢ constante e de [10-7] tiramos que:

A L
a4 =— [10-8]
dt  2m
Onde py. ¢ uma constante. A equagao [10-8] nos diz que a taxa de variagdo
m

instantanea da area é a mesma em todos os pontos. Isto equivale a dizer que a area varrida
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¢ proporcional ao tempo (ou, o que ¢ o mesmo, o tempo de percurso ¢ proporcional a

L
area). De fato, chamando em [10-§] Py =k temos:
m

ﬁ =k [10-9]
dt
Entao:

dA=kdt  [10-10]

Integrando a equagao [10-10] de um instante # = 0 e fazendo neste instante a area

também ser 0, até um tempo genérico t com area A, temos:

j‘dA' = k].dl'
0 0

A1 =k )]
A=kt [10-11]

A equagao [10-11] é a proporcionalidade pedida entre a area varrida e o tempo
gasto em percorrer a 6rbita da 2° lei de Kepler.

Por dltimo mostraremos que a lei da gravitagdo de Newton, acarreta a terceira lei de
Kepler. Mas mostraremos isto, por simplicidade, para o caso de uma 6rbita circular. Seja
um planeta descrevendo com velocidade » uma 6rbita circular de raio 7 em torno do Sol. A
forca de atracdo gravitacional entre a Terra e o Sol é a que da a aceleragiao centripeta do
movimento.

F=mpa

2
. ~ . ;v ~
Onde « ¢ a aceleragido centripeta, e, portanto ¢ — . Entao:

P
M 2
G5—2mP=mPv7 [10-12]
Entao:
GM
vi=—"5 [10-13]
r
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Ao mesmo tempo, como o planeta cobre a distincia 277 em um tempo 1 temos:

po 2R [10-14]
T

Entao de [10-13] e [10-14] temos:

4z°r?  GMy
T’ r
Donde:
4 2
L , que ¢ a terceira lei de Kepler.

GM

Energia Potencial Gravitacional

Ja temos muitas vezes mostrado neste curso que a aceleraciao da gravidade perto da

- - 2 : N
superficie da Terra é g, (g =9,81m/s”). Isto acontece quando consideramos corpos 2 uma
altura / muito menor de R;, o raio da Terra. Desprezando 4 diante de R, (escrevemos

h << R;) todos estes corpos perto da superficie da Terra estdo a uma mesma distancia do

centro da Terra. E j4 mostramos também que esta ¢ a distancia que aparece na férmula de
atracdo gravitacional quando consideramos a for¢a peso de um corpo qualquer na
superficie da Terra. Neste caso entdo, tomando o nivel zero de energia potencial como
sendo a propria superficie da Terra, a energia potencial de um corpo de massa 7

v =mgh [10-15]

Compreendemos agora um pouco mais que esta conhecida férmula ¢ fruto de uma
aproximacao, qual seja h << R,.

Mas o que acontece se nos afastamos significativamente da superficie da Terra e a
aproxima¢io (h << R;) que consiste em considerar a distincia de qualquer corpo ao

centro da Terra como sendo /4, ndo mais puder ser tomada? Neste caso temos que usar a

defini¢ao de energia potencial (Recordar a aula 6). Fazemos:

dU = —F -ds [10-16]
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Como F e ds tem mesma dire¢io (a direcio radial), temos:

M, m M m
dU =-Fdr=—- -G——— |dr=G———dr
r r
Integrando:
M.m
U= |dU = |G——adr
Jaw = J6=5

U =GMm [rdr+U,

U=GM{—%+%

r

+U, [10-17]

Atribuir um valor a U, ¢ escolher um nivel como nivel de energia de referéncia de
energia potencial. (nivel zero).
Uma escolha bastante conveniente neste caso é tomar » = o0 como nivel zero de

energia potencial. Neste caso fazemos U ;=0 e temos:

U=SM o U=0emr=w.  [108]
r

Velocidade de escape

Se fizermos um grafico da energia potencial pela distancia ao centro da Terra temos

(Fig. [10-5]):
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Fig. [10-5]

Seja uma energia mecanica total E,. Vemos que em um ponto r (raio 7) do eixo das
abscissas a energia cinética K ¢ dada por E, —U. Em r,,, nao ha energia cinética, ¢ a
energia mecanica total é exclusivamente potencial. Os estados ligados sdo aqueles em que a
energia mecanica total ¢ menor que zero. Um estado em que a energia mecanica total seja
maior que zero ¢ um estado nao-ligado (no nosso grafico, e, portanto na escolha de nivel
de referéncia de energia potencial dado por [10-18], ou seja, U =0 em r =0).

A velocidade de escape é aquela entdo em que a energia cinética mais a potencial é

igual a zero. Fazemos entdo:

E=K+U=0
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/2 M
v, = GM, [10-19]
RT

Por outro lado:

M
F=g=—"
r
Como a=—
m
GM
a=—"
r

Na superficie da Terra temos:
_GM,
R,

g [10-20]

Voltando a [10-19]:

2GM 2GM
Vez G T= GQTRT
RT RT

Introduzindo agora g de [10-20] obtemos a velocidade de escape:

v, =./2gR,

A velocidade de escape ¢ a velocidade minima para que um corpo tenha energia

cinética suficiente para escapar do campo gravitacional da Terra.
CONCLUSAO

Na “deducao” das leis de Kepler, mostramos como ¢ possivel admitindo a lei da
gravitagaio universal de Newton, chegar as leis de Kepler. A primeira lei (das orbitas
elipticas dos planetas) é conseqiiéncia da for¢a de atragdo gravitacional ser inversamente
proporcional ao quadrado da distancia. A segunda vem do fato que da forga de atragio ter
dire¢ao do eixo de rotacdo (forca central) e ndo exercer torque. Assim o momento angular

¢ constante e tiramos a proporcionalidade entre as areas varridas e o tempo gasto em
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percorrer a trajetoria correspondente. Quanto a terceira lei, ela foi simplesmente
comprovada experimentalmente.

Esta ¢ uma possivel abordagem pedagdgica do problema, destinada a pelo menos
mostrar alguma relacdo entre as leis de Kepler e a lei da gravitacio universal de Newton.
Na realidade a construg¢do da teoria foi pelo caminho inverso. As trés leis de Kepler
significaram um enorme e extraordinario esforco para traduzir os dados de Ticho Brahe, de
uma precisao impar para a época, em uma sistematizagao através de leis, mas leis empiricas,
que pudessem de alguma forma descrever o movimento dos planetas. A passagem destas
leis para a férmula da gravitagao é um passo cuja genialidade nunca sera suficientemente
exaltada. Em primeiro lugar foi preciso admitir uma forga a distancia, o que consistiu em
uma hipétese extraordinariamente imaginativa e ousada. Em seguida, foi preciso encontrar
a forma desta forca de tal maneira que ela pudesse dar o movimento descrito pelas leis de

Kepler.

RESUMO

Na introdugao procuramos dar uma perspectiva da Teoria da Gravitagio de
Newton, como pedra de toque da 1° Grande Sintese de Fisica. Discutimos o significado
desta designacio, mostrando o ideal, ainda nio alcangado de uma 2° Grande Sintese.

Comparamos a interagdo gravitacional com as demais interagdes e mencionamos
sua importancia na evolugao das estrelas e na criagdo dos buracos negros.

Explicamos as leis de Kepler e vimos a relagdo destas leis com a grande lei da
gravitagao universal. Em seguida deduzimos a energia potencial, tanto na superficie da
Terra, quanto afastado dela. Definimos estado ligado e nio ligado e calculamos a

velocidade de escape.

ATIVIDADE

1 - Porque dizemos que a Mecanica newtoniana e sua teoria da gravitagao universal
constituem a 1° grande sintese de Fisica.
2 - Mostre que a 2° lei de Kepler ¢ uma decorréncia da diregao da for¢a de atragao

entre o Sol e os planetas.
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Problemas

1 - Imagine que a interagao atrativa entre uma estrela de massa M e um planeta de
massa 7, muito menor do que M, teima a forma F = KMwm/r, com K a constante
gravitacional. Qual a relagdo entre o raio da orbita circular do planeta e o seu periodo de

revolucao em torno da estrela?

2 - A massa da Terra ¢ de 5,97 x 10°* kg e o seu raio ¢ de 6370 km. O raio da Lua ¢
de 1738 km. A aceleragdo da gravidade na superficie da Lua é 1,62 m/s’. Qual a razdo entre

a densidade média da Lua e a da Terra?
3 - Uma massa puntiforme 7, esta sobre a superficie de uma grande esfera de massa
M e raio R. Que trabalho é necessario para remover a pequena massa até uma grande

distancia da esfera?

4 - Um corpo cai, do repouso, de uma altura de 4 x 10° m acima da superficie

terrestre, qual a sua velocidade ao atingir o solo, sem levar em conta a resisténcia do ar?

5 - Uma sonda espacial, disparada da Terra com a velocidade inicial v,, deve ter a

velocidade de 60 km/s a uma grande distancia da Terra. Qual o valor de v,?
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