Aula

VELOCIDADE INSTANTANEA

META

Expandir o estudo de cineméatica para o caso onde existe aceleracdo e orientar sobre a utilizagéo
de gréficos para estudar os movimentos.

OBJETIVOS

Ao final desta aula o aluno devera:

determinar a diferenca entre velocidade média e velocidade instantanea;

calcular a velocidade instantanea de objetos acelerados;

construir graficos que mostram a evolucdo temporal da posicdo e da velocidade de objetos que
estao acelerados.

PRE-REQUISITOS

Conceituacao de Sistemas de Referéncia, conceitos basicos de cineméatica e algebra basica.

(Fonte: http://www.moderna.com.br)

(Fonte: http://goluck.files.wordpress.com)
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INTRODUCAO

Bem vindo a primeira aula de nosso segundo moédulo. A medida que
vamos entendendo os conceitos da fisica, vamos também aumentando,
gradativamente, o uso de ferramentas matematicas. Nesta aula, estudare-
mos os movimentos em uma dimensio que nao tém velocidade constan-
te. Estes sao os movimentos que realmente observamos no dia-a-dia.
Todos os corpos, geralmente, estao sofrendo algum tipo de aceleragao.
Quando chegarmos ao estudo das leis de Newton, teremos um entendi-
mento maitor sobre as causas, mas hoje observaremos os efeitos de uma
aceleracao sobre o movimento dos corpos. Para que possamos apreciar
toda a beleza da teoria, faremos uma pequena introducao ao uso da deri-
vada. Veremos que a derivada ¢ um conceito simples e que, na maioria
dos casos, ¢ muito facil de utilizar. Ao final desta aula, veremos que a
utilizacao de graficos ¢ de grande valia para que possamos visualizar a
trajetoria de um corpo e, de maneira bastante natural, apreciar o conceito
geométrico da derivada. Nesta aula, ainda, expandiremos o estudo da
cinematica para os corpos acelerados. Nao serao discutidos os causado-
res de tais aceleracOes, mas apenas como tats aceleracoes podem alterar o
movimento dos corpos. Manteremos também a utilizacao de corpos
idealmente sem massa e sem volume: “pontos materiais”. Divirta-se!

—

(Fonte: http://www.oesteinforma.com.br)



Cinematicaem uma dimenséao

Aula

O estudo do movimento engloba a aplicacao das equagoes de movi-
mento em diversas situacoes, assim como o seu estudo mais detalhado se
faz através do uso de graficos que descrevem a posicao, velocidade e
aceleracao em func¢ao do tempo.

O conceito de velocidade instantanea, em contraposicao a velocida-
de média, por sua vez, vai requerer uma introducao ao calculo diferenci-
al, apesar de nao fazermos aqui um estudo sistematico e elaborado sobre
esse assunto como seria de se esperar em um curso de calculo 1. E neces-
sarto, porém, que facamos uma explanacao breve para que lhe desperte
uma visao intuitiva sobre o que ¢ uma diferencial e para que vocé com-
preenda algumas técnicas basicas de diferenciacao em uma dimensao.
Além disso, ¢ importante fazer a correlacao entre a interpretacao da dife-
rencial como uma funcao e a sua representacao em um grafico e relacio-
nar a derivada de uma fun¢ao em um ponto com a tangente que passa por
uma curva naquele ponto.

A aplicacao desta relacao em diversos pontos de uma curva de velo-
cidade em funcao do tempo possibilitara a voce perceber que, de fato, a
derivada da velocidade em cada ponto corresponde a aceleracao naquele
ponto, da mesma maneira que, em um grafico de posicao em relagao ao
tempo, a derivada, em um ponto, corresponde a velocidade naquele pon-
to e pode ser visualizada como sendo a tangente naquele ponto.

VELOCIDADE INSTANTANEA

Em nossa aula passada, estudamos o conceito de velocidade média e
vimos que a velocidade média ¢ a distancia percorrida, dividida pelo tem-
po gasto para percorrer esta distancia. Se viajarmos de uma cidade para
outra, distantes 80 quilometros, e gastarmos uma hora, teremos uma ve-
locidade média de 80 km/h.

Agora, vamos atravessar uma cidade do inicio ao fim. A distancia
percorrida é de 30 quilometros e gastamos uma hora para percorre-la.
Voce vé algum sentido na velocidade média? Nao!l Passamos por grandes
avenidas onde o limite de velocidade é de 80 km/h. Tivemos que parar
em diversos semaforos e em cruzamentos perigosos. Para que pudésse-
mos fazer isso, tivemos que usar os freios e o acelerador do carro, ou seja,
mudamos a nossa velocidade a cada instante. Assim, da mesma maneira
que podetiamos dizer, com precisao, qual a nossa posi¢ao (instantanea)
em um dado momento, gostariamos agora de poder dizer qual era a nossa
velocidade instantanea neste mesmo momento.

Se vocé pensou em olhar no velocimetro do carro, acertou. Sim, ¢é
exatamente isto que nos informa o velocimetro: qual a velocidade instan-
tanea. E aquele ponteirinho esta sempre se mexendo, nao é mesmor E
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agora, como faremos para calcular esta velocidade? E facil. Em primeiro
lugar, usaremos a expressao matematica que relaciona a velocidade mé-
dia, o deslocamento e o tempo:
Ax
oAt
Por que esta equacio nao pode ser usada para a velocidade instanta-
nea? A razao ¢ muito simples: verifique a figura abaixo:

h

Y= lm = 1lm v = 1lm

At=10s At =205 At=40s

Figura 1

Esta figura mostra uma linha de trem, onde a diferenca entre dois
dormentes ¢ sempre de um metro, mas que o tempo que o limpa-trilhos
(aquela parte pontuda na frente do trem) leva para atravessar esta dis-
tancia varial No trecho 1, leva 10 segundos; no trecho 2, leva vinte
segundos; e, no 3, ele leva quarenta segundos. Podemos calcular aqui a
velocidade média:

__Ax  3m 0.0428
L—ﬁr—?ﬂsz . m/s

Podemos também determinar a velocidade média em cada trecho:

__1m _

vy =57 =01m/s
— Im

vy =5—=0.05m/s
_— _Im 0.025
13—405— L025m/s

Em trés trechos distintos, portanto, obtivemos trés velocidades dife-
rentes porque o tempo gasto para percorrer o trecho mudou. Outra ma-
neira de visualizar isto serla manter os tempos iguais e variar a distancia
percorridal Temos trés trechos que serdo petrcorridos no espaco de 10
segundos, mas com as velocidades que acabamos de calcular. O compri-
mento de cada um destes trechos é obtido facilmente a0 modificarmos a
equagao da velocidade média:

Axy = AL
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Obtemos, assim, os seguintes deslocamentos:

0.1my .

Axy = ( - ) A105) = 1m
0.05my .

Ax, = - ).':;105} = 0.5m
0.025my |

Axg = (—) .{105) = 0.25m

Quando utilizamos intervalos de tempo iguais, a velocidade determi-
na qual a distancia percorrida. A distancia total percorrida setria entao
1,75 metros, que, dividida por 30 segundos, da uma velocidade média de
0.058m/s. Mas, estes valores nao se cortespondem! Parece haver algo
errado; e, de fato, ha. N6s criamos uma divisao arbitraria entre trés mo-
mentos quando o trem passava pelos trechos 1, 2 e 3! Nao levamos em
consideracao que, para passar do trecho 1 para o trecho 2, houve uma
diminui¢ao da velocidade que nao foi zustantinea!

A velocidade diminuiu desde um valor inicial até um valor final de
maneira gradual. Dividir, entdo, o movimento em trés trechos nao foi
suficiente para que pudéssemos obter o valor da velocidade instantanea
em cada um dos pontos. Precisariamos dividi-lo em muitos mais trechos!
Com o aumento do nimero de trechos, porém, diminui o espa¢o de tem-
po que o trem gasta para percorré-lo. Assim, podemos, formalmente, de-
finir a velocidade instantanea:

“ . Ax
N _*:!]*I—I}I}E

Esta equacao informa-nos que a velocidade instantanea de um obje-
to ¢ dada pela divisao da distancia percorrida (Ax) dividida pelo tempo
gasto para percorré-la (At), quando este intervalo de tempo é muitissimo
pequeno, na verdade quase igual a zero. Em linguagem matematica, dize-
mos: “no limite de At tendendo a zero”. Neste limite, o denominador
chega perigosamente perto do zero, mas o numerador também, e o quoci-
ente ainda existe! Esta é a definicao da derivadal

“ o Ax dx
YT smoAr ot

onde lemos que “a velocidade instantanea é dada pela derivada da
posicao em relacao ao tempo”, ou que “a velocidade instantanea ¢ dada
pela taxa de variacao da distancia em relacao ao tempo”.

Sao mnumeras as maneiras de descrever esta definicao. Para isso, va-
mos 1niciar o nosso estudo de graficos. O primeiro grafico ¢ o da posicao
em fungao do tempo. Utilizaremos os dados do exemplo trabalhado aci-
ma: uma particula sai de um ponto 1 e depois de 10 segundos chega a um
ponto 2 que dista 1 metro do ponto 1. Apos mais 10 segundos, chega a
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um ponto 3 que dista 0,5 metros do ponto 2. Finalmente, apos mais 10
segundos, chega ao ponto 4 que dista 0.25 metros do ponto 3. A figura
abaixo 1ilustra a situacao.

O tempo gasto para ir de 1 a2 2 ¢ o mesmo que o tempo gasto para
percorrer qualquer um dos outros trechos.

Im 0.5m 0.25m
- . - =
1 2 3 4

Figura 2

Para podermos fazer um grafico agora da posicao em relacao ao tem-
po, teremos que estabelecer um ponto de referéncia. Vamos comecar di-
zendo que o nosso sistema de referéncia e de coordenadas esta colocado
sobre o ponto 1. Nesse caso, podemos fazer uma tabela que mostra a
posicao x do objeto a cada instante em relacio a origem:

Ponto  x (m)

A partir desta tabela, podemos obter o seguinte grafico:

] T T ] T L]
1,64 -
i |
1,6 4 -
|
1,4 = E
] 3
1.2+ -
“é' 1.0 < [ | E
m 1
E 8- 2 1
. L
0,6 = -
0,4 < .
0,2 = -
1
D'u Li L) L Li T LI
] 5 10 15 20 5 k]
t {(segundos)
Figura 3
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Vejamos agora como faremos para obter as velocidades médias nos
trechos 1, 2 e 3, conforme a figura da linha de trem. Podemos ver, inicial-
mente, que o trecho 1 ¢ aquele que parte do ponto 1 e vai até o ponto 2,
ou seja, sai da origem e val até uma distancia de um metro em dez segun-
dos. A velocidade média pode entao ser calculada:

_ Ax xp;—xy 1-0
PTAt T t,—t; 10-0

=01m/s

=

Ax  x3—x; 15-1 — DS
At f,—t, 20—10  20om/s

b2
I

— Ax _ Xg— X3 1,75 —-1,5

Fl

Y3T At T ta—ts  30-20

=0.025m/s

Esses resultados ja eram previsiveis, mas o ponto interessante pode
ser visto na figura abaixo, onde a tltima figura esta ligeiramente alterada:

x {medros)

t (eagundas)
Figura 4

Né6s podemos ver agora as trés regides distintas I, IT e I1I. Cada uma
destas trés regides tem uma velocidade média constante. Quando passa-
mos entre as regioes nos pontos 2 e 3, a velocidade muda. Como pode-
mos entao interpretar as retas « e b2 Por inspec¢ao da figura, notamos que
as retas que unem os pontos 1 e 2,2 e 3,3 e 4 e as retasz e b correspondem
a tangente da curva em cada um dos pontos! Isto significa que a tangen-
te que obtemos em um grafico corresponde a derivada da variavel em y
em relacao a variavel em x.

53



Fisica Basica

54

Em cada ponto da curva que vai de 1 até 4, se tomarmos a tangente
a curva naquele ponto, obteremos a derivada da distancia em relagao ao
tempo, ou seja, a velocidade instantanea! Note que, entre os pontos 1 e 2,
qualquer ponto que seja escolhido tera a mesma tangente, o que significa
que tera a mesma velocidade instantanea, ou seja, em todos estes pontos,
a velocidade instantanea sera igual a velocidade média. Quando passat-
mos de uma regiao para outra, a tangente sera diferente e, portanto, a
velocidade instantanea sera diferente.

Vejamos um exemplo para esclarecer um pouco mais estes conceitos.
Considere a figura abaixo:

vl 1 )
K

’ dx/dt =4 m/s ©
dx/dt = -2 m/s

Figura 5

Nos temos agora um movimento sensivelmente mais realista: um
objeto sai de um ponto A que corresponde a origem do sistema de coor-
denadas e anda para a esquerda (ou seja, para valores negativos de x).
Depois de um segundo, chega ao ponto B e mverte a dire¢ao de movi-
mento. Passa novamente pela origem e percorre na direcao dos pontos C
e D. Podemos extrair diversas informagoes a respeito desse movimento.
A primeira delas é que, em nenhum lugar, o grafico corresponde a uma
reta. Isto significa que, em nenhum lugar, a velocidade média ¢ igual a
velocidade instantanea. Considere, por exemplo, o trecho entre A e B. O
corpo vai da posicao x=0 m até a posicao x=-2m em apenas 1 segundo.
Podemos calcular a sua velocidade média facilmente:

Ax —-2-0

Voap = E = m = —2‘J‘J'llfj'




Velocidade instantanea

Aula

Mas, esta velocidade corresponde a velocidade instantanea? A res-
posta ¢ nao! Essa igualdade s6 ocorre em um tnico ponto da trajetoria
que corresponde ao tempo de 0,5 segundos! Neste ponto, uma reta tan-
gente a curva tem a exata inclinacao da reta que une os pontos A e B. Em
todos os outros pontos, a inclinacao ¢ diferente. Vamos ver o que aconte-
ce exatamente no ponto B. Se tracarmos uma tangente a curva no ponto
B, ela sera parecida com a seguinte:

#
e

Figura 6

A reta corresponde a tangente no ponto B. Mas, qual o valor desta
tangente? Ou ainda, qual ¢ a variacao Ax? E zerol A tangente também ¢
zero, e entao a velocidade instantanea (apenas em B) ¢ zero. O que isto
quer dizer? Isto significa simplesmente que o corpo parou. Notamos que
precisava mesmo ter parado, uma vez que estava indo para uma direcao e
neste ponto inverteu a direcio de movimento!

Agora que ja compreendemos como interpretar um grafico, verifi-
caremos como equacionar um movimento. A equa¢ao que descreve a
velocidade média ¢ a divisao da distancia percorrida pelo tempo gas-
to. A velocidade instantanea ¢ dada pela derivada da posicao em rela-
¢ao ao tempo. Como noés podemos, agora, trabalhar matematicamen-
te? B muito facil.

Inicialmente, notemos que a posicao de um corpo em relagao a um
sistema de referéncia é dada pela sua distancia até este ponto em funcao
do tempo: x = x(¢). Isto nos diz que a posicao depende do tempo. Obser-
vemos novamente a figura 4: a regiao I esta limitada por uma reta. Isto
significa que a velocidade média ¢ a mesma em todos os pontos desta
regiao. Sendo assim, ha uma maneira simples de se determinar a posi¢cao
do corpo em relacao ao tempo:

Xg—X

_ . 1
r=———=01m/s
tz — 1y /

55



Fisica Basica

56

Mas, como a velocidade ¢é constante, podemos escolher um ponto
qualquer x (t) que corresponde ao tempo t. A figura 7 ilustra o caso:

1,2 =
1 d
1.0 5 iy

0.8 - 2

0,6 - XL

X (metros)
o
]
l

0 5 10
t (segundos)
Figura 7
A cada t, teremos um x(t). Levando isso em considera¢ao, voltamos a
equacio da velocidade média (lembrando que x, =0 e t, = O):

xit)—x x(t
. (B —x _ {}zmms
r—1i t

Finalmente, rearranjando esta equacao obtemos a funcao horaria do
movimento nesta regiao:

x(t) =01t

Como o expoente de 7¢ 1, dizemos que a distancia varia linearmente
com o tempo. Isto somente ocorre quando temos uma reta. Quando ha
uma curva, podemos ter quaisquer expoentes e mesmo algumas funcoes
matematicas. O importante a ressaltar ¢ que, geralmente, partimos de
uma funcao horaria e, a partir dela, obtemos informacoes sobre o movi-
mento. Antes de continuar com nosso estudo, vamos dar uma “parada” a
fim de verificar como resolveremos alguns probleminhas...
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ATIVIDADES

I. A posicdo de um automdvel foi observada em varios momentos cujos
resultados estdo colocados na tabela abaixo. Encontre a velocidade do carro
para (a) o primeiro segundo; (b) os dltimos trés segundos e (c) todo o periodo

de observagdo.

"s) (o] 1020/ 30 |4.|:| ' 5.[:]
x(m) |0 | 23|92 207 |3E.E 5?.5]

II. O grafico abaixo mostra o movimento de um carro preso em um
congestionamento. Sua velocidade muda o tempo todo. (a) Se a sua tnica
informacdo fosse a distancia percorrida durante o tempo disponivel, qual seria
a velocidade média que vocé obteria? (b) Conhecendo o gréafico, qual foi a

velocidade mais alta alcangada pelo carro?

T T T T T T
(A e
h |
E. n g_-. 1
: r
g W e b
£ -
] ¢ d
o b
20 = L] 9
a
L] T ] 1 Ly 1
1 i B B W 12 14

PG S8 Qundod|
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COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

I.  Para resolvermos a parte (a) deste problema, precisaremos apenas
verificar, na tabela, que, durante o primeiro segundo, o carro percorreu
2.3 metros. A sua velocidade, portanto, foi de v = = 23 m /s Para
a parte (b), notamos que, nos ultimos trés segundos, o carro percotreu
uma distancia total de (57.5-20.7) 20.7 metros, o que leva a uma

velocidade média de = " = .9 m/s. Para o ultimo item, (), tudo
que temos a fazer ¢ dividir a distancia total pelo tempo total:

r=-—=11.5m/s . Como podemos observar, a velocidade média
em todo o percurso ¢ sensivelmente diferente da velocidade média
no primeiro trecho e no ultimo terco do trajeto. Note que, na realidade,
em nenhum dos casos, medimos a velocidade instantanea, apenas a
velocidade média em intervalos bem definidos de tempo.
Calcularemos a velocidade instantanea nas proximas paginas.

II. A primeira pergunta deste exercicio pode ser facilmente
respondida quando petcebemos que a distancia total percorrida foi
de 90 metros em 14 segundos, ou seja, uma velocidade média de 6.4
metros por segundo. A segunda, no entanto, nos leva a uma pequena
reflexao: cada um dos trechos de a até h esta simbolizado por uma
reta; a velocidade em cada um dos pontos desta reta ¢ a mesmar A
resposta ¢ sim. Em cada um dos pontos da reta a, por exemplo, uma
tangente a este ponto sera paralelo a propria reta a. Entao, a velocidade
instantanea esta definida em todos os pontos de todas retas e
cotresponde a0 coeficiente angular da mesma, ou seja, Dx/Dt! Para
escolher entao qual das retas corresponde a maior velocidade s6
precisamos inspecionar e verificar aquela que tem o maior coeficiente
angular, ou seja, qual é a mais inclinada!l A inspe¢ao entao nos indica
que a mais inclinada ¢ a reta h, e seu coeficiente angular pode ser
obtido, dividindo a sua altura pela sua base: altura = (90-60) = 30
metros; base = (14-12.5) = 1.5 segundos. Obtemos, assim, a nossa
velocidade maxima: ?—" 20 m /s Preste bastante atengao agora
a diferenca entre estes dois problemas: no primeiro, vocé dispunha
apenas de uma tabela com os valores de distancia e tempo. Por isso,
podia calcular a velocidade média em alguns trechos, nao tinha
qualquer informacao sobre a velocidade instantanea. No segundo
problema, ¢ diferente: ao mvés de uns poucos pontos, o que temos ¢
um grafico com infinitos pontos. Como ele ¢ formado de segmentos
de retas, podemos concluir que, nestes segmentos de reta, a
velocidade média é igual a velocidade instantanea, s ocorrendo
mudanca nestes valores quando passamos de um trecho para outro.
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ACELERACAO

Nos paragrafos anteriores, vimos que o conceito de velocidade ins-
tantanea ¢ diferente da velocidade média. Vimos também alguns grafi-
cos que mostravam trechos percorridos com velocidades diferentes. Par-
ticularmente, discutimos o caso daquele pobre coitado que esta preso
em um grande congestionamento. Vamos prestar um pouco mais de aten-
¢ao a este problema. Vamos imaginar uma grande auto-estrada que tem
um trecho de cerca de 10 km em linha reta e com limite de velocidade
de 120 km/h.

Imaginemos também que este trecho da estrada esta localizado nas
imediagoes de uma grande metropole. Qual vai ser a diferenca entre a
velocidade média e a velocidade instantanea em cada ponto de um mo-
torista transitando por esta estrada? Depende. Sim, depende. Depende
do hordrio. Se este motorista esta chegando a cidade as trés horas da
manha encontrara uma estrada vazia e podera manter uma velocidade
constante de 120 km/h por todo o trajeto, fazendo com que a velocida-
de média seja igual a velocidade instantanea em cada ponto do trajeto.
Imagine agora que este infeliz cidadao resolva chegar as 7.30 da manha.
A estrada estara totalmente congestionada e o motorista ficara preso
naquele anda-para-anda-para sem fim.

A cada ponto do trajeto, a velocidade instantanea sera muito diferen-
te da velocidade média. Para que isto ocorra, o motorista devera utilizar
algum mecanismo que lhe permita alterar a velocidade do automovel: o
freio ou o acelerador! Em qualquer um dos casos, ele devera aplicar uma
forca que resultara em uma aceleracdo do automovel, seja ela para aumen-
tar ou para diminuir a velocidade. A aceleracao, portanto, esta intima-
mente ligada a variacao da velocidade, que, por sua vez, ¢ medida em
relagao ao tempo.

Uma grande variacao de velocidade em um curto espaco de tempo ¢é
obtida com uma grande aceleracao e uma pequena variacao de velocida-
de em um grande espaco de tempo corresponde a uma pequena acelera-
¢ao. Voltamos, assim, ao ponto que discutimos anteriormente nesta aula:
assim como a velocidade instantanea esta relacionada a taxa de variacio
da posicao em relagao ao tempo, a aceleracao de um corpo esta relaciona-
da a taxa de variacao da velocidade em relacao ao tempo. Assim como no
caso da velocidade, podemos trabalhar com dois tipos de aceleragao:
média e instantanea:

_ Av
1 =—
At
dv
U ==
aL
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Antes de podermos apreciar as implicacoes desta relacao, sera neces-
sario fazer uma pausa para introduzir algumas nocoes elementares de como
se calcula a dertvada de uma funcao.

Um estudo formal de Calculo apenas ¢ indicado para aqueles es-
tudantes que dele precisarao em cursos mais adiantados de fisica. Para
o proposito deste nosso curso de fisica basica, apenas algumas regras
gerais, acompanhadas de alguns exemplos serao suficientes para a com-
preensao de toda a fisica do curso. Sendo assim, vamos iniciar defi-
nindo uma funcao f(x). O que ¢ uma fun¢ao? Uma funcao ¢ apenas
uma informacao sobre como um objeto se relaciona com outro. Imagi-
ne que temos uma variavel independente, como por exemplo, o tem-
po. O tempo passa independentemente de nossa vontade. O nosso dia
¢ dividido em uma infindavel série de tarefas, mas todas elas depen-
dem, de uma maneira ou de outra, do tempo. Temos horario para acor-
dar, almocar, sair do trabalho, etc. Por isto dizemos que vivemos em
fun¢ao do tempo. Nosso dia ¢ uma funcao do tempo. N6s podemos
dizer entao o seguinte:

dia = dia(tempo)

Esta equacao simplesmente nos diz que nosso dia depende do
tempo, mas nao nos da qualquer informacao sobre como noés divi-
dimos o nosso tempo. Outro exemplo pode ser extraido de nossa
discussao anterior. A posicao do trem também depende do tempo!
Se ele parte da origem (ou seja, colocamos nosso sistema de cooz-
denadas no ponto inicial da trajetéria) e disparamos um cronome-
tro para acompanhar o seu movimento em relagao ao tempo, entao
podemos dizer:

x =x(t)

Novamente, esta equacao nos diz que a posi¢ao do trem depende do
tempo, mas nao nos diz como ¢ essa dependencia. Neste caso, no entanto,
nos sabemos como a posicao do trem varia com o tempo, porque nos sabe-
mos a velocidade! Podemos escrever entao, como ja vimos anteriormente:

x(t) = 0.1t

Agora sim. Esta é uma funcao completa. Ela nos diz que a posicao
do trem depende do tempo, e nos diz também como ¢ essa dependeéncia.
E este tipo de funcao que nods iremos agora aprender a derivar. Comece-
mos com as regras gerais de dertvacao:
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dx
—=1
dx

d . d _.

—[arf(x)] = a— f(x), onde a é uma constante
ax ax

() + 9] =) +——g(x)
W] = [0 900 + ) [~ 9]

df(x) dy
dx dx

d . . , .
—I[Fiv)] = - (regra da cadeia)
dx
Estas regras serao utilizadas em exemplos mais tarde. Precisamos agora
das derivadas de algumas fung¢oes mais comuns:

da .
— = (0, onde a & uma constante
dax

d

—x® =nx"1

dx

d ) ;
—sen{ax) = acos{ax)
dx

d ) B
—cos{ax) = —aseni{ax)
dx

d . "
—tglax) = asec?(ax)
dx

da . 1
—Inlax) = -

dx x

a
— g% — gptx
ax

Agora sim estamos prontos para algum aprofundamento sobre a
aceleracao dos corpos. Lembremos, inicialmente, que a aceleracao
tanto pode aumentar a velocidade como pode diminui-la. Uma ace-
leracao positiva aumenta a velocidade de um corpo (pisa no acelera-
dor); uma aceleragao negativa diminui a velocidade de um corpo (pisa
no freio).

A inspecao da equacgao que relaciona a velocidade e o tempo com a
aceleracao (utilizando a analise dimensional que vimos na aula 1-1) nos
indica que a sua unidade no SI é m/s” Para que possamos aprendet como
utilizar estes conceitos, vamos resolver alguns problemas.
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ATIVIDADES

I. Um automovel parte do repouso sofrendo uma aceleracao. Apés um
segundo, a sua velocidade é de 20.0 m/s e apds 2 segundos a sua veloci-
dade é de 60 m/s. Queremos sabet:

a. A aceleracao é constante?

b. Um bom cartro de passeio acelera de 0 2 100 km/h em cinco segundos.
Este automovel do exercicio ¢ real ou ficticio?

II. Considere o grafico abaixo:

10

8

h!
4

velocida de (mfs

0 ] 10 15 20

fempo(segundo s)

Este grafico mostra a velocidade de um objeto em funcao do tempo.
Assumindo que ele se move em apenas uma dimensao (eixo x), e que este
eixo tem o seu lado positivo para a direita, responda:

a. Para qual direcao este objeto se move em cada trecho?
b. Qual o valor da aceleracao em cada trecho?
c. Qual o valor da aceleracao média durante todo o trajeto?

I. O movimento de um corpo ¢ definido por sua fungao horaria que ¢é
dada por: x(t) = 20 + 18t — 7t2 onde x ¢ dado em metros e 7 em segun-
dos. Determine:

a. A posicao deste corpo quando 7 ¢ igual a zero e 10 segundos.

b. Em que momento ele passa pela origem.

c. Qual a velocidade deste corpo quando 7 ¢ igual a zero e 10 segundos.
d.Em que momento este corpo inverte o seu sentido de movimento.

e. Qual a aceleracao deste corpo quando 7 ¢ 1gual a zero e 10 segundos.
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COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

I. Vamos por partes:
a. Como estamos lidando com dois trechos distintos, podemos
assumir que a aceleracao medida em cada um deles ¢ a aceleracao
média. Sendo assim:

"_20—0_20?11
- 1-0 g2

._.
I
D:=-|t:=-
o | =

m"_ﬁﬂ—{]_BG:rn
At 2—-0  s?

Portanto, a aceleracao variou durante o tempo.

b. A segunda pergunta é mais complicada, mas nada que nao possa
ser resolvido. O primeiro problema ¢ que estamos usando unidades
diferentes. Para podermos comparar as aceleragoes, vamos
converter a velocidade final do carro de passeio de km/h para m/
s. Precisamos, assim, consultar uma tabela de conversao. Facilmente
obteremos a relacao:

1km _ 0,2778m
R 5

Fazemos uma regra de trés entido para convertet:
likm/h < 0,2778m/s
100km/h < xm/s
Levando a:
1xx =100 x 02778
x =27,78m/s
Concluimos, entao, que, em cinco segundos, o carro de passeio passou

de 0 2 27,78m/s. Comparando agora com o nosso catro que chegou
a 60 m/s em apenas dois segundos podemos facilmente concluir que
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o carro ¢ ficticio. Apenas por diversao, podemos calcular a velocidade
deste carro depois de cinco segundos, assumindo que a aceleracao
média dele se mantém em 30 m/s%

M=aht-=v—-0=30{-0)=v= 150m/s

Usando agora a mesma relacao de conversao, conclui-se que a velocidade
deste carro apos 5 segundos € de aproximadamente 540 km/h.

II. Este problema se parece muito com o primeiro, a unica diferenca
esta relacionada com a maneira de mostrar os dados; ao invés de
uma tabela, temos um grafico. Passemos, entao, a sua solucao:

a. Independentemente de onde o carro parte, nos trechos A e B, ele
tem uma velocidade negativa, o que indica que ele se move para a
esquerda. Pelo mesmo raciocinio, concluimos que, nos trechos C e
D, ele se move para a direita. Note que entre os trechos B e C ele
para e inverte sua direcao de movimento, como deveria sef.

b. O calculo das aceleracoes em cada um dos trechos pode ser
efetuado utilizando a equacgao da aceleragao média:

__Mv_8-(8)__
AT T T 50

_ A 0-(-8) 8
=R~ 10-5 5"/°

Av 4 -0 4

c=aT15-10 3M*
__m:_ 4—4 _ 0
P™ At 20-15

c. O mesmo método utilizado no item anterior pode ser usado aqui:

Av_ 4—(-8) 12
At 20-0 ~20mf

a=
III. A equacao horaria apresentada descreve a posi¢ao do corpo em
funcao do tempo. Se nds a derivamos uma vez, obtemos a equagao
da velocidade em relacao ao tempo. Se voltarmos a derivar, obtemos
a equacgao da aceleracao em funcao do tempo.
a. Para o calculo da posicao do corpo nestes instantes, sO
necessitamos substituir os valores do tempo na equagao:

x(0) =20+18%x0—-7 %x0% =20m
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Isto indica que no tempo 7=0, ou seja, quando o cronémetro foi
disparado, o corpo se encontrava a 20 metros de distancia da origem.

x(10) =20+ 18 x 10— 7 x 10* = 20 + 180 — 700 = —500 m

Podemos ver entao que, apds 10 segundos, o corpo ja passou pela
origem e se encontra a 500 metros de distancia da origem, mas agora
para a sua esquerdal

b. A resposta a esta indagacao aparece ao nos perguntarmos em
qual instante 74 n6s temos x(2)=0:

x(t) =20+18t —-7t1 =0

Utilizando a férmula de Baskara e alguns arredondamentos, obtemos:

. 18 £/(18)2—4x 7% (-20) 18 F30
-~ 2% 7 14

Como vemos, existem duas respostas, uma positiva e uma negativa. A
primeira vista pode parecer estranho, mas nao ¢é. A resposta positiva, 3,4
segundos, ¢ facilmente visivel: quando o cronémetro foi disparado o objeto
se encontrava a direita da otigem, a uma distancia de 20 m. Depois de 3,4
segundos, ele passou pela origem e se enveredou no lado esquerdo do eixo
x. Mas, e no caso negativo? O tempo negativo simplesmente nos nforma
que o movimento do objeto ja existia antes de o cronometro set disparadol
E este objeto passou pela otigem 0,9 segundos antes de que o cronoémetro
comecasse a marcar o tempo. Todos estes dados ficarao mais claros se
olharmos um grafico que mostra a posicao do corpo em funcao do tempo.

a0 L 1 L L 1

posigia [matms )
L]

B mipd (segundos)

-+ tj_ & _GJQE — t: o 3,4‘5

65



Fisica Basica

66

Neste grafico fica claro que o corpo esta quase sempre no lado
negativo do eixo x! Ele vem se aproximando pela esquerda, passa
pela origem quando 7 = -0.9s, chega a uma distancia de 20 metros da
origem quando ¢ disparado o cronometro, continua indo para a direita,
para e volta, passando novamente pela origem quando 7 = 3,4 s.

a. Para determinar as velocidades deste corpo em alguns instantes,
ou seja, suas velocidades instantaneas, precisatemos determinar a

derivada de x(2):

dx(t) d . .
— = —(20+18t —7t) =0+ 18 — 14t
dat at

v(t) = 18 — 4t

Para obtermos entao o valor destas velocidades, basta substituir os
valores:

v(0) =18—4x0=18m/s
v(10) =18 —4x 10 = —22 m/s

Encontramos-nos novamente com valores positivos e negativos
da velocidade. No primeiro caso, lembramos que o corpo se
encontra a uma distancia de 20 metros da origem, e no lado
positivo do eixo x. Como o valor da velocidade ¢ positivo,
concluimos que ele continua se movendo para a direita. Quando
se passaram 10 segundos, no entanto, o corpo se encontra a -500
metros e com velocidade de -22 m/s! ou seja, se afastando da
origem (como podiamos ver no grafico).

b. Esta pergunta se parece muito com aquela encontrada no item b.
Para sabermos quando o corpo inverte o sentido de movimento s
precisamos saber quando ele para!l Pois nao ¢ possivel deixar de 1r
para frente e comegar a ir para tras sem uma parada. Parar significa
ter velocidade zero:

vit) =18 —4t=0—-18=4t -t =455
Concluimos, entao, que o corpo inverte o sentido de movimento

quando 7 = 4,5 5. Novamente achamos adequado mostrar um grafico
da velocidade em func¢ao do tempo.
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Este grafico mostra que a velocidade era positiva até 4,5 segundos
apos o disparo do cronometro, quando ela se tornou zero e passou a
ser negativa. Notemos também que a velocidade esta continuamente
mudando. Isto s6 pode significar que o corpo esta sofrendo uma
aceleracao. Podemos calcula-la se utilizarmos a definicao de
aceleracao média:

Ay —22-(18)

= AT T 10-0

= —4m/s?

a. Fmalmente, apenas para confirmar o que vimos no item anterior,
a aceleracao pode ser obtida pela derivada da velocidade em relacao
a0 tempo:

dv(t) d . ,
=——=—(18-4t) =0 —4 = —4m/s*
at at
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CONCLUSAO

A utilizagao do calculo diferencial nos permitiu apreciar a beleza da
descricao dada pela cinematica ao movimento dos corpos. As equacoes
horarias assumiram uma nova face onde uma deriva da outra naturalmen-
te. Equagoes horarias que nao sao lineares no tempo foram discutidas
sem levar em considera¢ao o que causava o movimento, e, apesar disto,
foram suficientes para se descrever o mesmo movimento com riqueza de
detalhes.A diferenca entre a velocidade média e a velocidade instantanea
foi bem estabelecida, assim como os casos onde uma ¢ igual a outra. A
partir desta percepcao, foi possivel observar que, para que a velocidade
instantanea seja diferente da média, é necessatio que algum novo feno-
meno tenha influéncia neste movimento. Isto ¢ o assunto da proxima aula:
a aceleracao.

RESUMO

O estudo do movimento de um objeto real nos mostra que o conceito
de velocidade média nao é o mais adequado para descreve-lo. Um carro
que passa por uma avenida de grande movimento durante o dia e durante
a noite tera velocidades médias bastante diferentes. Esta diferenca pode
ser vista naturalmente pela presenca de outros carros durante o dia. Por
esta razao a velocidade instantanea do carro é muito parecida com a
velocidade média durante a noite, mas muito diferente durante o dia.
Para descrever a velocidade instantanea utilizamos um novo conceito
onde os intervalos de tempo e espaco se tornam infinitesimais. Quando
isto acontece, utilizamos o calculo diferencial. O calculo diferencial é
uma ferramenta matematica utilizada por todas as ciéncias para descre-
ver a taxa de variacao de uma grandeza em relagao a outra. Aqui ela é
utilizada para calcular a taxa de variacao do espago em relacao ao tem-
po para definir a velocidade e cada ponto da trajetéria. Por nao ser parte
deste curso, nao ¢ feito nenhum estudo sistematico e rigoroso de calculo
diferencial, apenas apresentamos a sua mecanica de uso, ou seja, as suas
regras basicas. A aplicacaio do mesmo conceito para a detivagao da velo-
cidade nos induz a pensar qual o significado de tal derivada. O conceito
de aceleracao fica implicito, sendo guardada a sua apresentacao formal
para a proxima aula. O movimento dos corpos e sua velocidade em fun-
¢ao do tempo podem ser descritos através de graficos, onde a relacao de
tangente com derivada foi explorada.
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PROXIMA AULA

Na proxima aula sera apresentado o conceito de aceleracao, com
enfase na aceleracao da gravidade. O movimento dos corpos quando
acelerados sera estudado em detalhe, com uma maior énfase no movi-
mento de queda livre.
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