Aula

CINEMATICA EM
DUAS DIMENSOES

META
Revisar o conceito de vetor e aplica-lo para descrever o movimento de objetos em duas
dimensdes.

OBJETIVOS

Ao final desta aula o aluno devera:
somar e subtrair vetores; multiplicar vetores por escalares; e descrever o movimento de
projéteis em duas dimensdes sem aceleragéo, utilizando vetores.

PRE-REQUISITOS

Conhecimentos de trigonometria basica e de algebra basica.

Existem médulos de criagio de planos 2D que permitem representar vistas e secgdes,
introduzir detalhes, cortar o desenho ete. (Fonte: http://www.deltacad.cs).
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INTRODUCAO

Bem-vindo, caro aluno. Hoje iniciamos uma nova fase de nos-
sos estudos. Sairemos do movimento unidimensional para alcan-
car as estrelas, ou, de uma maneira mais floreada, estudar o movi-
mento de objetos em duas e trés dimensoes (no plano e no espaco
respectivamente). Para que esta transicao seja feita suavemente,
faremos uma introducao ao estudo de vetores. Expandiremos,
nesta aula, os conceitos basicos de cinematica de uma dimensao
para duas dimensoes. Na primeira parte, lidaremos com concei-
tos de vetores e escalares e suas propriedades principais. Apesar
de uma extensao para trés dimensdes ser trivial, ela sera evita-
da. Essa extensao sobrecarregaria demais a notagao e nao adici-
onaria qualquer novidade para voce, neste momento. Na segun-
da parte, aplicaremos os conceitos e propriedades estudados de
vetores para o caso do movimento em duas dimensoes sem ace-
leracao. Esta escolha deriva da propria sistematica do curso onde
a cinematica sem aceleracao precede aquela com aceleragcao que
sera estudada na proxima aula.

(Fonte: http://www.fag.cdu.br).
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Muitas das grandezas fisicas que conhecemos tém, nao apenas
um valor numérico, mas também uma indicacao de direcao. Imagi-
ne, por exemplo, como vocé responderia a seguinte pergunta: qual
a velocidade daquele carro (um que voce esteja vendo)? Para res-
ponder, seria necessario dizer que ele tem uma velocidade de 80
km/h (magnitude) e esta indo em direcao a praia. Entendeu? Esta
e muitas outras grandezas fisicas s6 podem ser definidas quando
lhes atribuimos uma magnitude e uma dire¢ao e, nestes casos, a
grandeza ¢é representada por um zefor. Graficamente falando, um
vetor ¢ apenas uma flecha, como a mostrada abaixo que liga um
ponto O a um ponto P.

0

O comprimento da flecha esta relacionado a sua magnitude, e
a sua direcao indica a propria direcao. Note que, além da direcao, a
seta indica um sentido. Esta particularidade se tornara mais transpa-
rente logo a frente. Veja a figura abaixo, simbolizando um coelho e
uma tartaruga apostando uma corrida:

As setas indicam a velocidade dos dois animais. Pode-se ver
claramente que eles partem em direcOes distintas e tém diferentes
velocidades. O método grafico de mostrar os vetores ¢ muito util
quando queremos visualizar operacoes entre eles, mas, na maioria
dos casos, queremos apenas fazer operagoes com eles. Para isso,
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precisamos utilizar alguma simbologia que os diferencie de nume-
ros apenas. Na figura do vetor, por exemplo, a seta sal de certa
origem O e chega até o ponto P. A maneira mais simples de descre-
vet este vetor podetia setr: 9 F. Este simbolo, no entanto, ¢ utilizado
com maior freqiiéncia para designar um segmento de reta. Os sim-
bolos mais usados para descrever um vetor assumem que a origem
¢ conhecida, ou seja, eles ndicam uma magnitude, uma direcao e
um sentido com rela¢ao a uma dada origem. Neste caso estes sim-
bolos sao P ou simplesmente P (em negtito).

A primeira informacao que pode ser obtida de um vetor € a sua
magnitude, ou “modulo”: |p| = p. Nas proximas paginas, quando
definirmos uma base, ou sistema de coordenadas, teremos uma
visualizacao melhor sobre como calcular o modulo.

As operacdes que sa0 comuns com 0s NUMmeros comuns tam-
bém podem ser estendidas para os vetores, mas algumas regras sao
diferentes, como veremos mais adiantes. Para introduzi-las, no en-
tanto, vamos apresentar duas defini¢oes simples, mas importantes.

Dois vetores 4 e B serao idénticos se eles tiverem a mesma
magnitude, mesma direcao e mesmo sentido (nao importando de
onde saem e aonde chegam).

A

B

Neste caso, dizemos que A =5, ou que A=B. Para facilitar a
leitura, daqui para frente deixaremos de utilizar a simbologia que
emprega uma flecha sobre a letra para indicar um vetor. Usaremos
apenas caracteres em negtito.

Quando nos depararmos com uma expressao do tipo A=B, o
que estamos dizendo ¢ que |A|=|B|. Esta afirmacao ¢ distinta do
primeiro caso. Ela nao nos diz que os dois vetores sao iguais, mas
apenas que eles tém a mesma magnitude.

Se dois vetores tém o mesmo modulo e direcio, mas sentidos
inversos, entao A=-B.
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Com estas definicoes, podemos passar para a adi¢ao de vetores:
a soma de dois vetores A e B tem como resultado um terceiro vetor
C. Graficamente falando, a soma destes vetores correspondera ao
ponto inicial de B colocado no ponto final de A, ou vice versal

Veja: A+B=B+A=C.

A subtracao de vetores é a soma quando invertemos o sentido
do vetor, ou seja, B-A=B+(-A). E, graficamente:

B+A

Quando tratamos da multiplicacao de vetores, precisamos to-
mar um cuidado extra. Todos os numeros (que podem significar
quantidades, ou nao, mas que nao tém associados dire¢ao e senti-
do) sao conhecidos como escalares. Numeros, como 3, T, e quanti-
dades, tais como temperatura, massa e etc. sao escalares.

A multiplicagao de um vetor A por um escalar £ da outro vetor
B, de tal modo que B=KkA. Os vetores B e A tém a mesma direcio
e o mesmo sentido, mas a magnitude mudou, de tal modo que
|B|=k|A|. Na figura abaixo, mostramos um exemplo onde £=2.

B=2A
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B mmportante saber que, muitas leis que valem na algebra, tam-
bém valem na algebra vetorial. Ja vimos que a propriedade
comutativa pode ser aplicada A+B=B+A.

A propriedade associativa também pode ser aplicada:

A+B+C=A+(B+C)=(A+ B) + € = D ou, graficamente:

Para finalizar esta discussao sobre as propriedades, vamos ape-
nas mencionar algumas relacionadas a multiplicacao (onde usamos
a notagao de variaveis em negritos corresponderem a vetores, e as
outras a escalares):
® Comutativa: kKA=AKk;
¢ Associativa: (k tk )A=k Atk A;
® Distributiva: k(A+B)=kA+kB.

Agora que ja vimos as propriedades dos vetores de uma forma
grafica, vamos agora associar esses vetores a um ponto de referén-
cla, ou 2 uma base. Como nos vimos no estudo em uma dimensao,
as distancias sio sempre referenciadas a uma origem. Diziamos entao
“..no instante t=3.0 segundos, o automovel se encontrava a 7 km
da origem...”. Agora em duas e depois, em trés dimensoes, precisa-
remos de uma definicao mais sofisticada de orzger.

Definiremos a origem
a partir de um sistema de '
coordenadas retangular
(ou cartesiano) como sen-
do um ponto associado a
dois vetores unitarios e
perpendiculares entre si.
Esses vetores recebem um
nome especial: versores e
sao designados por uma
letra com um acento cit-
cunflexo: ¥, g, etc. A figu-
ra abaixo representa um |
sistema cartesiano: & A b
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Nesta figura, devemos destacar, em primeiro lugar, os eixos
cartesianos X e Y. Eles sao perpendiculares entre si e determinam
a escala usada. Vemos também os versores 2_e a_(ou e j) que
tém modulo igual a um e sio paralelas as dire¢des dos eixos
cartesianos. Temos representado também um vetor A e as suas
“componentes” A_e A . N6s podemos ver que esses componen-
tes sao escalares: sio distancias. Se noés as multiplicarmos pelos
versores correspondentes, elas se tornarao vetores.

b |

Al'a.'-t' = A.'-t'

O mesmo vale para o eixo y. Note agora que, se utilizarmos
as propriedades discutidas anteriormente, chegaremos a seguin-
te situacao:

A:‘-
Ay
a v e X

Temos agora os vetores A_e Ay. O segundo deles ou o primeiro
pode ser livremente movido, de tal modo que o colocamos onde ter-
mina o primeiro. Chegamos, entao, a um resultado muito importante:

A=Ad, +Ayd, = A+ A,

Isto significa que os vetores podem ser decompostos entre as

suas componentes!
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A primeira conseqiéncia disso é que podemos facilmente cal-
cular o médulo dos vetores aplicando o teorema de Pitagoras:
A= AT+ A5

A separacao de um vetor em suas componentes também facili-
ta as operacoes até aqui definidas. Veja:
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Entao CXZAX-FBx e Cy=Ay+By.
Fica mais facil se olharmos para uma figura como a colocada abaixo:

Y

i,
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Muito simples? Nao muito, mas com os exercicios a frente con-
seguiremos uma melhor visualizacao. Para encerrar o assunto de
vetores, vamos apenas relembrar algumas relacoes trigonométricas
adaptadas a linguagem vetorial. Isto é necessario porque, algumas
vezes, nos depararemos com situacoes em que sabemos qual é o
moédulo de um vetor e também qual é o angulo que ele faz com
algum eixo da base e, a partir deles, teremos que obter as compo-
nentes. Considere a figura abaixo:

=
A

‘\.5,_}

e

Ax

O vetor A pode ser definido por suas componentes A e AV, ou
pelo seu modulo |A| e seu angulo 6 com a horizontal. As relagoes
entre estas grandezas sao dadas pelas equagoes abaixo, provenien-
tes da trigonometria basica:

.
A= |AZ+42
N

¥

|4

sen @ =

&
cosd = —

|4

oA
tgd=-"2
20="7.

E estas relacoes levam a novas relacoes:
A, = |A|cos8
A, = |A|sent

Vamos agora fazer alguns exercicios para que os vetores tor-
nem-se um pouco mais “amigaveis”.
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ATIVIDADES

. Um vetor que sai da origem tem componentes A_ = 12 metros e
A = 15 metros. Determine o seu médulo e o ingulo que 0 mesmo
faz com o eixo V.

II. Dados os vetores: A=1.54_ —l.7éiy; B:3.2ﬁx+0.5ﬁy;C:O.lﬁx.
Calcule: D=2A-B+3C. Determine o médulo de D e o angulo que
o mesmo faz com a horizontal.

II. Para procurar um mapa do tesouro saindo de uma arvore, algumas
criangas receberam as seguintes indicagoes: caminhem 23 passos di-
retamente para o norte; caminhem agora 14 passos em uma direcao
que faz um angulo de 25° do notte para o oeste; finalmente caminhem
10 passos em uma direcao que faz um angulo de 77° do sul para o leste.
Qual ¢ a posicao do tesouro em relacao a esta arvore?

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

I. Como de costume, sera uma boa idéia prepararmos um
desenho para identificar o que sabemos e o que nao sabemos.

Este ¢ o desenho padrao de um vetor em um eixo cartesiano.
Utilizando as equagodes citadas no texto, ou mesmo o teorema
de Pitagoras podemos facilmente obter o modulo de A.

|A| =122 +15% = 19.21m
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O calculo do angulo também ¢ muito simples quando prestamos
atencao para perceber que 0 é o angulo formado entre o vetor
e o eixo X, sendo que o pedido ¢ o angulo enttre o vetor e o eixo
y. Para calcular 6 precisamos apenas das equagoes anteriores:

tg6 2y 6 = tan~ 1 Dy 51°
= —_— = = —_—
9% =7 AT

&

Mas, como mencionamos anteriormente, este nao ¢ o angulo
pedido, ¢ o seu complementar. Isto significa que a soma deste
angulo com aquele que foi pedido deve resultar em 90°.
51 +a=90— o % 39°

II. A solucao deste problema passa pela utilizacao das regras
da aritmética de vetores. Multiplicaremos os vetores por
constantes quando for o caso e, depois, fatemos as adi¢oes/
subtracoes:

2A=3.04 -3.4 ﬁy;
-B=-324 -0.5 ﬁy;
3C=0.34
D=2A-B+3C=0.1a_-3.9 ﬁy
O calculo do médulo de D e do angulo que o mesmo faz com

a horizontal fica entao muito simples, bastando aplicar as
equagoes do texto:

_ @ =}
ID| = /0.12 + (—3.9)2 ¥ 3.90 88.5
6 = tan™!—— ¥ —88.5° :

O aparecimento deste angulo |
negativo pede uma explicacao. Note |
que a componente horizontal de D ¢

positiva, mas que a componente |

L

vertical é negativa. Isto faz com que |
o vetor esteja no quarto quadrante, e

seu angulo com relacao a hotizontal

seja negativo.
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III. Para resolver este problema so6 precisamos de algebra: cada
um dos deslocamentos pode ser definido como um vetor e tudo
que temos a fazer ¢ soma-los. Como estamos tratando de pontos
cardeats, ¢ uma boa idéia apresentar uma figura:

ROETE

IFESTE LESTI

Voce pode estranhar a primeira vista potr ver que os vetores
saem todos da origem, quando na verdade um deveria sair do
final do outro. Mas, como vimos no inicio desta aula, tudo que
um vetor tem ¢ modulo, direcao e sentido, nao importando
onde ¢ colocado. Isto nos facilita muito as contas. Ja sabemos
o moédulo dos vetores e os angulos que os mesmos fazem com
os eixos cartesianos. Para determinar as componentes dos
mesmos, s6 precisaremos agora de um pouco de visualizagao e
de trigonometria. Vamos usar a notagao mais comum: j
corresponde a0 versor que aponta para o leste e j ao versor
que aponta para o leste. Sendo assim podemos esctrever os trés
vetores da seguinte forma:

A=01+24]
B = —145en25°1 + 14c0525°)
€ = 105en77°1 — 10c0s77°]

Com o auxilio de uma calculadora, chegamos aos valores:
A=07+24]

B = —5,91 + 12,7}

€=971—23]
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Obteremos o resultado final, somando as componentes e
chamando o vetor resultante de R:

R =2780+10,4]

Para podermos melhor apreciar o resultado, colocamos na figura
abaixo os vetores da maneira que estariam em um mapa e com
o vetor resultante. Note que, de fato, o vetor resultante tem
componentes positivas. Para dizer as criancas como ir
diretamente ao tesouro, poderiamos ter lhes dado diretamente
o moédulo de R e o angulo que o mesmo faz com algum ponto
cardeal. O modulo é facilmente calculado:

|R| =+/27,8% + 10,4* ~ 30 passos

Quanto ao angulo, precisamos determinar qual queremos: do
norte para leste, ou leste para norte. Pessoalmente, prefiro de
leste para norte. Assim,

R. 27,8

8 =tan~!—= = tan"1—— ¥ 70°

R, 10,4
Olhe agora a figura. Estes valores de médulo e angulo nao lhe
parecem corretos?

Agora que ja estamos bem encaminhados no estudo de vetores,
vamos analisar o movimento de objetos em duas dimensoes, mas
sem a aceleracao. Este tipo de movimento pode ser descrito em um
lugar sem gravidade ou sobre um suporte horizontal, como por exem-
plo, uma mesa. Para isto, sera necessario que ampliemos a
aplicabilidade de nossas equacoes horarias de escalares para vetores.
Visualize, abaixo, o movimento de uma particula no plano x-y:
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Esta trajetoria nao € especial em nada. Pode ser, por exemplo, a
trajetoria de um peao que foi lancado e esta prestes a cair. As forcas
envolvidas nao sao importantes para nos, neste momento, pois sé
estamos interessados na sua trajetoria. Observe, agora, a sua descri-
¢ao: em um momento 7, a particula se encontra em um ponto P e em
um tempo 7, a particula se encontra em um ponto P, O vetor r, € o
“vetot posicao” da particula no momento 7, e corresponde a um vetor
que sai da origem e termina no ponto P. Analogamente, r, represen-
ta o vetor posicao da particula no instante 7, Lembre-se de que, no
caso unidimensional, nés definimos o deslocamento como sendo a
diferenca entre a posicao inicial e a posicao final. Aqui ocorre a mes-
ma coisa, mas, 20 invés de usarmos escalates, usamos vetores:

Ar=1,—1y

Este vetor Ar ¢ chamado de vetor deslocamento, em analogia
ao deslocamento unidimensional. Nao se esqueca de que este des-
locamento ocorre em um intervalo de tempo definido: A7=7-7,. Se
no6s colocamos agora os vetores-posicao decompostos em suas Co-
ordenadas, podemos facilmente obter o vetor deslocamento.Veja:

—

H = a0+

T2 = X1+ Y]

—_— —

_.'j.'; =1, — -:r'i p— L'x': —_ xl}?"' L‘!-‘: - _‘!"11}}

Perceba que, quando o movimento é apenas no eixo x
(unidimenstonal), voltamos a antiga definigao Ax=x,-x,.
Agora que ja definimos os vetores posicao, podemos passar,

sem problemas, para a definicao das outras grandezas estudadas
até agora. Comecamos com a velocidade média:

1\_1.?} = E
Muito simples? Com certezal Mas, além disso, precisamos notar que
(1/At) é um escalar e quando o multiplicamos por um vetot obtemos
outro vetor na mesma direcao, mas com modulo diferente. Nos ja vimos
isso anteriormente. Aqui vemos que a sua aplica¢ao leva a conclusao de
que o vetor velocidade tem a mesma direcao do vetor deslocamento!
Aplicando o mesmo raciocinio do movimento unidimensional,
definimos o vetor velocidade instantanea:
. dr
U=
at
A mesma discussao do paragrafo anterior aplica-se a velocidade
instantanea. Como esta velocidade é definida em intervalos de tempo
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muito pequenos, os vetores velocidade correspondem as tangentes a
trajetoria em cada ponto da mesma. A figura abaixo ilustra este ponto:

Assim como o vetor posicao, o vetor velocidade instantanea
também pode ser decomposto em suas componentes:
dxs dy.s 5

d
= E(Xf-l_ Vi) =—i+—=]=vi+1,]

v= dt | dt

dt

De uma maneira absolutamente analoga, definimos a aceleragao
média e a aceleracao instantanea como sendo, respectivamente:

a=a.l+a,)

Depois de todas estas consideracoes, podemos agora enunciar
as equacoes horarias em suas formas vetoriais:

— =+

V= v+ at
= —_  — 1-:*41
r=rn +vﬁt+§at‘

Concordo que estas equagOes parecem assustadoras, mas voce
vera que no6s sempre trabalharemos unicamente com as componen-
tes! Todos os nossos dados serao separados em componentes e en-
tao trabalharemos mdependentemente, sera 6timo! Para isto, cons-
truimos a tabela abaixo:

Huorontal (componente x) Vertical (componente y)

Uy = Vg + 8yl Vy = Vyp + 0t
1 ) 1 |
¢ = Xg+ Vgl +a,L° vV =¥gt el + -a,t-
|_-:: = ,:'._;.: +2a,.(x—x5) iy = I'._'.‘I." + Jﬂ_.ll_l' — _'.',::t
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Podemos, entao, agora, resolver alguns problemas para ganhar
um pouco mais de intimidade com a matéria.

ATIVIDADES

I. Uma particula parte da origem no momento que um crondémetro
¢ disparado. Ela se move no plano x-y com velocidade constante
dada pelo vetor: ¢ = 4.27 + 1.8]. Determine o vetor posicio desta
particula nos instantes t=10 segundos e t=20 segundos. Determine
a distancia percorrida entre estes dois instantes.

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

I. Para este tipo de problema, nem ¢ necessario um desenho,
e ja € hora de comegarmos a trabalhar com a matematica na
certeza de que chegaremos ao resultado correto. Vamos, entao,
a interpretacao da questao. E dado um valor constante para a
velocidade e a mesma esta dividida entre duas componentes.
v=42m/se v = 1.8 m/s. Isto nos diz que a particula movet-
se-a muito mais rapidamente para a direita do que para cima.
Para obter as posicoes nos devidos instantes, tudo que temos
a fazer ¢ escrever as equagoes horarias. Como a particula parte
da origem e tem aceleracao nula:

1 bl
x(t) = xp+ vypt + Saxt? = 42t

1,
}1(t} =%o + i?}'l}t + Eﬂ‘ A0 = -l.lat

i

Entiao podemos construir uma tabelaonde colocamos os tempos
em questao e as coordenadas correspondentes:

ts) x(m) y(m)

Podemos entao agora extrair os vetores posi¢ao
correspondendo aos instantes iguais a dez e vinte segundos:
fip = 420 + 18] e 15y = 841 + 36/. A distancia entre estes dois
pontos ¢ apenas o modulo do vetor deslocamento, que ¢ dado

por: Ar=r,-r,=(84-48)i+(36-18)j
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CONCLUSAO

A utilizacao da notagao vetorial permite e facilita o estudo da
fisica em mais de uma dimensao. A maneira de descrever os vetores
varia muito. Existem as mais variadas notacoes para se simbolizar
matematicamente uma entidade que tem modulo, direcao e senti-
do. O conceito de ponto de referéncia, porém, esta intimamente
ligado aos sistemas de referéncia que servem como origem dos
vetores. Mesmo sem o ferramental da algebra vetorial, é possivel a
solucao de problemas, através de simplificacoes.

RESUMO

Certas grandezas fisicas podem ser definidas apenas através de
um numero. A unica informacao pertinente ¢ a magnitude dessa
grandeza. Estas grandezas sio chamadas de escalares. Existem
outras, no entanto, que necessitam de mais informacoes, tais como
a velocidade, a forga, etc. Neste segundo caso, precisamos de mais
informacoes, nomeadamente a direcao € o sentido. Assim, utilizamos
os vetores cujas propriedades se assemelham muito aquelas dos
escalares. Eles podem ser manipulados graficamente ou matemati-
camente. No primeiro caso, ¢ possivel uma visualizacao de suas
propriedades, mas é muito pouco pratico. A sua manipulacao mate-
matica permite a obtencao de informacoes sobre sua magnitude e
directonamento de maneira muito simples e direta. Os vetores po-
dem ser definidos matematicamente de duas maneiras: a) a partir
de seu médulo e do angulo que este vetor faz com algum eixo do
sistema de referéncia; e b) a partir das componentes do mesmo. A
divisaio em componentes permite separar 0 movimento completo
do objeto em dois, cada um deles paralelo a um dos eixos do siste-
ma de referéncia. Quando isto ¢é feito, torna-se possivel tratar um
movimento em duas dimensdes como dois movimentos
unidimensionaits, permitindo-nos, assim, utilizar o que ja foi estu-
dado sobre cinematica em uma dimensao.

PROXIMA AULA

Na proxima aula, estudaremos o movimento de projéteis,
ou seja, o movimento de corpos sob a acao da gravidade em
duas dimensoes. O movimento deste tipo ¢ conhecido como
parabolico.
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