Aula

MOVIMENTO DE PROJETEIS

META
Expandir o estudo do movimento em duas dimensfes para 0 caso de aceleracao constante;
descrever o movimento de projéteis.

OBJETIVOS

Ao final desta aula o aluno devera:

Utilizar equacdes vetoriais para descrever o movimento em duas dimensdes;
reconhecer a acelera¢do da gravidade como um vetor; e

descrever o movimento de projéteis sob a acdo da gravidade.

PRE-REQUISITOS

Conhecimento basico de vetores e de cinematica unidimensional.

(Fonte: http://geck42.0rg).
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INTRODUCAO

Bem vindos a nossa sexta aula. Acabamos de terminar nosso
primeiro quarto de curso. O restante sera tao Interessante quanto
este. Hoje nos libertamos dos exemplos pouco convincentes sobre
a sua aplicabilidade e trataremos diretamente do problema geral do
lancamento de projéteis. O Homem descobriu, desde sua infancia
antropologica, a utilidade das armas como elemento de subjugacao
da natureza e de seus pares. Na falta de um arsenal mais sofistica-
do, uma pedra ou pedaco de madeira apareciam como elementos
bastante interessantes para a consecucao de seus objetivos. O cal-
culo de risco ja fazia parte de seu mecanismo de defesa, o que o
levava a decidir qual atitude tomar diante de algumas circunstanci-
as. Verdade ou nao, nasceu, a partir de preocupacoes semelhantes,
o estudo do movimento de projétets. Na Idade Média, porém, foi
criada uma arma formidavel no ataque a fortificacoes: a catapultal
Seu mecanismo de calculo de alcance dependia das tentativas e
erros: se aumentasse a for¢a de lancamento, poderia ir mais longe
ou mais perto; dependia do angulo de lancamento. De qualquer
forma, estes dois exemplos mdicam a necessidade de um estudo
cientifico do lancamento de projétets. Ele se enquadra na cinematica
em duas dimensoes e ¢ o objeto desta aula.

(Fonte: http://upload.wikimedia.org).
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O lancamento de projétets também ¢ conhecido como lanca-
mento parabolico (como mostraremos mais a frente). O movimen-
to de projéteis estudado em nosso curso utiliza duas premissas sim-
ples, mas necessarias:

1. A aceleracao da gravidade ¢ sempre perfeitamente vertical e
tem sempre o mesmo valor, independentemente da altura e posicao
no globo;

2. A resisténcia do ar pode ser ignorada.

Em todas as nossas discussoes, dependeremos da escolha
de sistemas de referéncia para descrever os movimentos. Isto
equivale a determinar onde se encontra a origem, a partir da
qual definiremos os vetores que descrevem o movimento. Na
figura abaixo, indicamos um exemplo daquilo a que estamos
nos referindo.

A

Em certo instante no tempo, um objeto foi lancado com certa
velocidade. Depois de outro espaco de tempo, nos o localizamos e
verificamos algumas de suas caracteristicas. Neste tempo 7, pode-
mos definir:

* r = 1(7) ¢ o vetor posicao do objeto no instante 7

* v = v(?) ¢ o vetor velocidade quando o objeto esta no instante 7
* g = g(?) ¢ o vetor aceleracao da gravidade quando o objeto esta
no instante 7.

Note alguns aspectos importantes destas defini¢oes: o tempo
aparece como uma variavel independente: seja qual for o tempo,
temos alguns vetores que dependem deste tempo. Os vetores posi-
cao e velocidade mudam a cada instante. O vetor aceleracao da
gravidade, no entanto, nunca muda. Poderia se argumentar que o
seu 1nicio varia com o tempo. Se este ponto o angustia, sugiro que
releia o texto sobre vetores das aulas anteriores. Se imaginarmos
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como estes vetores variam com o tempo, podemos chegar a algu-
mas conclusdes bem interessantes. Veja a figura abaixo:

¥

h

Aqui nés podemos ver o objeto em cinco instantes diferentes,
desde o seu lancamento até o seu impacto com o chao. Os vetores,
em linha pontilhada, correspondem a aceleracao da gravidade. To-
dos eles tém a mesma magnitude, direcao e sentido. Os vetores em
linha tracejada, que correspondem a velocidade, variam em todos
os parametros, assim como os vetores em linha continua, que
correspondem ao vetor posicao. Como se trata, de qualquer modo,
de um movimento em duas dimensoes, podemos equaciona-lo com
muita simplicidade:

+ +  —+ 1,
ri)=r1y + vt + Eat‘

Esta equagao pode parecer dificil de solucionar, mas, na verda-
de, ¢ bem simples quando trabalhamos com componentes como
discutido na aula passada. Para isso, basta lembrar que cada um dos

vetores pode ser decomposto. Para tornar este conceito visualmen-
te reconhecivel, examine cuidadosamente a figura abaixo:

A
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Trata-se da mesma figura apresentada antes, com a diferenca
que agora os vetores tém angulos definidos com a horizontal (e
consequentemente com a vertical). Podemos, entao, decompor agora
todos estes vetores nas componentes x' e :

* Componente x (horizontal):

7, = [P|cosé
v, = [Plcosa

G =0
* Componente y (vertical):

ry = [Flsent
vy = [Plsena
8y =4

Devemos atentar para o fato de que as equagoes acima tratam
de valores em modulo. O sinal destas grandezas sempre dependera
dos angulos e dos sistemas de referéncia escolhidos.

O grande mérito desta separacao em componentes ¢ o de que
agora ja podemos trabalhar com as duas componentes individual-
mente, ou seja, aplicamos as equacoes de movimento para cada
uma delas:

1 -
e = The + Lﬁnxt'l'igxt‘

1 2
Ty = Tay + Vgt + Egj.t‘

Os valotes de 7, _e % dependem apenas da escolha da origem.
Os valores da aceleracao ja estao definidos com apenas uma com-
ponente vertical e, por isso, ja podemos esctrever as equagoes finais
de movimento em suas componentes (assumindo que o eixo y ¢é
vertical e cresce no sentido inverso ao da gravidade).

X = Xg+ Vgl

1 .
V= Yo + Ugyt —Eﬂf‘

E facil reconhecer estas equagoes como as do movimento
retilineo uniforme da componente x e do movimento retilineo uni-
formemente variado da componente ).

Entao, temos de fato um movimento tnico que pode ser trata-
do pela superposicao de dois outros. Passamos de um problema
bidimensional para dois unidimensionais. Apesar de parecetem in-
dependentes, estes problemas estao indexados, ou parametrizados,
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pelo tempo. Isto quer dizer que o tempo que aparece em uma equa-
¢ao ¢ 0 mesmo tempo que aparece na segunda. Sendo assim, pode-
mos isolar o tempo na primeira equacao e substitui-lo na segunda:

r:.'X'—.'X'u

Vo

X—Xg 1 X — Xy .
V="1Yo + Vgy X ) DXl
Vo 2 ox

Uma boa simplificacao desta equacao leva a algo parecido com:

y=A+EBx+ Cxt

E esta ¢ a equacao de uma parabola, explicando o nome de
movimento parabolico. Agora ja temos uma boa ferramenta para
miciar os exercicios.

ATIVIDADES

I. Uma bola ¢ lancada de tal modo que as componentes vertical e
horizontal sao 20 m/s e 40 m/s, respectivamente. Determine o
tempo total de voo e a distancia alcancada.

II. Utilizando os dados do problema anterior, assuma que uma ca-
mada de névoa de 3 metros de altura cobre todo o campo visual.
Determine o instante em que a bola sai da névoa e o instante que
ela volta a entrar na mesma. Determine, também, a distancia hoti-
zontal percorrida pela bola em cada um destes mstantes.

III. Passamos agora a um problema mais perigoso: um aluno de
fisica decide fazer um teste de seus calculos da seguinte maneira:
val tentar voar sobre um vao de 20 metros com a sua motocicleta.
Usara para isto uma plataforma de lancamento de cerca de trés
metros de altura que faz um angulo de 30° com a horizontal. Sua
aterrissagem deve ocorrer em uma segunda rampa que tem seis
metros de altura e 0 mesmo angulo com a horizontal. Qual deve ser
a sua velocidade de lancamento para que ele nao se arrebente?

IV. Um jogador de futebol chuta uma bola horizontalmente da bei-
rada de um abismo de 40 metros de altura. Se este jogador escuta o
som da bola batendo no chao cetrca de trés segundos depois, qual
era a velocidade inicial da bola? Assuma que a velocidade do som
no ar seja igual a 343 m/s.

V. Um atqueiro atira uma flecha a uma velocidade de 45 m/s fazen-
do um angulo de 50° com a horizontal; um assistente que se encon-
tra a uma distancia de 150 m do local de lancamento atira para
cima uma mac¢a com a minima velocidade necessaria para que al-
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cance a trajetoria da flecha. Determine qual ¢ a velocidade micial
da maca e quanto tempo depois do lancamento da flecha ele deve
lancar a maga para que elas se encontrem.

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

I. Este ¢ o problema padraio do movimento parabdlico. Ele
claramente nao traz informag¢oes completas sobre o evento real.
Por exemplo, nao sabemos a partir de qual altura do solo ela ¢é
atirada. Neste caso vamos assumir que a bola ¢ lancada a partir
do chao (nhao importa como isto ¢ feito, mas pode ser uma
tacada de golfe, por exemplo). Nossa primeira informacao
indica o valor das componentes da velocidade inicial: », = 20
m/s e s, =40 m/s. N6s podemos imediatamente obter o valor
do médulo da velocidade e o angulo que esta velocidade faz
com a horizontal.

Y
.
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|
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A |
-, |
V& Vi |
¢ X
Vg, 40
tgh=—2=—=2—§=634°
Vg, 20

Pl = Jod +vd = 4477
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Obtivemos, assim, o médulo e o angulo de lancamento. Isso
nos ajuda em algo? Nao, mas serve para nos dar uma 1déia um
pouco melhor de como fo1 o lancamento. Para resolver o
problema em si, nao precisavamos disso. Como discutimos no
texto, vamos dividir o problema em dois. Vamos tratar
primeiramente do movimento vertical. A razao para esta escolha
ficara mais clara mais para a frente. Vamos também definir
que o eixo y tem valores positivos para cima e negativos para
baixo. Sendo assim, a equa¢ao deste movimento ¢é:

1
vit) = 40t — Egjanﬁ

Tudo que precisamos saber esta nesta equagao: dado o tempo
sabemos exatamente onde a bola esta. Neste problema, em
particular, queremos saber quando a bola atinge o chao. Nos
nao sabemos onde ela estara, mas isso nao ¢ importante. S6
precisamos notar que, quando a bola cair ao chao novamente,
J(?) = 0. Resolvemos, entao, a equacao acima:

0 = 4ot — 4,90:% = {40 — 4,90t)¢

Essa equacao tem duas raizes: uma ¢é trivial: t = g5, e
corresponde ao instante de lancamento da bola. A outra também
¢ simples: 40 =490t -+ = 8,25 - A bola fica, portanto,
apenas 8,2 segundos no ar. Agora chegou a vez de calcular a
distancia percorrida pela bola neste intervalo de tempo. Nada
mais facil:

x{t) = 20t - x(8,2) = 20 % 8,2 = 164 m

Esta distancia percorrida pelo lancamento até a queda é
chamada de a/ance. Incidentalmente, podemos também calcular
a altura maxima alcancada pela bola. Isto pode ser feito de
varias maneiras. A mais simples leva em consideracao que esta
altura maxima sera alcancada na metade da trajetoria, que
equivale 2 metade do tempo: 4,1 segundos. A altura maxima,
entao, ¢ dada por:

vd1)=40%x41—-49%x41=144m

II. A solucao deste segundo problema passa novamente pela
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aplicacao direta das féormulas. Precisamos apenas refazer as
perguntas pensando em duas dimensoes: queremos saber
quanto tempo a bola leva para alcancar trés metros de altura.
Podemos desprezar o movimento horizontal e, assim, voltarmos
ao classico problema de queda livre:

vit) = 40t —4,90t* = 3

Esta ¢ uma simples equacao do segundo grau com raizes iguats
a 0,08 segundos e 8,08 segundos. Estes tempos claramente
referem-se a saida da regiao de neblina e a sua re-entrada,
respectivamente. De posse destes tempos, fica muito simples
determinar as distancias percorridas na horizontal,
simplesmente utilizando a equa¢ao horaria:

x(t) = 20t - x(0,08) = 1,6 m — x(8,08) = 161,6 m

Vejamos em detalhes o tamanho do desafio:
'y

Agora, sim, temos um problema interessante. Nao fazemos
men¢ao ao tempo em nenhum momento, mas ele ¢é,
naturalmente, de suma importancia. O sistema de coordenadas
foi colocado arbitrariamente no ponto de lancamento, mas isto
absolutamente nao importa (como veremos a seguir). Nos
apenas precisamos equacionar os movimentos em suas
componentes e refazer a pergunta de uma maneira que
possamos responder. Comecemos com o movimento vertical
uma vez que, como no problema anterior, a componente
horizontal nao nos interessa agora. Nos temos um problema
classico de queda livre, apesar de termos uma velocidade inicial
para cima. Vamos chamar esta quantidade vetorial de v- . Ela
faz um angulo de trinta graus com a horizontal; entao, podemos
concluir (por trigonometria) que suas componentes horizontal
e vertical sao, respectivamente;
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v, = ¥, cos30° = 0,87,

v, = Vg5en30® = 0,51,
Conhecendo nossa componente vertical da velocidade e
notando que o sentido da velocidade inicial é para cima
(positivo) e o sentido da gravidade ¢é para baixo (negativo),

podemos escrever a equagao horaria:

vit) = 0,51yt — 4,92

Podemos, agora, determinar quando o motoqueiro alcangara a
altura de seis metros (que cotresponde a um ponto trés metros
abaixo do centro de coordenadas). Matematicamente falando:

-3 = 0,50t — 4,9t7

Vimos, entao, que este tempo ja depende da velocidade
inicial, ou seja, que a velocidade inicial depende do tempo.
Mas qual ¢ o fator limitante deste tempo? Por que ele nao
pode ser um tempo qualquer? A resposta ¢ dada pelo senso
de auto-preservacao do motoqueiro: seu alcance deve ser
precisamente de 20 metros. Mas, esta equacao horaria
também ¢é simples, pois a componente horizontal da
velocidade ja é conhecida...

x(t) = 0,871t = 20

Podemos agora isolar o tempo e substituir na equagao anterior:

23 23 N
IT=T—*—3=G15L"U XT—*'I','J —

U U ‘n

Resolvendo esta simples equacao do segundo grau, temos:
Vg = 13,43. Note que esta ¢ a minima velocidade necessaria
para chegai ao limite esquerdo da rampa. Existe, no entanto,
outro limite: o maximo. Se a velocidade for maior que certo
valor, o motociclista ultrapassara o limite da rampa e caira
ditetamente no solo. O calculo é exatamente o mesmo,
trocando apenas os limites de x e y.

III. Vamos observar como o problema pode ser estudado:
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40 m

x

O problema nos diz que a bola ¢ chutada na horizontal,
portanto, a velocidade inicial na direcao y € zero. Se assumirmos
as direcoes dos eixos coordenados como sendo as usuais,
podemos equacionar o movimento horizontal como sendo:

() = 40 — 4,9¢7

Podemos, entao, calcular o tempo necessario para a bola chegar
ao chao, ou seja, quando y=0:0 = 40 — 49t3 —~ t = 2,86 5 -
Mas, o tempo que o jogador precisou esperar foi de trés
segundos, o que da uma  diferenca de
At =300—-286=0145 . Este tempo corresponde ao tempo
necessario para o som do impacto chegar (em linha reta) aos
ouvidos do jogador. Isto quer dizer que podemos calcular a
distancia percorrida pelo som, uma vez que sabemos qual ¢é a
sua velocidade:

343m _ Distancia  Distancia

s  Tempo 0,14

Temos entao, finalmente, a distancia em linha reta (hipotenusa)
que ¢ de 49 metros e a distancia vertical, de 40 metros.
Utilizando Pitagoras, determinamos, entao, qual é a distancia
hotizontal: x. (49)% = (40)% + (x)* — x = 28,3m

— Distancia = 49 m

Vepm =

Concluimos que a distancia horizontal percorrida em 2,86
segundos foi de 28,3 metros, e podemos, a partir dai, obter a
velocidade inicial na dire¢ao x, que se mantém constante
durante o movimento.
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¥(E) = vt = 28,3 = 152,86 — 1y =

IV. Este problema também ¢ muito interessante e, para a sua
solucao, sera dividido em dois. No primeiro deles,
determinaremos qual ¢ a trajetoria da flecha dada a velocidade
inicial e o angulo de tiro. Para chegar a este objetivo,
dividiremos esta velocidade inicial entre as suas componentes
vertical e hotizontal.

As componentes sao dadas pot:

Vge = VpC056 = 45c0s550% = ZSJQ?

ve5end = 455en509 = 34,5?

Vay

Os movimentos da flecha podem ser equacionados
(considerando o ponto de lancamento como sendo a origem
do sistema de coordenadas):

x(8) = 28,9t ¢ v{t) = 34,5t — 4,9¢%

Podemos, agora, determinar quanto tempo a flecha levara para
chegar a distancia horizontal de 150m:

150 = 28,9t - £ = 5,193
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Depois de decorrido este tempo, determinaremos qual ¢é a altura
da flecha (acima da cabeca do ajudante):

1(5,19) = 34,5 x 5,19 — 4,9(5,19)% = 47m

Nosso problema com a flecha esta resolvido. Estudemos agora
amaca. Nossa primeira questao ¢é: qual a menor velocidade inicial
para que a maca chegue a altura de 47 metros? Esta pergunta

pode ser facilmente respondida através da equacao de Torricelli:
m

vi=vi-2g9Ay 2 0=vf-2x 98X 47 —-v; = 30,3?

Agora o que nos resta é garantir que a flecha e a maca chegario
a este ponto ao mesmo tempo. O tempo que a flecha levara ja
foi calculado: 5,19 segundos. Precisamos, agora, perguntar qual
¢ o tempo que a maga leva para chegar aquela altura de 47
metros quando ¢ lancada a uma velocidade de 30,3 m/s. Para

1sto, s6 precisamos aplicar a equagao horaria da velocidade:
vit) = 30,3 —9,8t = 0 — t=3,10 segundos

Como os tempos de voo da flecha e da maca sao distintos,
entao precisaremos determinar a sua diferenca para saber
quanto o ajudante devera esperar antes que possa lancar a maga:

t=5,19-3,10=2,09 segundos.

CONCLUSAO

Vimos, nesta aula, que o movimento de projéteis pode ser ade-
quadamente tratado quando grandezas vetoriais, tals cOmo posi¢ao
e velocidade sao tratadas exclusivamente através de suas coorde-
nadas. Problemas de razoavel complexidade podem facilmente ser
decompostos em pares de problemas simples, onde os grandes pon-
tos de interrogacao encontram-se na cotrreta mnterpretacao das per-
guntas e na escolha bem feita de sistemas de coordenadas. Apesar
de o sistema cartesiano usual ser geralmente o mais utilizado, em
algumas situacOes ¢ mais interessante inverter os sentidos dos ei-
xos coordenados para se obter mator simplicidade.
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RESUMO

Nesta aula, tratamos sobre o problema de lancamento de pro-
jéteis. Este movimento ¢ composto por uma componente horizon-
tal e uma vertical. A estas direcoes serdo atribuidos eixos cartesianos,
que as dividirao entre componentes x e y (horizontal e vertical). O
movimento global entao podera ser estudado em suas duas compo-
nentes, individualmente, o que possibilita a solucao de pares de
problemas simples e que indicam a solu¢ao de um problema com-
plicado. O tempo ¢ mostrado como um fator de parametrizacgao,
que pode, ou nao, ser utilizado para a resolucao dos problemas.

PROXIMA AULA

Na proxima aula estudaremos o Movimento Circular Uniforme.
Serao discutidas as forcas necessarias para a manutencao de tal
movimento e como fazer para equaciona-lo.
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