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Radiacao do corpo negro

METAS:

e Introduzir os principais conceitos usados

na descricao da radiacao do corpo negro.

e Explicar as dificuldades enfrentadas pela
teoria classica na descricao da radiacao do

COrpo Negro.

e Explicar a solugao, proposta por Planck,

do problema da radiacao do corpo negro .

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:
e Usar as leis de radiacao do corpo negro.

e Explicar a solucao proposta por Planck

para o problema do corpo negro.
PRE-REQUISITOS:
e Oscilador harmonico.

e Ondas eletromagnéticas.



Radiagao do corpo negro

1.1 Introducao

No conjunto de teorias da fisica a mecanica quantica ocupa um lugar especial.
Nao se trata apenas do fato bem-conhecido de que muitas das descobertas
e das invengoes do século XX (a energia nuclear, os transistores e os lasers,
entre outros) sé se tornaram possiveis depois do desenvolvimento da visao
“quantica” sobre a realidade fisica. Outras teorias da fisica - a mecanica
Newtoniana, a termodinamica, a fisica estatistica, a eletrodinamica - também
serviam como base para um rapido progresso cientifico e tecnoldgico. No
entanto, nenhuma delas trouxe uma mudanca no pensamento fisico tao radical
e tao abrangente como aquela que acompanhou o desenvolvimento da mecéanica
quantica. Com efeito, a mecanica dos meios continuos, a eletrodinamica e, num
certo sentido, até a teoria de relatividade geral sdo baseados em fundamentos
que ainda Newton construiu. Os fisicos aprendiam como tratar sistemas cada
vez mais complexos, mas, até o final do século XIX, nao tinham muitos motivos

para questionar os conceitos fundamentais da mecanica Newtoniana.

1.2 Radiagao térmica

1.2.1 Radiagao térmica

Todo corpo com temperatura acima do zero absoluto emite radiacao eletro-
magnética. Esta radiacao, chamada radiacdo térmica, é gerada no movimento
térmico das particulas carregadas da matéria. Com efeito, toda particula car-

regada em movimento acelerado emite ondas eletromagnéticas.

Radiancia A intensidade da radiacao térmica depende da temperatura T do
corpo e, também, da natureza do corpo. A radidncia Rp é uma caracteristica

da intensidade da emissdao em funcao da temperatura 7. Ela &4 dada pela
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poténcia emitida por unidade de &rea da superficie':

poténcia emitida
Ry =

area da superficie do corpo

A radiancia cresce rapidamente quando aumenta a temperatura do corpo.

1.2.2 Distribuicao espectral da radiacao térmica

A funcao radiancia Rp é 1til no cédlculo da energia perdida por um corpo
através da radiacao térmica. No entanto, frequentemente precisamos de in-
formacoes mais detalhadas sobre a emissao. A radiacdo térmica de um corpo
consiste em varios pulsos de radiagdo emitidas pelas particulas carregadas do
corpo no movimento térmico. Essa radiacao pode ser representada por uma
superposi¢ao de ondas monocromaticas com todos os comprimentos de onda
possiveis - de zero até o infinito. Geralmente, todos os comprimentos de onda
sao emitidas - mas nao todas com a mesma intensidade. E importante co-
nhecer a distribuicao espectral da energia na radiacao térmica. O sol emite
todas as ondas do espectro eletromagnético. Mas qual a parcela da energia
das ondas na regido da luz visivel nessa radiacdo? A radidncia Ry nao traz
informacoes sobre a distribuicao espectral da energia.

No estudo de distribuicoes espectrais podemos usar o comprimento de onda
A como parametro, ou, alternativamente, a frequéncia v da onda. Com efeito,

essas grandezas sao relacionadas pela equacao
v =c, (1.1)

onde ¢ é a velocidade da luz no vécuo (suponhamos que a radiacao se propaga

no espago vazio). A func@o que usaremos na descrigao da distribui¢ao espectral

'Suponhamos que todas as partes da superficie possuem propriedades iguais. Pois fica
claro, que, no geral, a radidncia é uma caracteristica “local”. A emissao térmica pode
seguir padroes diferentes em partes diferentes do corpo se essas partes sdo pintadas em cores

diferentes, por exemplo.
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Porque definimos duas

formas da radiancia
espectral, Rr()\) e
R(v,T)? Geralmente,

em experiéncias sao
medidos os compri-
mentos de onda. Fazer
medidas diretas das
frequéncias da luz
visivel, por exemplo,
nio seria uma tarefa
facil: essas frequéncias
tém ordem de grandeza
de 10* Hz. Por outro
lado, em consideragoes
tedricas as vezes é mais

conveniente usar as
frequéncias.

da energia emitida tera, entao, duas formas nas quais varidveis espectrais sao

o comprimento de onda e a frequéncia, correspondentemente.

A radiancia espectral Rr(\) ¢é uma fungao de duas varidveis, T' e A, tal
que a poténcia da radiacao emitida por unidade de area e cujos comprimentos

de onda estao entre A\; e Ay (A1 < \g) é dada por

Rr()\) d.

Poténcia das ondas com comprimento de A2
= / (1.2)
A

1

onda entre \; e Ay por unidade de &rea.

Em particular, se AX for pequeno (e positivo), a poténcia das ondas emitidas
por unidade de area e cujos comprimentos de onda estao no intervalo de A até

A+ AX é aproximadamente igual a Rp(A\) AX. Pondo A = ¢/v na eq. (1.2),

temos
A2 Vi c\ ¢
Rr(\) dA :/ Ry (f) £ v, (1.3)
A Vo v) v?
onde?
c c
- = = 1.4
131 Al ) Vo AQ ( )
Definindo uma nova fungao R(v,T') por
c\ ¢
R, T) =R (f) £ 15
1) =R () 5 (15)
e usando as equagoes (1.2), (1.3), (1.4), temos
Poténcia das ondas com frequéncias iz
= / R(v,T) dv. (1.6)
entre 5 e 11 por unidade de area. Vo

Usaremos o mesmo nome radidncia espectral para as fungoes Ry () e R(v, T).

Verifica-se facilmente que, para Av positivo e pequeno,

Poténcia das ondas emitidas por unidade
~ R(v,T) Av. (1.7)
de area e com frequéncias entre v e v+ Av.
Obviamente, as seguintes relagoes sao validas:
oo oo
/ R(v,T)dv :/ Rr(N) d\ = Ry. (1.8)
0 0

2Note que vi > Va.
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1.2.3 Corpo negro

Em 1859, Gustav Kirchhoff mostrou que a capacidade de um corpo de emitir
radiacao eletromagnética é relacionada a capacidade do corpo de absorver
radiacao®. Um absorvedor ideal seria também o melhor emissor de radiacdo

térmica.

Corpo negro. Um sistema que absorve completamente a radiacao eletro-
magnética incidente é denominado corpo negro.

Trata-se, aparentemente, de uma idea-
lizagao. Os corpos reais refletem uma parcela
da radiacao incidente. No entanto, é possivel
construir um modelo de corpo negro. Su-
ponhamos que uma cavidade em um sélido,
mantido em temperatura 7T, esta ligada com

A ra-

o exterior por um pequeno orificio.

diacao, entrando na cavidade pelo orificio, so-

) fre multiplas reflexdes nas paredes. Em cada
Figura 1.1: Corpo negro

reflexdo uma parcela dessa radiacao é absor-

vida. Finalmente, a radiagdo que entrou pelo orificio é completamente absor-

vida pelas paredes. O orificio absorve toda a radiacao incidente comportando-

S€ COImo uim Corpo negro.

Segundo a lei de Kirchhoff, o orificio é também um emissor ideal: ele emite

como um corpo negro porque ele absorve como um corpo negro.

1.3 Radiacao de cavidade

Uma analise tedrica do modelo do corpo negro fornece a forma da radiancia

espectral Rp(\) para o corpo negro.

3Trata-se da lei da emissdo de radiacdo térmica de Kirchhoff; ver, por exemplo, GASIO-

ROWICZ, S. Quantum physics. Third edition. New York: Wiley, 2003.

O conceito de corpo ne-
gro foi introduzido por
Kirchhoff em 1860. Al-
guns corpos reais pos-
suem caracteristicas de
absorgdo e de emissao
bastante proximas as
do corpo negro. Em
2009 cientistas japone-
ses produziram um ma-
terial na base de nano-
tubos de carbono que
absorve entre 98 e 99%
da radiagéo incidente.
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Suponhamos, que as paredes da cavidade estao com temperatura T'. Es-
tabelece-se rapidamente equilibrio térmico entre as paredes e a radiacao ele-
tromagnética na cavidade. O valor da temperatura 1" determina a energia,
como também a distribuicdo espectral da energia desta radiagcdo de cavidade.

Definiremos as grandezas usadas na descricao da radiacao de cavidade.

e A densidade de energia ur da radiacao de cavidade é igual & energia da

radiagao por unidade de volume.

e A densidade espectral de energia u(v,T) definimos de modo andlogo &
radiancia espectral: a energia por unidade de volume das ondas com

frequéncias entre v e v + dv é dada por u(v,T) dv.

A distribuicao espectral da radiagdo emitida pelo orificio esta relacionada a

distribuicdo espectral da energia das ondas eletromagnéticas na cavidade, *,
R(w,T) = zu(l/, 7). (1.9)

Deste modo, a analise da distribuigao espectral da radiacao de cavidade per-
mite tirar conclusoes sobre a radiancia espectral do corpo negro.

As vezes pode ser mais conveniente usar o comprimento de onda A (e nao
a frequéncia v) como parametro espectral. A forma da densidade espectral de

energia que usaremos nesse caso ¢ dada por
ur(\) =u(=,T) = (1.10)

e, para qualquer intervalo de comprimentos de onda Ay < A < Ag, vale
A2 V1
/ up(A) dA = / u(v,T) dv,
A1 v

onde v; = ¢/ e vy = ¢/ Aa.

4Ver, por exemplo, GREINER, W. Quantum Mechanics: An Introduction, Berlin:
Springer-Verlag, 2000.
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1.3.1 A férmula de Rayleigh-Jeans

Argumentacao baseada na fisica classica foi usada por Lord Rayleigh na de-
dugao de uma férmula para a radiacao de cavidade em 1900. Cinco anos mais
tarde, uma deducgao mais completa da férmula foi apresentada por Rayleigh
e Jeans. Do ponto de vista da fisica classica, o campo eletromagnético na
cavidade é uma superposicao de ondas estaciondrias. A energia £(v) de uma
onda estaciondria com frequéncia v flutua em torno do seu valor médio &(v).

Este valor, segundo a fisica classica, ¢ dado por

E) = /Ooo EP,(E)dE (1.11)

em que P,(€) e a densidade de probabilidade® de encontrar a onda estaciondria
de frequéncia v com energia €. A densidade de probabilidade P, (&), dada pela

lei de Boltzmann, independe de v,

PE) = P(€) = —— " Lt (1.12)
e ey frmnd (& . .

Y N

em que k é a constante de Boltzmann, k = 1, 380658 x 10723 J /K. Substituindo

a eq. (1.12) na eq. (1.11), temos

E(v) = kT. (1.13)

Para uma cavidade de forma simples (um cubo, por exemplo), pode-
mos calcular o nimero de ondas estacionarias por unidade de volume e com
frequéncias no intervalo entre v e v + dv. Encontramos® que este nimero é
dado por

_ 812

Nv)dv = 3 dv.

(1.14)

5Isto &, a probabilidade de encontrar uma onda estaciondria de frequéncia v (um oscilador
de frequéncia v) com uma energia no intervalo entre £ e £ + d€ serd igual a P,(£)dE. A
probabilidade de encontrar o oscilador com energia no intervalo &1 < £ < &; serd dada pela

integral [£2 P, (€) dE.
SVer, por exemplo, EISBERG, R.; RESNICK, R. Fisica Qudntica: Atomos, moléculas,

sélidos, nicleos e particulas. Rio de Janeiro: Campus, 1979.

A flutuagdo de E(v)
se deve ao movimento
térmico dos elétrons
nas paredes da cavi-
dade. As flutuagoes
da energia total do
campo eletromagnético
na cavidade sao des-
preziveis. O papel im-
portante da interacao
dos elétrons da pa-
rede com as ondas es-
taciondrias na cavidade
estd no estabelecimento

do equilibrio térmico: a
energia média E(v) é
determinada pela tem-
peratura T das pare-
des.
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Multiplicando a densidade N (v) pela energia média £(v), obtemos a formula
de Rayleigh-Jeans para a radiacdo do corpo negro:

82

A fungao ur(A) tem a forma
8TkT
ur(h) = =35 (1.16)

Na Figura 1.2 sdo mostrados graficos da densidade espectral da radiacao de ca-
vidade (ou da radiancia espectral Rp(\) do corpo negro, sendo Rp(\) propor-
cional a up()\)) observada em experiéncias, como também o gréfico da fungao
dada na férmula de Rayleigh-Jeans. A férmula (1.16) oferece uma descrigao
razoavel da densidade espectral na regidao das frequéncias baixas (A — 00).
Mas, no geral, ela nao é compativel com os resultados das experiéncias. Mais
do que isso: a féormula de Rayleigh - Jeans leva a um resultado inesperado
e inaceitavel. Com efeito, a densidade de energia da radiacao de cavidade é

dada pela integral de uz(\):

ur = /oo UT()\) dA. (1.17)
0

No entanto, a integral da fungao ur(X), eq. (1.16), diverge! O comportamento
pouco realista de ur(A) (e, consequentemente, de Rp(\)) na regiao de altas
frequéncias (comprimentos de onda pequenos) é conhecido como a “catéstrofe

da ultravioleta”.

1.3.2 A formula de Planck

A densidade espectral u(v,T) , eq. (1.15), é dada pelo produto da densidade
espectral de ondas estaciondrias N(v) , eq. (1.14), e da energia média &(v)
de uma onda estaciondria. A teoria cldssica afirma que £(v) obedece a lei de
equiparti¢ao (1.13) e, por causa disso, independe de v. Planck deduziu, em

1900, uma outra férmula para u(v, T'). Ele ndo questionou o método de calculo
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(105 J/m*)

ur ()

Teoria cldssica (5000 K)

Figura 1.2: Densidade espetral de energia da radiacao de cavidade.

da densidade espectral N(v) das ondas estaciondrias, mas as regras cldssicas

usadas no célculo de £(v).

A hipétese de Planck. A eq. (1.11) sugere que a energia £ de uma onda
estacionaria monocromatica na cavidade pode tomar qualquer valor positivo
(tem uma integral em £ de zero até o infinito no segundo membro da equagao).
A hipdtese de Planck sugere que os valores da energia de uma onda estacionéria

monocromatica sao quantizadas, a saber:

e a energia de uma onda estaciondria de frequéncia v pode tomar apenas
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valores pertencentes a um conjunto discreto, &, &1, &, .. . ;

e os valores possiveis da energia sao dados por &, = hv (n =0,1,2,...),
em que h é uma nova constante fundamental, denominada hoje constante

de Planck.

A constante de Planck
tem dimensao de
momento angular (ou, 00
energia X  tempo). E(v) = EP(E 1.18
O wvalor é igual a ) z_: nbu(En), ( )
h=6,626x10"3* J-s. n=0

A energia média da onda estaciondria serda dada pela soma

em que a probabilidade de encontrar a onda estacionaria com energia &, é

igual a
_&n
e kT
Pyn) = ———= (1.19)
Zn:O e KT
Aparentemente, a lei de Boltzmann foi mantida (compare a eq. (1.12 com a
eq. (1.19)), mas um célculo simples mostra’, que a energia média (1.18) é igual
a

EW) = —— (1.20)

um resultado diferente do resultado cldssico (1.13).

A férmula de Planck para a densidade espectral de energia. Uma
expressao para a densidade espectral da energia u(v,T) é obtida através da

multiplicagao de £(v), eq. (1.20) por N(v), eq. (1.14):

82 h
u(p, T) = o . (1.21)
¢ exT — 1

Esta é a formula de Planck para a distribuicao espectral da radiagao de cavi-

dade. Usando a equagao (1.10), obtemos

_ 8mch 1

7 .
A5 e,\kCT —1

ur(A) (1.22)

"Ver, por exemplo, EISBERG, R .; RESNICK, R. Fisica qudntica. Rio de Janeiro: Cam-
pus, 1979.

10
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Decorre da férmula de Planck (1.21) que a radiancia espectral Rr(\) terd a

forma
2wc?h 1
Rr(\) = o —— (1.23)

A exT — 1

A integral (em A, de zero até o infinito) desta fungao existe (como, também,
existe a integral andloga da densidade espectral de energia, dada pela eq.
(1.22) ). A férmula de Planck, ao contrério da férmula de Rayleigh-Jeans,
estd livre dos problemas da “catdstrofe da ultravioleta”. A férmula de Planck
estd de acordo com a radiancia espectral do corpo negro experimentalmente
observada. Portanto, a formula de Planck explica também a lei de Stefan e a

lei de deslocamento de Wien.

A lei de Stefan. Enunciada na forma de uma lei empirica em 1879, a lei

de Stefan afirma que a radiancia integral Ry é dada pela equagao
Ry = oT?, (1.24)

onde o € a constante de Stefan — Boltzmann,

W
_ -8

g = 5, 67 x 10 m
A expressao para Rp obtida teoricamente por integragao da radidncia espectral
estd de acordo com a lei de Stefan. Com efeito,

(2m)>  k*

Sl 1.25
240 c2h3 (1.25)

RT:/ R(v,T)dv =
0

Usando as equagoes (1.24) e (1.25) podemos determinar a constante de Planck.

A lei de deslocamento de Wien. A lei de deslocamento foi deduzida por
Wien em 1893 na base de argumentos da termodindmica. A lei se refere a

posigao Apax do valor méximo no gréafico da radiancia espectral Rp(\):

b
)\max = 7
T

em que b é a constante de Wien, b=2,897 x 1072 m - K.
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A lei de deslocamento de Wien pode ser deduzida a partir da férmula de
Planck. A constante de Wien b se exprime em termos das constantes h, c e k.

O valor de b obtido estd de acordo com os resultados das experiéncias.

O espectro do corpo negro. Finalmente, medidas da densidade espectral
da energia de cavidade feitas por Coblentz em 1916 estavam de acordo com
a previsao de Planck. O valor calculado da constante de Planck era igual a

6,67 x 1073* J-s.

1.4 Conclusoes

e Todo corpo com temperatura acima do zero absoluto emite radiagao

eletromagnética.

e Um corpo que absorve toda a radiacao eletromagnética incidente é cha-

mado de corpo negro. O absorvedor perfeito é também o melhor emissor.

e As teorias da fisica classica levaram a férmula de Rayleigh-Jeans para
a emissao do corpo negro. Esta formula é incompativel com os valo-
res observados da radiancia espectral na regiao de comprimentos de
onda pequenos. Além disso, a integral da radidncia espectral tedrica

de Rayleigh-Jeans diverge.

e Planck conseguiu uma descricao correta da emissao do corpo negro na

base de uma hipétese de quantizagao da energia das ondas estacionarias.

1.5 Resumo

Introduzimos grandezas usadas na descricao da radiagao térmica: a radiancia
e a radiancia espectral. A radidncia espectral para um corpo negro é propor-
cional a densidade espectral de energia de radiacao em uma cavidade. Isso

permite a deducao de uma expressao para a radiancia espectral baseada nas
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leis da eletrodinamica e da mecanica estatistica. Mas a expressao deduzida - a
formula de Rayleigh-Jeans - é incompativel com a realidade. Planck deduziu
uma outra formula que estd de acordo com os resultados das experiéncias. As
leis de emissao do corpo negro - a lei de Stefan e a lei de deslocamento de
Wien podem ser deduzidas da formula de Planck. Mas a férmula de Planck
nao é baseada inteiramente nos conceitos da fisica classica. Planck precisou de
uma hipodtese de quantizacao da energia das ondas estaciondrias para deduzir

a férmula.

1.6 Glossario

e catéstrofe do ultravioleta

e constante de Planck

e constante de Stefan-Boltzmann

® COrpo negro

e lei de deslocamento de Wien

e lei de Stefan

e quantizacao da energia de um oscilador harmoénico

e radiacao de cavidade

e radiagdo térmica

e radiancia

e radiancia espectral
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1.7 Atividades

ATIV. 1.1. Um corpo negro com temperatura inicial de 1000 K é aquecido
até 300 K.

(a) Determine quantas vezes aumenta a radiancia Ry.
(b) Determine a variagdo de Amax-

(c) Determine quantas vezes aumenta o valor maximo da radiancia espectral

R(v,T).
ATIV. 1.2. Determine Apax para um corpo negro com temperatura de

(a) 1000 K;

(b) 2000 K;

(c) 3000 K.
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