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Aula

PRINCIPAIS CARACTERISTICAS
DO MOVIMENTO OSCILATORIO

META

Introduzir aos alunos conceitos basicos do movimento oscilatério

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera:

Descrever oscilagdes em termos de amplitude, periodo e frequéncia angular.

Fazer calculos com movimento harménico simples.

Utilizar conceitos da energia para analisar movimento harménico simples.

Reconhecer realizagdes praticas do movimento harménico simples: péndulo simples e péndulo fisico.
Analisar o que e como amortecem todas as oscilagdes reais.

Identificar caracteristicas das oscilagdes forcadas e do fenbmeno da ressonancia.

PRE-REQUISITO

Trigonometria basica; calculo diferencial basico; mecanica.
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Introducao

Todo movimento que se repete em intervalos de tempo iguais ¢ chamado de periéddico.
Podemos definir movimento oscilatorio como qualquer movimento periddico (ou
repetitivo) que se realiza em torno de uma posi¢cdo de equilibrio. A ultima se define
como uma posi¢do em que o objeto que executa o movimento ndo sente nenhuma forga.
Existem muitos tipos de movimentos oscilatérios (ou oscilagdes): corpo ligado a uma
mola, péndulo, vibragdo de corda, vibracdo de a&tomos que compdem uma molécula ou
um solido..., s3o somente alguns dos exemplos. Alguns desses movimentos s3o bem
complexos e complicados. Porém, mostra-se que todos eles podem ser analisados em
termos de oscilagdo mais simples possivel, que se chama movimento harmonico
simples (MHS). Esse fato justifica a aten¢do que daremos ao esse tipo de movimento
especifico. Comegaremos nosso estudo aprendendo exatamente as caracteristicas
principais do MHS. Depois disso, seremos mais capazes de entender e descrever
oscilagdes que acontecem na vida real: oscilagcdes amortecidas e forgadas, bem como o
fendmeno de ressonancia.

1.1 Movimento Harmonico Simples (MHS)

e Identificacdo da causa do MHS

Ao invés de definir o MHS imediatamente através das funcdes matematicas, vamos
escolher outra estratégia. Vocés ja sabem que qualquer movimento € causado por
alguma forca (segunda lei do “velho” Isaac Newton). Entdo, vamos definir o MHS a
partir da sua causa, i.e., da forca que o provoca! Para facilitar, consideraremos o
movimento de um sistema concreto: um objeto com a massa m ligado a uma mola leve,
cuja massa pode ser desprezada (figura 1.1). Imagine ainda que a superficie na qual o
objeto se move ¢ tdo lisa que podemos considerar que nio existe nenhum atrito. Assim,
a unica forga exercida sobre o objeto ¢ for¢ca da mola, F.
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Figura 1.1. O corpo ligado a uma mola movendo-se em uma superficie sem atrito. (a)
Quando o corpo se encontra a direita do equilibrio (x>0), a for¢a da mola aponta para
esquerda. (b) Quando o corpo estd em equilibrio (x=0), a forca da mola ¢ zero. (c)
Quando o corpo esté a esquerda do equilibrio (x<0), a forca da mola aponta para direita.

Quando a mola nem ¢ comprimida nem esticada, o corpo ndo sente forga e ndo se move.
Essa ¢ a posicdo de equilibrio, e por razdes praticas, sempre colocaremos nesta posicao
a origem de sistema de coordenadas. Como o movimento ocorre em uma s6 dimensao,
para descrevé-lo precisaremos somente de um eixo, X, € a posicdo de equilibrio sera
descrita com x=0. Agora use sua imaginag¢do para prever o que vai acontecer se vocé
esticasse a mola até o certo ponto x=A! Neste ponto o corpo sofre a for¢a no sentido do
ponto de equilibrio, e comeg¢a a se mover nessa dire¢do. Ficando cada vez menos
esticada, a mola exerce cada vez menor forca sobre o corpo, até que ele atinja o
equilibrio e forca se iguale a zero. O corpo passara o ponto de equilibrio devido a sua
inércia (primeira lei do “velho” Isaac Newton) e comegard a comprimir a mola
(passando para o outro lado de eixo x, x-negativo). Nesse lado o corpo sofrerd de novo a
forca em dire¢do ao ponto de equilibrio, que desta vez se opde ao seu movimento.
Finalmente, ele vai conseguir chegar até o ponto x=-A, onde vai parar num instante,
comegando o movimento na dire¢do oposta. Entdo, o corpo vai executar um movimento
oscilatério entre os pontos x=-A e x=tA sob influéncia de uma tnica for¢a que sempre
aponta para a posi¢do de equilibrio e fica mais intensa quando o corpo se encontra mais
longe dele. Esta forgca, que € proporcional ao deslocamento, chama-se forca
restauradora, pois sempre tem tendéncia de devolver o corpo a sua posi¢do de
equilibrio. Matematicamente, ela é descrita como:

F =—kx (1.1)

e ¢ ela que provoca o movimento harmonico simples! No caso do nosso exemplo corpo-
mola, a forca restauradora (1.1) é a forca eldstica da mola (obedecendo a lei de Hook).
Porém, podemos generalizar as coisas e dizer o seguinte: Qualquer que seja o sistema
observado, o objeto que se move sob influéncia de uma tnica forca restauradora
(com a forma matematica 1.1) vai executar o movimento harmonico simples.
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e Descricio matematica do MHS

Agora, sabendo qual for¢a provoca o MHS, podemos descrevé-lo matematicamente
aplicando a segunda lei de Newton.

m =—kx = =——X (1.2)
t m
Definindo:
0 =— (1.3)
m
chega-se a equacdo diferencial ordindria de segunda ordem:

2
fﬁj‘ - —’x (1.4)

cuja solug¢do é qualquer combinacdo linear das fun¢des sin(x) e cos(x), ou em forma
mais compacta:

x(t) = Acos(wt + @) (1.5)

Essa fun¢do descreve matematicamente como o deslocamento do objeto (x) que executa
MHS se comporta em fung¢do do tempo (¢). Quando ¢ cresce a fungdo cossenos muda de
um valor extremo (-1) para o outro (+1), ¢ o deslocamento x passa de —4 para +A.
Portanto, o objeto oscila entre —A e A, e nds sabemos exatamente onde ele se encontra
em qualquer instante 7!

e Caracteristicas do MHS

Vamos agora analisar a equagdo (1.5) definindo e explicando os simbolos matematicos
que aparecem l4.

e O deslocamento x(¢) frequentemente se chama elongacdo. A elongag¢do de uma

oscilagdo ¢ a distancia contada a partir da posi¢do de equilibrio em que o corpo se
encontra no instante considerado.

e 4 ¢ amplitude de oscilagdo. Define-se como mdxima elongagdo, isto é, a maior
distancia que o corpo alcanca a partir da posi¢do de equilibrio em sua oscilagao.

e ¢ ¢ constante de fase que define o deslocamento no instante t=0. Observe que sem
essa constante seria sempre x(0)= A4, i.e., no inicio da contagem de tempo o corpo se
encontraria sempre na mesma posi¢ao!

e o ¢ a frequéncia angular, uma quantidade que descreve periodicidade do movimento.

Qualquer movimento oscilatério se repete apds algum tempo que costumamos chamar o
periodo de movimento ¢ anotamos com letra T. Mais preciso, o periodo ¢ o tempo

10
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necessario para um objeto percorrer um ciclo completo de oscilagdo. No nosso exemplo
corpo-mola, ¢ o tempo preciso para que o objeto, saindo da posicdo x=A, volte a
mesma, percorrendo entdo a distancia 4A. Qualquer que seja a posi¢cdo do objeto em
algum instante 7, apdés um periodo ele se encontrard de novo na mesma posi¢do, ou
matematicamente:

x(t+T)=x(¢)
Levando em conta formula (1.5), segue:
Acos[w(t +T)+ @] = Acos(wt + @)

A equacgdo acima serd satisfeita somente se os argumentos da fung¢do cosseno estivessem
iguais ou diferenciados por 27,

= ot+T)+p=0t+@+271 = ol =2rx

ou seja,
w=— (1.6)

Agora podemos interpretar a frequéncia angular o : ela ¢ definida como a fragdo de
27 radianos percorridos pelo oscilador durante o periodo T. A unidade de @ ¢ rad/s. A
frequéncia linear f de um movimento oscilatdrio é o inverso do periodo e representa o
numero de oscilagdes realizado por unidade do tempo:

f= (1.7)

1
T
A unidade de frequéncia é o inverso da unidade de tempo, ou seja, 1/segundo. Esta

unidade ¢ também chamada de "hertz" (Hz). Eliminando 7 das equagdes (1.6) e (1.7)
podemos obter a conexao entre as frequéncias linear e angular:

=21 (1.8)

As equagdes (1.6), (1.7) e (1.8) sdo gerais e validas para qualquer movimento periddico.
No caso especifico do MHS, porém, estd valendo a equagdo (1.3) que estabelece um
resultado muito importante:

a)=\/E — T:27Z\/E — f=L K (1.9)
m k 27 \'m

Ou seja: a frequéncia e o periodo no MHS dependem somente da rigidez da forca
restauradora (medida pela constante k) e da massa do corpo, € ndo das condi¢des
iniciais do movimento (i.e., quanto a mola foi inicialmente esticada, no exemplo corpo-
mola).

11
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Sabendo como a elonga¢do depende do tempo (1.5), podemos facilmente calcular a
velocidade e a aceleracdo de um corpo que executa MHS:

v(t) = % =—wAsin(wt + @) (1.10)
d*x )
a(t)= o =—w"Acos(wt + @) (1.11)

Ambas sdo fungdes harmonicas do tempo e variam entre valores extremos:

v . =tmA=+ Ly ;oa,, :ia)zA:J_rﬁA (1.12)
m

mdix max
m

Lembre-se que velocidade e aceleragdo sdo quantidades vetoriais e o sinal negativo
perfeitamente faz sentido: ele aponta para direcdo negativa do eixo x! Como as fungdes
seno e cosseno diferem somente pela diferenca de fase (de 90°), podemos correlacionar
elongacgio, velocidade e aceleracdo do MHS e apresenta-las como na figura 1.2.

Para entender o significado dos graficos, vamos analisar as seguintes situagoes:

e cntre t = 0 e t = T/4 o corpo se move na direcdo negativa do eixo x (partindo da
posicdo x=+A para a posi¢do de equilibrio); a velocidade cresce no mesmo sentido
enquanto aceleracdo diminui. No instante t = T/4 o corpo se encontra na posi¢do de
equilibrio, sem aceleragdo (a forca € zero) e com velocidade méxima.

e cntre t = T/4 e t = T/2 o corpo continua se movendo na dire¢do negativa do eixo x; a
velocidade estd diminuindo, enquanto aceleragdo estd aumentando. No instante t = T/2
0 corpo se encontra na posi¢do de amplitude x=-A, possuindo velocidade zero e
aceleracdo maxima (devido a forga maxima).

e entre t = T/2 e t = 3T/4 o corpo se move na dire¢do positiva do eixo x; sua velocidade
cresce no mesmo sentido e sua aceleragdo decresce. No instante t = 3T/4 o corpo passa
de novo pela posi¢do do equilibrio, possuindo velocidade maxima e aceleragio zero.

e cntre t =3T/4 et = T o corpo continua se movendo na dire¢do positiva do eixo x; a

velocidade esta diminuindo e aceleragdo estd aumentando. No instante t =T o corpo se
encontra na posicdo de amplitude x=+A, executando um ciclo completo de MHS

12
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Figura 1.2. Graficos de elongacdo, velocidade e aceleragdo de um corpo que executa o
movimento harmdnico simples.

As consideragdes discutidas acima sdo feitas para um caso particular, quando o
movimento comega a partir da posi¢do da amplitude x=+A (que corresponde a condi¢do
@ = 0na equagdo (1.5)). Porém, no caso geral, usando as propriedades das fun¢des seno

e cosseno, podemos confirmar que a fase da velocidade difere da fase da elongagao por
90° enquanto a aceleragdo e elongagio estio sempre em contra-fase (diferem por 180°):

x = Acos(wt + @)
v=wAcos(wt+ ¢+ 7r/2) (1.13)
a=w"Acos(wt + @+ 1)
Observe que nas equagdes (1.13), que descrevem o MHS, a frequéncia angular o (1.3) €
caracteristica do movimento, i.e., ndo depende das condi¢des iniciais do movimento

(quanto, por exemplo, nds esticamos a mola para iniciar as oscilagdes). A amplitude A e
a constante de fase ¢, porém, dependem das condi¢des iniciais do movimento.

Exercicio: Desenhe os grdficos de x(t), v(t) e a(t) no caso das seguintes condi¢des
iniciais: x(t=0)=0 e v(t=0)=0.

e Representacio do MHS pelos fasores

13
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O MHS pode ser representado pelo movimento circular de um vetor, como
mostrado na figura 1.3.

a) x(t=0)=Acosg b) x(¢) = Acos(wt + @)

Figura 1.3: Rotacdo uniforme de um vetor com comprimento A, com velocidade
angular ®. A proje¢@o desse vetor no eixo x em qualquer instante representa o MHS
(equacao 1.5).

A relagdo entre elongacgdo, velocidade e aceleracdo de um corpo que executa o MHS, ja
discutida anteriormente, pode ser representada em termos de fasores, como na figura
1.4. Nesta figura, os trés vetores com magnitudes A, ®A e ®°A executam rotagdo
uniforme ao longo de eixo z (saindo do plano do papel para seu olho), mantendo os
angulos entre eles constantes durante a rotagdo (/2 e m, respectivamente). As proje¢des
desses vetores no eixo x representam elongagdo, velocidade e aceleragdo do MHS,
respectivamente, em qualquer instante t.

Os vetores mostrados nas figuras 1.3 ¢ 1.4 chamam-se fasores. A representacdo do
MHS em termos de fasores ¢ muito util quando € preciso combinar dois ou mais
movimentos harmoénicos, pois essa combinagdo se reduz simplesmente na adi¢do de
dois ou mais vetores.

14
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Figura 1.4: Rotacdo uniforme de vetores com comprimentos A, ®A e A com
velocidade angular o.

e Energia do movimento harmonico simples

Conhecendo as equagdes cinemadticas que descrevem o MHS (equagdes 1.5, 1.10 e
1.11), podemos agora analisar a questdo da energia envolvida no movimento. A energia
cinética varia com tempo, ja que a velocidade tem a mesma propriedade:

K(;):%mvz(t):%ma)zA2 sin’(wt + @) (1.14)

Usando a identidade trigonométrica sin’(@)+cos’(d)=1 junto com a férmula (1.5),
podemos expressar a energia cinética de outra maneira:

K()= %ma)zA2 [l—cosz(a)t + go)} = %ma)2 [Az —x’ (t)] (1.15)

que facilita a concluir que K atinge o valor maximo quando o corpo estd na posi¢do de
equilibrio (x=0), e o valor minimo (i.e., zero) nos pontos extremos do movimento
(x==%4).

A energia potencial U depende da elongacdo e também varia com tempo:

U(t):%lcxz(t):%ma)zfl2 cos’ (ot + @) (1.16)

15
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onde foi usado o fato de que k = me* pela equacdo (1.3). U(¢)atinge o valor maximo

nas posigdes extremas do corpo (amplitudes) x ==*4, e fica igual a zero quando o corpo
esta em posicao de equilibrio x=0.

A energia total do sistema ¢ a soma das energias cinética e potencial. A partir das
formulas (1.14) e (1.16) € facil verificar que:

E=K+U=%ma}2Azz%kA2 (1.17)

i.e., de que £ ndo depende do tempo. Portanto, a energia total do corpo que realiza o
MHS é constante durante o movimento. Esse resultado ¢ esperado porque a forga
restauradora € conservativa (ndo depende explicitamente do tempo), ndo existem forgas
dissipativas (como atrito, por exemplo), € consequentemente a energia mecanica deve
ser conservada (lembre-se de ligdes da mecénica). O que acontece no movimento MHS,
na verdade, ¢ a transformag@o da energia cinética em energia potencial e vice-versa,
mas de maneira que a soma dessas energias esteja constante em qualquer instante t!
Esse fato ¢ ilustrado na figura 1.5.

Figura 1.5: Energia cinética, potencial e total de um corpo que executa o MHS, como
fun¢des do deslocamento dele a partir de equilibrio. Observe que para qualquer posi¢io
x (i.e., para qualquer instante t) K+V=E.

No ponto x=A toda energia do corpo consiste apenas da energia potencial U (neste
ponto o corpo ndo se move e, portanto sua energia cinética é zero). Movendo-se para
posicdo de equilibrio (x=0), U diminui, mas K aumenta. Alcangcando ponto de
equilibrio, o corpo perde toda energia potencial que se transformou em energia cinética.
Continuando a se locomover, a energia cinética do corpo comega diminuir por conta do
aumento da energia potencial, até que corpo chegue ao ponto x=-A, onde toda energia

16
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cinética se transformou em energia potencial. O processo se repete infinitamente, ja que
ndo hd nenhum mecanismo de dissipagdo da energia.

Exemplo 1 do MHS: péndulo simples.

Um péndulo simples consiste de um corpo pontual com massa m suspenso por um fio
leve e inextensivel de comprimento L (figura 1.6).

Figura 1.6: [Ilustragdo de
movimento de um péndulo
simples e das for¢as que atuam
sobre o corpo em um ponto
arbitrario da trajetoria, descrito
pelo angulo 6.

mg cos 6

mg

Quando o péndulo ¢ deslocado da sua posi¢do de equilibrio, ele oscila sob a acdo da
forca do seu peso, apresentando um movimento periddico. O pardmetro que define a
posicdo do péndulo é o angulo 6, que € o angulo que o fio faz com a vertical. Para que
possamos descrever o movimento do péndulo, precisamos saber como este angulo muda
em fun¢do do tempo, i.e., precisamos determinar a fungdo 6(¢). A posicdo de equilibrio
¢ obviamente definida por 6=0.

Estudaremos o movimento do péndulo ao longo das dire¢des radial e tangencial. Na
auséncia do atrito do ar (que pode ser desprezado), as for¢as que agem sobre o corpo
sdo apenas duas: seu peso, mg, vertical para baixo, e a tragdo do fio T de direcdo radial e
sentido indicado na figura 1.6. Na direcdo radial a for¢ca T é equilibrada com o
componente do peso mgcosé, e, portanto ndo hd movimento. Na dire¢do tangencial a
componente do peso mgsingd sempre age na direcio de &#=0, contriria ao
deslocamento. Podemos identificar esta forca, entdo, como forca restauradora. A
segunda lei de Newton resulta em:

ma, =—mg sin 0 (1.18)

17
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2

onde g, :7, e s ¢ o arco circular percorrido pelo corpo. Quando o angulo 6 ¢
~ e d’6
pequeno, a relacdo entre ele e o arco € muito simples: s =L@ . Portanto, a, = LT’ e
(1.18) se transforma em:
2
mL =—mgsin @
dr’ g
ou:
e g .
=—2s3infd 1.19
d® L (1.19)

A equacdo (1.19) ndo ¢ a equagdo do tipo (1.4), que define o MHS, portanto devemos
concluir que o movimento que executa o péndulo simples ndo é MHS! Porém,
desenvolvendo o sin @ em série de Taylor, temos:

3 5 7
sin0:0—9—+9——0—+
315t 7!

Se o angulo @ fosse pequeno (<5%), podemos cortar a expansao e aproximar sinf ~ 6.
Neste caso, a equagao diferencial (1.19) se torna em:

d0
- :—%9 (1.20)

que ¢ exatamente a forma da equagdo que determina o MHS. Portanto, o péndulo
simples executa o MHS somente para dngulos muito pequenos! Nesse caso, podemos
escrever a solugdo da equagdo (1.20), usando analogia com equacgéo (1.5):

0@)=0,,, -cos(at+¢p) (1.21)

onde a frequéncia do movimento ¢:
g
w=,[= 1.22
i (1.22)
e o periodo:

T="2227 | (1.23)

As equagdes (1.21)-(1.23) descrevem o MHS que executa péndulo simples. A férmula
(1.21) determina o angulo @ (elonga¢do) para qualquer instante t, enquanto as formulas
(1.22) e (1.23) nos dizem que a frequéncia e o periodo do movimento ndo dependem
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nem da massa do corpo nem da amplitude, mas somente do comprimento de péndulo. A
amplitude 8 _, e a diferenca de fase ¢, porém, dependem das condi¢des iniciais do

movimento.

Exemplo 2 do MHS: o péndulo fisico.

O péndulo fisico € um corpo rigido que gira sem atrito em torno de qualquer ponto O
que ndo esteja o seu centro de massa (figura 1.7).

Pivot

Figura 1.7: Ilustracido de movimento de
um péndulo fisico e das forcas que atuam
sobre o corpo em um ponto arbitrario de
trajetoria, descrito por angulo 6.

v
mg

O movimento de um corpo rigido pode ser descrito em termos do movimento do seu
centro de massa (CM na figura 1.7), cuja distdncia a partir do ponto O é d. A
componente tangencial do peso do corpo que atua na dire¢do tangencial, sempre
direcionada para o ponto de equilibrio (€ =0), pode ser identificada como a forca
restauradora. Aplicando a segunda lei de Newton na dire¢do tangencial, temos:

la=t (1.24)

onde /¢ o momento da inércia do corpo rigido (em relagdo ao eixo que passa pelo
2

ponto O), a = ¢ a aceleracdo angular, e 7=-mgdsind ¢é o torque resultante

dr’
provocado pela forca tangencial —mgsin&. Portanto, a equacdo (1.24) se transforma
em:

d’6

1 e —mgd sin @ (1.25)
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Similarmente, como no caso do péndulo simples, essa equagdo nao ¢ do tipo da equagio
(1.4), e, portanto o péndulo fisico, em geral, ndo realiza o MHS. Mas, para angulos &
bem pequenos, sinf ~ @, e equagdo do movimento muda para:

d’o mgd
=——"— 1.26
dr’ I (1.26)

Essa equagdo ja tem a forma que define o MHS. Comparando ela com equagdo (1.4) e a
sua solugdo (1.5), chegamos a conclusdo de que o angulo & varia com o tempo de
acordo com a férmula:

0(t)=0,, cos(wt+ @) (1.27)

o= |m8d (1.28)
I
=2 _2x == (1.29)
0] mgd

Mas lembre-se sempre, as ultimas formulas sdo validas somente quando as oscilagdes
do corpo s@o bem pequenas!

com frequéncia angular

e com periodo

1.2 Oscilacoes amortecidas

Um oscilador harmoénico que executa o MHS oscilard eternamente com a mesma
amplitude, pois nunca perderd nenhuma parte da sua energia mecanica. Vocé tém que
admitir que essa situagcdo ndo ¢ muito realistica. No mundo real sempre existe algum
atrito que causa dissipagdo da energia, diminui¢cdo gradual da amplitude, e afinal acaba
com as oscilagdes. Portanto, a equa¢do do movimento (1.2), que define o MHS, ndo ¢
completa. Para que possamos descrever a situagdo real, temos que adicionar mais uma
forga ao sistema: a for¢a de atrito! A equa¢do do movimento de tal oscilador real em
uma dimensao (ao longo de direcdo x) é:

2
md—j‘z—kx—z@ (1.30)
dt dt

O primeiro termo no lado direito ¢ a nossa conhecida for¢a restauradora. O segundo
termo representa a forga do atrito, que é proporcional a velocidade do objeto (nem
sempre isso é verdade, mas frequentemente é uma aproximagdo bem razoavel). A
constante A descreve rigidez da forca do atrito, e o sinal menos significa que a forga
sempre se opde ao movimento. A equagdo (1.30) descreve o movimento de um
oscilador amortecido, cuja solucio é:
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A

(1) = Ae ' cos(wt + @) (1.31)

A
onde x(¢)¢ a elongagdo, e Ae w' ¢ a amplitude de oscila¢do. Veja que a amplitude ndo
¢ constante, mas diminui com tempo com a taxa proporcional a A4, que é a constante
que define o amortecimento do sistema (figura 1.8). A frequéncia angular das
oscilagdes amortecidas:

o= o —(LJ (1.32)

2m

¢ menor do que a frequéncia das oscilagdes harmonicas (i.e., MHS):

@, = ,|—
m

que a partir de agora chamaremos de frequéncia natural de oscilagdo do objeto (pois
depende somente da massa e da rigidez da forca eléstica, e ndo depende das condigdes
externas, como, por exemplo, atrito).

0 r\ I\Vf\ f\v..ﬂ {

Figura 1.8: Elonga¢do de um objeto que executa oscilagdes amortecidas em fungdo do
tempo. A amplitude decai exponencialmente, e depois algum tempo o movimento se
encerra.

A frequéncia de oscilagdo @ de um oscilador amortecido depende da sua frequéncia
natural @,, bem como da relagdo entre essa frequéncia e o amortecimento A.

Analisando a formula (1.32), podemos concluir que @ pode atingir o valor zero
quando:
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1.e., com a condicdo de:

A =2Jkm (1.33)

A partir da formula (1.33), podemos distinguir trés situacdes diferentes.

1.) Quando A < 2+/km acontece um amortecimento subcritico, ou sub-amortecimento.
Objeto realiza varias oscilagdes com frequéncia @ determinada pela formula (1.32). A
amplitude de oscilagcdo diminui exponencialmente, como € mostrado na figura 1.8.

2.) Quando A =2+km e w=0 acontece o amortecimento critico. O objeto deslocado
do equilibrio retorna para o ultimo sem oscilar!

3.) Quando A >2+km, acontece um super-amortecimento. O objeto deslocado do
equilibrio retorna para o ultimo ainda mais lentamente do que no caso do
amortecimento critico.

As trés situagdes sdo representadas na figura 1.9.

X

Figura 1.9: Elonga¢do de um objeto que executa oscilagdes amortecidas, em fun¢do do
tempo. (a) oscilacdes sub-amortecidas, (b) oscilacdes com amortecimento critico e (c)
oscilagdes com super-amortecimento. Nos casos (b) e (¢) ndo existe nenhuma
frequéncia angular associada ao movimento.

A energia mecanica de um oscilador amortecido ndo se conserva durante o tempo, como
no caso de um oscilador harménico (MHS). A taxa da perda dessa energia pode ser
avaliada a partir do seguinte célculo.
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E= %mv2 +%kx2 (energia total = energia cinética + energia potencial) (1.34)

Diferenciando a expressao acima pelo tempo, segue:

d—E:mvﬂ+kx@=mva+kxv:v(ma+kx) (1.35)
dt dt dt

Sabendo que a equacdo de movimento do oscilador amortecido é:
ma =—kx—Av = ma+kx =—-Av
e substituindo ultima expressdo em (1.35), chegamos a seguinte formula:

dE
— == (1.36)
dt

A formula (1.36) descreve a taxa da perda de energia mecanica E, e expressa o fato de
que a energia do oscilador amortecido constantemente diminui, qualquer que esteja sua
velocidade, positiva ou negativa!

Muitos exemplos de oscilagdes amortecidas encontram-se no nosso dia-dia. As vezes,
elas ndo sdo desejadas (ndo queremos que as vibragdes das cordas do violdo ou diapasio
sejam amortecidas). As vezes, elas sdo indispensaveis, como no exemplo do
amortecedor de um carro.

1.3 Oscilacoes forcadas e o fenomeno da ressonancia

Se um oscilador amortecido é deixado livre, ele vai parar de oscilar depois de algum
tempo devido a dissipacdo da sua energia mecanica. Porém, € possivel compensar a
perda dessa energia aplicando uma forga externa, i.e., fazendo acoplamento do oscilador
a um sistema que lhe forneca energia. Vocé ja deve ter passado pela experiéncia de
empurrar um balango com algum primo seu sentado nele. No inicio o balango nao
responde de forma satisfatoria (tem que se fazer muita forga), mas apds certo intervalo
de tempo o balango comeca a oscilar da forma desejada, e vocé tem que aplicar somente
uma forca pequena de vez em quando para manter a amplitude de oscilagdo. Na
verdade, vocé aplicou uma forga externa periodica a balanca, transformando-a em um
oscilador forg¢ado!

Em geral, um oscilador forcado ¢ definido como um oscilador real (amortecido),
impulsionado por uma forga externa periodica, que pode ser descrita por:

F(t)=F,sinwt (1.37)

O movimento desse sistema ¢ determinado pela seguinte equagdo diferencial (segunda
lei de Newton):
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m

2
df:—kx—z@+F0smwz (1.38)
dt dt

O primeiro termo no lado direito representa a forga restauradora (eldstica), o segundo
termo descreve a for¢a do atrito (que amortece as oscilagdes), e o terceiro termo € a
forca externa periddica que bombeia periodicamente a energia para o sistema, com uma
frequéncia angular @. O sinal positivo da for¢a periddica significa que esta forca
sempre age em favor do movimento, e ndo se opde a ele. A solugdo da equagdo (1.38):

x(t) = Acos(wt + @) (1.39)

determina a elongacdo do oscilador for¢ado em funcdo do tempo, cuja forma
matematica nos revela imediatamente dois fatos importantes.

(1) O objeto oscila com a mesma frequéncia @ da forga externa. Esse fato ocorre no
regime estacionario do movimento, apds algum tempo inicial necessario para que esse
regime seja alcangado.

(2) A amplitude de oscilagdo ¢ constante (ndo muda com tempo como no caso das
oscilagdes amortecidas). Esse fato permite que oscilagdes forgadas possam ser
consideradas em termos de movimento harmoénico simples. Porém, neste caso a
magnitude de amplitude depende de muitos outros fatores:

Fy/m

\/(0)2 - )2 +(Ae/m)’

A=

(1.40)

1.e., da amplitude da for¢a externa, da massa, da frequéncia natural do oscilador e do
amortecimento, como pode ser visto a partir da féormula (1.40). O fato mais interessante
que esta formula revela ¢ a possibilidade de que a amplitude A das oscilagdes seja
tremendamente aumentada sob determinadas condi¢des. Veja bem o que aconteceria se
a frequéncia wda forga externa fosse proxima a frequéncia natural @, do oscilador e o

amortecimento A do sistema fosse pequeno. Nesse caso o denominador da férmula
(1.40) torna-se muito pequeno e, consequentemente, a amplitude A4 torna-se muito
grande! Digamos que a forca externa entrou em ressonancia com oscilador, aumentando
espetacularmente a amplitude das suas oscilagdes. O efeito se chama simplesmente
ressonancia.

Representagdo grafica da equacdo (1.40) ¢ mostrada na figura 1.10. O aumento
significativo de amplitude ocorre somente quando a frequéncia da forca externa esta
proxima da frequéncia natural do oscilador. A forma da curva A(w) depende da
magnitude de amortecimento do sistema A. Ela se torna mais larga a medida que o
amortecimento aumenta.

24



Principais caracteristicas do movimento oscilatério

Aula

w

0

Figura 1.10: Amplitude das oscilacdes forcadas em fung¢ao da frequéncia da forca
externa.

O fendmeno da ressondncia tem muitas implicagdes na nossa vida cotidiana. Aqui nds
vamos mencionar somente dois exemplos, mas vocé deve se lembrar de muitos outros.

Exemplo 1: terremotos

Quando ocorre um terremoto, o que causa a destruicdo das casas, prédios, estradas,
pontes e outras estruturas feitas por homem? Exatamente a ressonincia. Quando a terra
comega a vibrar, ela forga as estruturas a vibrarem também com a mesma frequéncia. A
forga da terra comporta-se como uma for¢a periodica externa aplicada a um oscilador
real (prédio, por exemplo). Se a for¢a da terra tivesse uma frequéncia proxima a
frequéncia natural do prédio, o prédio comecaria vibrar com amplitude tdo alta que a
estrutura ndo aguentaria: o prédio iria desabar! Por causa disso, a estrutura de casas e,
especialmente, prédios ndo pode ter frequéncia natural perto da frequéncia da vibracdo
da terra no terremoto (que ¢ aproximadamente 1-15 Hz). Além disso, é preciso
incorporar amortecimento suficiente nessas estruturas, pois o grande amortecimento
causa diminui¢do da amplitude de oscilagdo. Projetando as casas e prédios, os arquitetos
e engenheiros t€ém que levar em conta seriamente esses fatos!

Exemplo 2: pontes

Vocé ja sabia que os soldados sdo proibidos de desfilar em marcha sobre as pontes?
Vocé sabe qual ¢ a razdo? De novo por causa do efeito da ressonancia! Em 1831 uma
ponte na Inglaterra caiu enquanto um regimento de soldados marchava em cima dela. A
frequéncia da marcha era proxima da frequéncia natural da vibracdo da ponte. Ainda
mais famoso ¢ o exemplo da queda da ponte “Tacoma” nos Estados Unidos no ano de
1940. A queda foi provocada por um vento forte que causou turbuléncias e vortices de
ar com frequéncia préxima a frequéncia natural da vibragdo da ponte (veja a Fig. 1.1).
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Figura 1.11: O colapso da ponte “Tacoma Narrows” nos Estados Unidos provocada
pelos ventos fortes. Fonte: http://www.enm.bris.ac.uk.

Se estiver interessado, vocé pode achar na internet os videos da queda dessa ponte.
Basta entrar no “Google” ou outro navegador, colocar “Tacoma bridge” (ponte Tacoma
em inglés), pressionar a tecla “Enter”, que vai sair muita coisa!
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EXERCICIOS

Descri¢ao matematica do movimento harmonico simples

1. Um arqueiro puxa a corda de seu arco para tras 0,400 m exercendo uma for¢a na
corda que aumenta uniformemente de zero a 230 N. (a) Qual ¢ a constante de for¢a
equivalente do arco? (b) Quanto trabalho o arqueiro realiza ao puxar o arco?

2. Deixa-se cair uma bola de uma altura de 4,00 m. Ela faz uma colisdo perfeitamente
elastica com o solo. Supondo que nenhuma energia é perdida devido a resisténcia do ar,
(a) demonstre que o movimento que se segue ¢ periddico, (b) determine o periodo do
movimento. (¢) O movimento é harmonico simples? Explique.

(a) No comego (t=0), a energia mecanica

Resposta ) :
total da bola é a sua energia potencial mgL .

Quando a bola cai e toca no chdo (x=0), essa
energia ¢ completamente transformada em
energia cinética. Depois da colisdo, quando a
bola comeca subir, essa energia cinética é de
novo transformada em energia potencial.
L (&= 0) Qual altura a bola vai atingir? A mesma do
comeco, L, pois ndo ha nenhuma perda de
energia total, e a bola vai parar quando toda
energia cinética se transformar em energia

Y mﬂ potencial mgL! Entdo, a bola vai cair da

altura L e depois da colisdo com chio voltara

A O R i Y a essa mesma altura. O processo vai se

0 repetir infinitamente, i.e., 0 movimento &
periodico!

(b) O periodo 7'do movimento € o tempo
que a bola precisa para cair e voltar a altura L. Como o tempo de caida da bola (7,)

¢ igual ao tempo de subida (z,), T =2-7,. Aplicando segunda lei de Newton para
obter equagao do movimento, segue:
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d’x
o g (ED)
Integrando duas vezes essa equagdo:

dx
m—=—mgt+c E2
% gt +¢ (E2)

1
mx=—§mgt2 +ct+c, (E3)

As constantes ¢, € ¢, podem ser determinadas a partir das condig¢des iniciais: ¢ =0

= x=L,v=dx/dt=0: ¢, =0 e mL=c,. Portanto, E3 se transforma em:
1 .
mx = —Emgt2 +mL ie.,
x(t)=L- 1 t?
5 4
Agora, quando t=¢, x=0:

x(¢,)=0 :L—%gtf

= t=—==|— ie., T= |—

Como L=4,00me g = 9.81m/s2 , 0 periodo do movimento ¢ 7 =1.81s.

(c) O movimento ndo é MHS, pois néo existe forca restauradora (equagdo E1.1 ndo
tem a forma da equacdo que determina MHS).

3. A posi¢do de uma particula ¢ dada pela expressdo x = (4,00 m)cos(3,007¢+ ),

onde x estd em metros e ¢ em segundos. Determine (a) a frequéncia e o periodo do
movimento, (b) a amplitude do movimento, (c) a constante da fase e (d) a posi¢do da
particulaem 7=0,250s.

Resposta

Comparando a posi¢do da particula com a expressdo geral (1.5):
x(t)= Acos(wt+¢), podemos concluir que: A=4.00m, @=37 rad/s e
@ = r rad . Portanto:

(a) f:ﬁ:M;]_SHZ; T:l: 1_120.67S
27 2mrad f 1.5s

(b) A=4.00m

(¢) p=rmrad
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(d) x(t=0.2505) = (4.00m)cos(3r-0.250 + ) = (4.00 m) cos(%fr) =2.83m

4. Uma particula realiza um movimento harménico simples com uma frequéncia de
3,00 Hz ¢ uma amplitude de 5,00 cm. (a) Qual ¢ a distdncia total que a particula
percorre durante um ciclo de seu movimento? (b) Qual a sua velocidade maxima? Onde
ela ocorre? (c) Encontre a aceleragdo maxima da particula. Em que ponto do movimento
ocorre a aceleragdo maxima?

Resposta
(a) 4x5.0cm=20.0cm

®) v, :a)-A:27zf-A:2-3,14rad-3,001-0,05m:0,94ﬂ; ocorre na posi¢ao
s s

de equilibrio.

©) a,=0Ad=Q2rf) -4=17,75 Sﬂz; ocotre nos pontos extremos

5. Em um motor, um pistdo oscila com movimento harmoénico simples de maneira que
sua posigdo varie de acordo com a expressdo x = (5,00 cm)cos(2f+ 7/6), em que X esta
em centimetros e t em segundos. Em t = 0 encontre (a) a posi¢do da particula, (b) sua
velocidade, e (c) sua acelerag@o. (d) Encontre o periodo e a amplitude do movimento.

6. Uma mola estica 3,90 cm quando um corpo de 10,0 g € pendurado nela em repouso.
Se esse corpo for substituido por um corpo de 25,0 g colocado em movimento
harmonico simples, calcule o periodo do movimento.

Resposta

2 /

Ll Para calcular o periodo 7 = T o % , onde
@
m, =0,025kg, precisamos encontrar a constante
da mola k. Isso pode ser feito a partir da condicdo
de equilibrio da mola: a for¢ca do peso do corpo
(atuando para baixo) se iguala a forca restauradora,
0 - Ef = O que atua para cima. Entdo:
10 KX, mg=kx, =
2
9 pomg _0.010kg-981m/s” o kg

. m,g %, 0,039 m 5
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Portanto:  T'=2.3,14. | 2025k _ ¢ 3
2,51kg/s

7. Uma particula que se move ao longo do eixo x em movimento harmodnico simples
parte de sua posi¢do do equilibrio, a origem, em t = 0 ¢ move-se para a direita. A
amplitude de seu movimento ¢ 2,00 cm e a frequéncia ¢ 1,50 Hz (a) Demonstre que a
posicdo da particula é dada por x =(2,00 cm)sen(3,007¢). Determine (b) a velocidade

maxima e o primeiro instante (t> 0) no qual a particula tem esta velocidade, (c) a acele-
racdo maxima e o primeiro instante (t> 0) em que a particula tem esta aceleracdo, e (d) a
distancia total percorrida entre t =0 e t= 1,00 s.

8. Um corpo de 7,00 kg ¢ pendurado da extremidade inferior de uma mola vertical
presa a um suporte acima dela. O corpo € posto em oscilagdes verticais que tém um
periodo de 2,60 s. Encontre a constante da for¢ca da mola.

9. A posi¢do inicial e a velocidade inicial de um corpo realizando um movimento
harmoénico simples sdo x;, v,, e a,; a frequéncia angular da oscilagio ¢ w. (a)
Demonstre que a posicdo e a velocidade do corpo para qualquer tempo podem ser
escritas como

V.
x(¢) = x, cos wt + (—’j senwt
10

v(t) = —x,wsenwt + v, cos ot

(Dica: em vez de considerar a elongagdo na forma x(¢z) = Acos(wt+ @) e procurar
constantes 4 e ¢, considere a elongacdo na forma x(z)= Acos(wt)+ Bsen(wt)e
procure as constantes 4 € B a partir das condi¢des iniciais do movimento. As duas

formas da elonga¢do sdo equivalentes, i.e., a segunda forma também ¢ solugdo da
equacdo 1.4 que define o MHS.)
(b) Se a amplitude do movimento for A, demonstre que

2 2 2 42
Vi—ax=v, —ax,=w A

(Dica: neste caso use a primeira forma matematica de elonga¢do do MHS).
Energia no movimento harménico simples

10. Um automoével que tem uma massa de 1000 kg é dirigido contra uma parede de
tijolo em um teste de seguranga. O amortecedor se comporta como uma mola com

constante de 5,00x10° N/m e se comprime 3,16 cm enquanto o carro atinge o repouso.

Qual era a velocidade do carro antes do impacto supondo que a energia mecanica do
carro se mantém constante durante o impacto contra a parede?

Resposta
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Antes do impacto, o carro tinha energia E, = Emv2 , que € somente energia cinetica.
Depois do impacto, quando atinge o repouso, a energia do carro é somente

: . 1 . :
potencial, com magnitude E,=—kx;, onde x, é 3,16cm. Como a energia
2

A . 1 1
mecénica se manteve durante o impacto, E, = E, e, portanto: Emv2 =—kx§ =

v=\/E-xo :2,23ﬁ
m s

11. Um bloco de massa desconhecida ¢ unido a uma mola com uma constante de forca
de 6,50 N/m e realiza movimento harmdnico simples com uma amplitude de 10,0 cm.
Quando o bloco estd no meio do caminho entre sua posi¢do do equilibrio € o ponto
final, sua velocidade medida ¢ de 30,0 cm/s. Calcule (a) a massa do bloco, (b) o periodo
do movimento e (c) a aceleragdo maxima do bloco.

Resposta
. , , 1, 1 N )
Energia total do oscilador ¢&: E=EkA =5~6,5—-(0,10m) =0,0325J. Essa
m

energia permanece constante durante o movimento. Quando a posi¢do do oscilador €

) , cm . .
de x,=5,00cm, sua velocidade ¢ de v, =30 — e sua energia total ¢, claro,
s

E =0,0325J . Entao:

E:lkA2 :l/bco2 +lmv§
2 2 2

e resolvendo essa equagdo por m , achamos que massa do bloco ¢ m=0,542kg .

(b) T:2—7[:27r\/E=1,81s
1) k

© a :w2A2£A21’20?

max
m

12. Um bloco de 200 g estd unido a uma mola horizontal e executa o movimento
harmonico simples em uma superficie sem atrito com um periodo de 0,250 s. Se a
energia total do sistema ¢ de 2,00 J, encontre (a) a constante de forca da mola e (b) a
amplitude do movimento.

13. Um sistema mola-bloco oscila com uma amplitude de 3,50 cm. Se a constante de
forga ¢ 250 N/m e a massa ¢ 0,500 kg, determine (a) a energia mecanica do sistema, (b)
a velocidade maxima do bloco e (¢) a aceleracdo maxima.

14. Um bloco de 50,0 g conectado a uma mola com uma constante de for¢a de 35,0

N/m oscila sobre uma superficie horizontal sem atrito com uma amplitude de 4,00 cm.
Encontre (a) a energia total do sistema e (b) a velocidade do bloco quando o
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deslocamento ¢ de 1,00 cm. Encontre (c) a energia cinética e (d) a energia potencial
quando o deslocamento ¢ de 3,00 cm.

15. Um bloco de 2,00 kg ¢ unido a uma mola e colocado em uma superficie horizontal
lisa. Uma forga horizontal de 20,0 N € necessaria para manter o bloco em repouso quan-
do ¢ puxado 0,200 m de sua posi¢do de equilibrio. O bloco ¢ liberado agora do repouso
a partir deste ponto e realiza subsequentemente um movimento harmoénico simples.
Encontre (a) a constante de for¢a da mola, (b) a frequéncia das oscilagdes e (c) a
velocidade maxima do bloco. Onde ocorre essa velocidade maxima? (d) Encontre a ace-
leracdo méaxima do bloco. Onde ela ocorre? (e) Encontre a energia total do sistema
oscilante. Encontre (f) a velocidade e (g) a aceleragdo quando a posi¢do se iguala a um
ter¢o do valor maximo.

Resposta
A situagdo inicial €
mostrada na figura do lado.
Como o sistema estd em
KXo FE repouso, ha equilibrio entre
£ e — as forgas atuando no bloco:
- . a forga externa (F,) se
-J‘afmm m ‘ iguala a for¢a restauradora
'r,rf.rrz r.r;:r,r? L e FP—— ‘:.'! (kxo) Comooblocoé
e . .
' X liberado a partir deste
! Xo ponto, a distdncia x, serd
X = O igual a amplitude 4 do
EQUILIBRIO movimento harmonico
simples.
F. 2
() F,=hkx, = k=—+L= 0.0¥ =100,0E
x, 0,2m m

(b) 6z)=27zf:\/z = fzi\/E=1,l3Hz
m 27 \'m

(©) Vo =wA=21f-4=2-3,14-1,135"" -0,2m=1,42ﬂ; ocorre no ponto x=0.
s

d) ap =@ A=(27f) - A= 10,07@; ocorre nos pontos extremos x =+ 4.
S

(e) E =%ch2 =2,00J

. A . . .
(f) A posigdo é: x :g =0,067m; nesta posi¢do a soma das energias potencial e

cinética do bloco ¢ igual a energia total:
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et -t o s 5(A2—x2)=1,33ﬂ
2 2 2 m Ky

. A . . A
(g) Na posicdo x = 3 o bloco sente a for¢a cuja intensidade ¢ |F | =kx = k; . Pela
segunda lei de Newton, a aceleracdo do bloco nesta posi¢ao €:

N
100—-0,2
|F|:kA: OOm 0,2m

a= _— = —_
m 3m 3-2,0kg s

Péndulo simples e fisico

16. Um péndulo simples tem uma massa de 0,250 kg e um comprimento de 1,00 m. Ele
¢ deslocado por um angulo de 15,0° e entdo liberado. Calcule (a) a velocidade maxima,
(b) a aceleragdo angular maxima e (c) a forca restauradora maxima.

Resposta

Vamos considerar que o movimento do péndulo seja o MHS (embora o angulo
inicial ndo seja muito pequeno). Nesse caso, o angulo que o fio do péndulo faz com
a vertical muda com tempo da seguinte maneira:

() =0, cos(wr)

onde o 6, =15" e a constante de fase é zero (porque quando =0, =6__).

max

(a) A relagdo entre a velocidade linear (v) e a velocidade angular (Q) ¢ a seguinte:

v=L-Q=L ? =-L-w0  sen(wt). Portanto, a velocidade maxima é:
!

V... =Lw6_ . Para calcular essa velocidade, sabemos que a frequéncia angular do
péndulo ¢ @w=./g/L, e precisamos expressar 6, _em radianos. O ultimo pode ser
feito a partir da regra de trés: 180° corresponde ao 7 radianos, entio 15°
180" 15° 15
= — f— X = 0 .
V4 X 180
0...=0,26rad . Agora temos todos os ingredientes para calcular a velocidade

corresponde a x radianos. Portanto:

T, 1le.,

maxima:

v :L-\/%-é?max - Jg-L-6,, =[9,815-1,00m-0,26 = 0,81
S S

2

d-o .
(b) A aceleragdo angular é: o = o =-w0, cos(wt). A aceleragdio mixima ¢,

rad

portanto: a,, = @’6, 2% O = 2,55 —.
s
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(c) A forca restauradora € igual a: F =mgsen(d)~mg@, para angulos € pequenos.
Portanto, a forca maxima é:

F,. =mg6,. =0,250kg-9,812--0,26rad = 0,64 N .
S

max

17. A posi¢do angular de um péndulo simples é representada pela equagio
6 =(0,320rad)coswt , onde € estd em radianos ¢ @ = 4,43 rad/s. Determine o periodo

e o comprimento do péndulo.

18. Uma particula de massa m desliza sem atrito dentro de uma cavidade hemisférica de
raio R. Demonstre que se a particula parte do repouso com um pequeno deslocamento
da posi¢do de equilibrio, ela se move em movimento harmonico simples com frequéncia

angular igual a de um péndulo simples de comprimento R (isto €, @ =/g/R ).

Resposta

A unica for¢a que atua na particula

» ¢ o seu peso mg. O movimento
/ ocorre na dire¢do tangencial da
' curva da cavidade. Projetando a

N forca do peso nessa diregdo,
R g~ R podemos aplicar a segunda lei de
Newton:

|
I
| ma, =—mg sen(0)
I
I d’s
dr
tangencial, definida como segunda
il / derivada temporal do arco circular
4 s percorrido pela particula. Como

#m 5
J ro = a-rl?

onde a ¢ aceleragdo

! ;'maﬁnﬁ

2 2

equag¢do do movimento fica: R CZI 20 =—gsen(d), i.e. Oc]ltf =—%sen(¢9). Para o 6
t

pequeno, sen(f)~€, e a equagdo se torna a equagdo que define MHS, com

frequéncia angular w = \/% .

19. Um péndulo fisico na forma de corpo plano realiza movimento harménico simples
com uma frequéncia de 0,450 Hz. Se o péndulo tem uma massa de 2,20 kg e o pivo esta
localizado a 0,350 m do centro de massa, determine o momento da inércia do péndulo
ao redor do pivo.
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Oscilacoes amortecidas

20. Um péndulo com um comprimento de 1,00 m ¢ liberado de um angulo inicial de
15,0°. Apos 1000 s, sua amplitude foi reduzida pelo atrito a 5,50°. Qual ¢ o valor de
A2m?

Resposta

A
Amplitude diminui com tempo da seguinte maneira: A(¢) = A(0)-e 2" .
A
e JAD Lo A A0 A 1 1A
A(0) 2m A(0) 2m t | A(t)
A

Como 7 =1000s,4(0)=15" ¢ A(t=1000s)=5,5" = 2—:0,001s-1
m

Oscilacoes forcadas

21. Um corpo de 2,00 kg unido a uma mola ¢ impulsionado por uma forca externa dada
por F =(3,00 N)cos(2xt). Se a constante de forca da mola é 20,0 N/m, determine (a) o

periodo e (b) a amplitude do movimento. (Dica: suponha que nio existe amortecimento,
istoé,que 4 =0).

Resposta

A for¢a externa tem forma F(¢)=F|, cos(wt). Portanto, a amplitude da forca &

F, =3,00N e a sua frequéncia angular ¢ @ =27zrad|/s.

(a) A frequéncia angular do corpo ¢ igual a frequéncia angular da forca externa. O
2z _ 2nrad

periodo é: T = =1,00s
® 2rradls
: . F,/m o

(b) A amplitude ¢é: 4= = Sabendo que a frequéncia natural do
(a) —a)o) +| —
m

2

oscilador ¢ @; =£ = 20N/m =10, OO(ﬁJ ,equea A=0, todos os parametros

m  2,00kg S

na férmula da amplitude ficam conhecidos.

22. O amortecimento ¢ desprezivel para um corpo de 0,150 kg pendurado em uma mola
leve de 6,30 N/m. O sistema ¢ impulsionado por uma forca oscilante com uma ampli-
tude de 1,70 N. Em que frequéncia a forca fard a massa vibrar com uma amplitude de
0,440 m?
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Resumo da aula

Movimento que se repete em intervalos de tempo iguais ¢ chamado de periddico.
Movimento oscilatéorio ¢ o movimento peridodico que se realiza em torno de uma
posicdo de equilibrio. Movimento harmonico simples (MHS) ¢ um movimento
oscilatorio que é descrito em termos de fungdes harmonicas, i.e., o deslocamento, a
velocidade e a aceleragdo do objeto que executa o MHS sdo fun¢des senoidais do
tempo.

x(t) = Acos(wt + @)

dx .
N=—=—wA { +
V( ) ” 0] sm(a) @)

2
a(t) = % =—w’ Acos(wt + @)

A forga que causa o MHS se chama forga restauradora e tem forma: F = —kx

A frequéncia angular, a frequéncia e o periodo em MHS dependem somente da massa
do objeto m e da constante da mola & :

O LS Ny L TzizzﬂJE
m 2 27 \m f k

A energia total no MHS se conserva e pode ser expressa em termos da constante da
mola e da amplitude:

lm?:lmwﬂlehﬁ

E=K+U=—m+L
2 2 2 2

O deslocamento de um oscilador amortecido tem a seguinte forma:

A
x(t)= Ae * cos(wt + @)

2
. A . g . k
Sua frequéncia angular @ =, |@] —(2—j ¢ diferente da frequéncia natural @, =,|—.
m m

A amplitude das oscilagdes diminui com tempo, com uma taxa que depende do
amortecimento do sistema A. A energia do sistema se dissipa, diminuindo com a taxa
dE

— =,

dt
Um oscilador real (amortecido), impulsionado por uma forga externa periddica
F(t)=F,sinwt executa oscilacdes forcadas. O deslocamento do objeto é:

36



Principais caracteristicas do movimento oscilatério

Aula

x(t) = Acos(wt + @)

onde a frequéncia angular do movimento @ ¢ igual a frequéncia angular da forca
externa. A amplitude das oscilagdes forcadas é dada pela férmula:

Fyjm

\/(a)2 - )2 +(Ae/m)’

A=

Quando a frequéncia @ da for¢a externa se aproxima a frequéncia natural @, do

oscilador, e o amortecimento A do sistema for pequeno, ocorre um fendmeno chamado
ressonancia: a amplitude das oscila¢cdes aumenta espetacularmente, mesmo aplicando
uma forca externa modesta.

Conclusao

Nessa aula apreendemos a reconhecer, descrever e analisar o0 movimento oscilatorio.
Este tipo de movimento ocorre frequentemente na natureza e é bastante utilizado em
nosso dia-dia. Ele também esta intimamente conectado com o movimento ondulatério,
como veremos nas proximas aulas.

Informacgoes sobre a proxima aula

Na proxima aula comegaremos a estudar as caracteristicas do movimento ondulatorio.
Investigaremos como se propaga uma onda mecéanica através de um meio material.
Veremos que o movimento oscilatério estd intimamente conectado com o movimento
ondulatorio, pois as particulas do meio realizam oscilagdes durante a passagem de uma
onda. Entdo, aprenda bem o material dessa aula, pois vamos usé-lo durante todo curso!
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