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METAS:

e Mostrar as dificuldades enfrentadas pela
fisica classica na explicacdo da estabili-
dade dos atomos e da estrutura dos espec-

tros atoémicos.

e Introduzir o modelo de Bohr para o atomo

de um elétron.

e Introduzir as regras de quantizagao de

Wilson-Sommerfeld.
e Introduzir as ondas de de Broglie.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:
e explicar o modelo de Bohr para o dtomo;

e usar o modelo de Bohr na resolugao de pro-

blemas;

e usar as regras de quantizacao de Wilson-
Sommerfeld para determinar o espectro de

energia.
PRE-REQUISITOS:
e Radiagao do corpo negro.
e Dindmica do movimento circular.
e Conservagao da energia.

e Propagacao de ondas.



Introdugao a Mecanica Quantica

3.1 Introducao

O nome teoria quantica antiga é atribuido a uma colecao de resultados tedricos
obtidos no periodo entre o inicio do século XX e os anos 1924-25. Essa colecao
nunca chegou a ser uma teoria completa e logicamente satisfatéria. A teo-
ria quantica antiga simplesmente adiciona ao conjunto de equagoes da teoria
classica algumas equacoes novas - regras de quantizacdo. Esse “defeito” da teo-
ria antiga é, também, uma vantagem. Utilizando ferramentas simples, a teoria
antiga consegue “explicar” a quantizacao de energia de sistemas de particulas
em estados ligados como também varias outras propriedades dos sistemas. As
previsoes quantitativas e, entre elas, os valores de energia dos estados ligados,
s@o proximos aos valores “exatos” (calculados com os métodos da mecanica

quantica) e, as vezes até coincidem com os valores “exatos”.

3.2 O modelo de Bohr para o atomo

3.2.1 O atomo de Rutherford e o problema de estabilidade

No inicio do século XX os fisicos ja sabiam que o d4tomo contem elétrons -
particulas com carga negativa e com massa muito menor do que a massa do
préprio dtomo. Sendo esse ultimo um sistema neutro, onde estava no atomo
a carga positiva? Experiéncias feitas por Rutherford em 1912 mostraram que
dentro do atomo existe um nicleo, isto é, uma particula com massa quase

igual a massa total do atomo e que, além disso,

e possui carga positiva (igual ao médulo da carga total de todos os elétrons

do dtomo),

e tem diametro muito menor do que o diametro do atomo.

As forgas de Coulomb entre os elétrons do 4&tomo e o nticleo podem manter os
elétrons em uma regiao limitada do espago ao redor do nticleo. No entanto, se-

gundo a eletrodinamica classica, os elétrons em movimento acelerado emitirao
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ondas eletromagnéticas. Perdendo energia, os elétrons cairao sobre o nicleo
(um “colapso” do atomo). Estimativas para o tempo necessério para esse co-
lapso ocorrer deram em uma ordem de grandeza de 10~'2 s - algo incompativel
com a estabilidade dos dtomos observada. A teoria cldssica ndo era capaz de

explicar a estabilidade dos dtomos.

3.2.2 Espectros de linhas

Espectros de emissao Atomos podem emitir radiagao eletromagnética.
Emissao por atomos livres podemos observar, por exemplo, causando uma
descarga elétrica em um gds monoatémico. Experiéncias desse tipo mostra-
ram que nao todos os comprimentos de onda estao presentes no espectro de

emissao de atomos de uma dada espécie. No equipamento tipico usado na

Prisma.

Tubo

Figura 3.1: Equipamento usado na medicao de espectros atomicos.

medicao de espectros atémicos, a luz emitida por atomos (excitados por uma
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descarga elétrica em um tubo contendo gds monoatomico), depois de atraves-
sar um prisma (ou passar por uma rede de difragao), incide sobre uma chapa
fotografica. Na chapa s@o observadas linhas separados por intervalos de com-
primentos de onda nos quais nao ha emissao. Diz-se que o espectro de emissao
de atomos livres é um espectro de linhas. O conjunto dos comprimentos de
onda (respectivamente, o conjunto das frequéncias) emitidas por atomos de

um elemento sao capazes de emitir é o espectro de emissdo do elemento.

Espectros de absorcao Quais os comprimentos de onda da radiacao ele-
tromagnética que os atomos de uma dado elemento sao capazes de absorver?
Uma fonte de radiacao com espectro continuo pode ser usada para analisar o
espectro de absor¢cao de atomos livres. Depois de passar por uma regiao onde
tem gds monoatomico, a radiagdo passa por um prisma (ou, por uma rede de
difragao) e incide sobre uma chapa fotografica. E observada auséncia de cer-
tos comprimentos de onda. Esses comprimentos de onda (“linhas espectrais”)
formam o espectro de absorcao do gds. Assim como o espectro de emissao,
o espectro de absor¢do é um espectro de linhas. As linhas no espectro de

absorcao sao exatamente as encontradas no espectro de emissao.

.

E impossivel explicar a forma dos espectros atéomicos baseando-se nas te-
orias da fisica classica. No modelo de Rutherford, cada elétron no atomo esté
em um movimento periédico, girando em torno do nicleo. Segundo a eletro-
dinamica cléssica, ele emitird ondas com frequéncias multiplas da frequéncia
do movimento do elétron. Perdendo energia com a emissao, o elétron deveria
descer para orbitas mais baixas emitindo ondas de frequéncias maiores. Deste
modo, o espectro de emissao de um grande conjunto de atomos deveria conter
“todas as frequéncias”. Nao foi isso que as experiéncias mostraram. Nota-
mos que a ideia dos fétons, sem alguma modificacdo das leis da mecénica de
particulas no 4&tomo, ndo podera resolver o problema. A explicagao tedrica da

emissao dos dtomos era um problema da mecéanica das particulas de matéria
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que fazem parte do dtomo.

3.2.3 O espectro do hidrogénio
A férmula de Rydberg

O espectro do hidrogénio é mais simples do que os espectros dos outros ele-
mentos (isto é “natural” pois o 4&tomo do hidrogénio possui um tnico elétron).
Uma férmula empirica proposta pelo fisico sueco Johannes Rydberg em 1888
representava 1/, onde A é o comprimento de onda da linha espectral, na
forma de diferenca de dois termos,

1 1 1

N Ry (nQ - n’2> ) (3.1)
em que n e n’ sao inteiros positivos, n’ > n, e Ry é uma constante, chamada

constante de Rydberg,

Ry = 10967757,6 1,2 m™ L. (3.2)

Séries de linhas espectrais

As linhas espectrais do hidrogénio sdo agrupadas em séries. Cada série cor-

responde a um dado valor do nimero n na férmula de Rydberg (3.1).

Série de Lyman (nl) . As linhas espectrais dessa série estdo na regiao
ultravioleta do espectro eletromagnético.

As linhas da série de Lyman sdo indicadas por letras gregas. A linha de maior
comprimento de onda é a linha Lyman-« (ou, simplesmente, Ly-«), a préxima
¢é a linha Ly-3, etc. Um sistema de notagao andlogo é usado para cada uma
das outras séries de linhas espectrais do hidrogénio. As linhas da série de
Lyman convergem ao valor

1
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Figura 3.2: Série de Lyman. Fonte: http://en.wikipedia.org/wiki/File:

LymanSeries.svg .

Série de Balmer (n = 2). Os comprimentos de onda da série de Balmer

sao dadas pela férmula

1 1 1

A maior parte das linhas da série de Balmer estdo na regiao da luz visivel.
Quando n’ cresce, o comprimento de onda se aproxima a
4
Aoo = — = 365 nm. (3.5)
Ry
Linhas espectrais na regiao infravermelha. A série que corresponde a

n = 3 é chamada série de Paschen. Sao conhecidas também as séries de

Brackett (n = 4), Pfund (n = 5), Humphreys (n = 6) e outras (n > 6).

3.2.4 O modelo de Bohr

Um passo importante no desenvolvimento da teoria quantica foi o modelo
do atomo do hidrogénio proposto por Niels Bohr em 1913. Para construir o

modelo, Bohr adicionou as leis da mecanica classica os postulados a seguir.
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Os postulados de Bohr.

1. O elétron no atomo do hidrogénio se move ao longo de uma érbita circular

sob a influéncia da forga de Coulomb exercida pelo nicleo do atomo.

2. Nao todas as orbitas circulares sao possiveis mas somente aquelas nas
quais o momento angular L do 4tomo é um multiplo inteiro da constante

de Planck A dividida por 2.

3. Enquanto esta se movendo em uma dessas orbitas o elétron nao emite e

a energia do atomo permanece constante.

4. O atomo emite um féton quando ocorre uma transicao do elétron para
uma Orbita de energia mais baixa. A energia do féton emitido é igual
a diferenca entre a energia do estado do atomo antes da transicao e a

energia do atomo no estado final.

A teoria de Bohr

A teoria de Bohr é aplicdvel a dtomos de um tnico elétron. Um exemplo é o
hidrogénio, mas o atomo do hélio ionizado ou o dtomo duplamente ionizado
do litio sao também atomos de um tnico elétron. Consideremos um atomo
desse tipo no qual a carga do nticleo ¢ igual a Ze, onde e é o médulo da carga
do elétron e Z é um inteiro positivo. Sendo a massa do niicleo M muito maior
do que a massa do elétron m, seria uma aproximacao razodvel admitir que o
nicleo estd em repouso num referencial inercial. Segundo o primeiro postulado
de Bohr, o elétron estd se movendo ao longo de uma érbita circular cujo centro
coincide com a posi¢do do nicleo. A forga de Coulomb de médulo

Ze?
 dwegr?’

onde r é a distancia entre o elétron e o nicleo (o raio da 6rbita), faz o papel

de forca centripeta, logo
Z€2 = meUZ; (36)

Amegr? r
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Esta equacao possui uma familia de solugoes. Com efeito, para cada valor

positivo de r podemos determinar, usando a eq. (3.6), um valor de v. Porem,

o momento angular L na teoria de Bohr é quantizado: o médulo do momento
angular pode ser apenas um multiplo inteiro de h/(27). Para o elétron em

movimento circular uniforme,
L = meor.

Portanto, o segundo postulado de Bohr adiciona a eq. (3.6) uma outra equagao,

mevr = nh, (3.7)
onde a constante
h
=5 (3.8)

também é chamada constante de Planck e o nimero n, chamado numero
quantico, pode tomar valores inteiros positivos. Para um dado valor de n,

o sistema das equacoes (3.6), (3.7) possui uma (e somente uma) solucdo, a

saber
dreoh? 4 Zer 1
= — = .= 3.9
n meZe? " Un dmegh n (3.9)
n=12,...

O raio da primeira érbita r; para o hidrogénio (Z = 1), denotado por ag, é

chamado raio de Bohr

Amegh?
ag =

(3.10)

mee2
Calculando a energia total do sistema (a soma da energia cinética e da
energia potencial), encontramos
meZ%et 1

rE =— .
" (4meg)?2h?  n?’

(3.11)

A energia do atomo no modelo de Bohr é quantizada: a energia pode tomar

somente valores pertencentes a um conjunto discreto.

A quantizagdo do momento angular implica na quantizagao da energia do

atomo.
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Niveis de energia. Os valores da energia dos estados do atomo sdo chama-
dos niveis de energia e sao frequentemente representados em um diagrama -
o diagrama dos niveis de energia. No modelo de Bohr, a cada nivel de energia
corresponde um estado. O estado com energia mais baixa é chamado estado
fundamental e todos os outros estados sao estados excitados.

Podemos nos referir aos estados de duas maneiras diferentes. O estado
fundamental (n = 1) é chamado também “primeiro estado, o primeiro estado

excitado (n = 2) é o “segundo estado”, etc.

Transi¢coes. Um atomo em um estado excitado pode sofrer uma transigao
para um estado de energia mais baixa. Suponhamos que, inicialmente, o
elétron estd no nivel de energia n; > 1. Na teoria de Bohr, a transicao é
uma mudanga brusca do movimento do elétron no dtomo. O atomo repentina-
mente passa para um nivel de energia n;y < n;, movendo se, apos da transicao,
ao longo de uma ¢rbita de raio r;,,. Como a energia é conservada, um féton

de energia £ é emitido, de tal modo que
En, +& = Enp,. (3.12)

Substituindo as expressoes para E,; e E;, nessa equagao e usando a relacao

E = he/ A, obtemos

Z%* 1 h Z%et 1
—L;Q'T+£:_L;Q'ﬁ- (3.13)
(4me)?2h* ny A (4meg)?2h?  n;
Usando essa equagao, exprimimos 1/\ como
1 o 1 1
f %
onde )
1 mee4
= —) = 1
Hoo <47T€0> dmh3e (3:15)

Para Z = 1, esta equagao é idéntica a férmula de Rydberg (3.1) se R« for igual

a Rp. O calculo de R, levou a um valor bem préoximo ao valor experimental
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de Rpg. O modelo de Bohr oferece uma boa descrigao do espectro de emissao

do hidrogénio.

Figura 3.3: Transicao do atomo do segundo nivel excitado para o primeiro

nivel exitado.

Se um atomo em nivel n for atingido por um féton de energia £ igual a
diferenca E, — E,, onde n/ é um nivel de energia mais alto do que n, o 4tomo
pode sofrer uma transicao para o nivel n’.

Obviamente os comprimentos de onda das linhas no espectro de absorgao
vao coincidir com os comprimentos de onda das linhas de emissao correspon-

dentes.

3.2.5 Corregao para a massa nuclear finita.

A massa do nicleo atomico M ¢é muito maior que a massa do elétron m,
mas nao ¢ infinita. O centro de massa do atomo (e nao o nucleo!) estd em

movimento retilineo uniforme. No referencial de centro de massa, o problema
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se reduz ao problema de movimento num campo de Coulomb de uma particula

com a massa reduzida
Mm,

= —. 3.16
M + me ( )

I

A correcao é simples: é necessario substituir m por u nas equagoes. Em

particular, a constante R, é substituida pela constante de Rydberg para um

RM:< ! )2 pe’ (3.17)

ey ) 4mhdc

e a equagao (3.14) ¢é substituida pela equagao

nucleo de massa M

1 1 1
~=RuyZ’| = -=1. 3.18

Com a corregao para a massa nuclear finita melhora a precisao na descrigao

espectro do hidrogénio no modelo de Bohr®.

3.3 Regras de quantizacao

A regra de quantizacao (3.7) no modelo de Bohr foi generalizada por para
sistemas mais gerais em movimento periddico por Wilson e Sommerfeld. Su-
ponhamos que a descricao da posicao de um tal sistema e feita através de
N coordenadas q1,q2,...,qN € sejam pi,p2,...,pN 0S momentos conjugados
as coordenadas. As regras de quantizagdo associam a cada par coordenada-

momento ¢;, p; (i =1,2,...) uma condi¢do quantica

%pid%' = n;h, (3.19)

onde h é a constante de Planck, n; é um numero quantico que pode tomar
somente valores inteiros e a integral é tomada sobre um periodo da coordenada
qi-

O exemplo simples a seguir mostra como as regras de quantizacao sao

usadas.

8EISBERG, R.; RESNICK, R. Fisica Qudntica: Atomos, moléculas, sdlidos, nicleos e
particulas. Rio de Janeiro: Campus, 1979, p. 146
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Exemplo 3.1. Consideremos um oscilador harmoénico com constante k e

massa m. A solucdo geral da equacido de movimento

d*x
é dada por
x = Acos(wt + ¢), (3.21)

onde A é a amplitude do movimento, ¢ é a fase inicial e w = (/k/m é a
frequéncia angular. Na mecanica classica sao possiveis movimentos om todas

as amplitudes. Mostraremos que a condi¢ao quéntica

fpdx =nh (3.22)

seleciona um conjunto discreto de amplitudes.
Usando o tempo como variavel independente, representamos a integral na
condi¢ao quantica (3.22) por uma integral sobre o intervalo de tempo 0 < ¢t <

T, onde T' = 27 /w é o periodo das oscilagoes:
T
dx
dr = — dt.
7{ re /0 "t
Usando as equagoes (3.21) e
p = —mwAsen(wt + ¢),
e avaliando a integral, temos
1 2
pdr = EmwA .

Substituimos a expressao na condigdo quantica (3.22) e resolvemos a equagao

para A. A cada valor inteiro ndo-negativo do niimero quantico n é associado

Ay = )2 (3.23)
mw

Sendo a energia do oscilador igual a

um valor da amplitude,

1
E = _kA?
2 )
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obtemos para os niveis de energia do oscilador
E,, = nhw, n=12,.... (3.24)

Mostraremos mais tarde que a resposta da mecanica quantica para os niveis
de energia é diferente. Porem, encontramos na expressao (3.24) uma carac-
teristica importante dos niveis de energia do oscilador harmoénico: eles sao

igualmente espagados.

3.4 Ondas de de Broglie

Na fisica classica, a radiacao eletromagnética é tratada em termos de ondas.
Einstein associou quanta de luz (denominados fétons mais tarde) & uma onda
eletromagnética. Em varios aspectos, os fétons sao parecidos com as particulas
da mecanica classica. O féton possui energia e momento linear, este 1ltimo
igual a

v _h

- (3.25)

p c A

A radiacéao eletromagnética é uma onda eletromagnética e, por outro lado, um
feixe de fétons. Em 1923, Louis de Broglie propos associar ondas as particulas
de matéria. O comprimento de onda A e a frequéncia v da onda associada a
uma particula com momento linear p e energia E sao dadas pelas equagoes de
de Broglie

A=—, v=—. (3.26)

A hipétese de de Broglie tinha um cardcter universal: ondas foram associadas
a todos os objetos materiais. Porém, para corpos que nao sao microparticulas,
o comprimento de onda de de Broglie é desprezivelmente pequeno. Isto explica
porque nao sao observadas propriedades ondulatérias no movimento de objetos

na vida cotidiana.

Exemplo 3.2. Qual o comprimento de onda de de Broglie para um corpo de

massa m = 1,0 kg em movimento com velocidade v = 1,0 m/s? Encontramos
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um valor desprezivelmente pequeno:

h 6,626 x 1073 J.s

A= L —
mu 1,0kg-1,0 m/s

=6,6 x 1073* m.

As propriedades ondulatérias dos elétrons foram confirmadas em expe-
riéncias realizadas por Davisson e Germer em 1927. O espalhamento de
elétrons com um determinado valor de energia por um cristal de niquel apre-
sentou um quadro de difracao semelhante ao quadro de difracao de raios X
nas experiéncias de Bragg. O comprimento de onda de de Broglie para um
elétron do feixe nas experiéncias de Davisson e Germer estava de acordo com
a distribuicao angular observada dos elétrons espalhados na rede cristalina do

niquel.

Exemplo 3.3. Antes de serem jogados para a superficie do cristal de niquel,
os elétrons nas experiéncias de Davisson e Germer sao acelerados por uma
diferenca de potencial igual a V = 54 V. Encontraremos o comprimento de
onda de de Broglie associada a esses elétrons.

A energia cinética do elétron depois da aceleragao ¢é igual a
K=eV =>54¢eV=2864x10"187J.
O momento linear do elétron e igual a
p=V2mK = 3,96 x 10724 kg - ?

Para o comprimento de onda de de Broglie obtemos

h 6,626 x 107 J.
p 3,96 x 10-24 kg -

A= =1,67x107"%m=1,67 A.

w|8| w

O comprimento de onda de de Broglie dos elétrons é da ordem de grandeza

da distancia entre dois atomos vizinhos no cristal de niquel.

A interpretagdo dada por de Broglie as ondas de matéria era diferente da
interpretacao da funcao de onda na mecanica quantica moderna. Porém, a
hipétese de de Broglie contribuiu muito para a descoberta de uma das princi-

pais ferramentas da mecanica quantica - a equagao de Schrédinger.
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3.5 A necessidade de uma nova mecanica

A antiga teoria quantica foi bem sucedida. A descricao precisa do espectro do
hidrogénio foi apenas um dos resultados importantes dessa teoria. As regras
de quantizagao de Bohr-Wilson-Sommerfeld se mostraram muito eficientes no
estudo de dtomos de um unico elétron. Também é possivel tratar, de forma
aproximada, atomos de elementos alcalinos, pois estes tem um tnico elétron
na ultima camada. No entanto, a antiga teoria quéantica deixa sem resposta

varias perguntas importantes. Em particular, essa teoria

e ndo pode resolver o problema dos estados de um &tomo com dois (ou

mais) elétrons;

e nao oferece métodos para o célculo das taxas de transicao (nimeros das

transigoes por unidade de tempo em um conjunto de dtomos excitados).

Como as virtudes (a simplicidade, entre outras) tanto as limitagoes da antiga
teoria quantica tém a mesma origem: essa teoria adiciona as equagcoes de movi-
mento classicas (simples e de facil interpretacao) certas regras de quantizagao.
Essa abordagem gera contradigoes. Com efeito, um dos postulados de Bohr
estabelece que o 4tomo nao emite quando o elétron esta em movimento ao
longo de uma 6rbita de Bohr - em contradi¢ao com as leis da eletrodindmica
cléssica. Uma teoria coerente para o movimento das microparticulas s6 podia

ser baseada em principios novos.

3.6 Conclusoes

e O espectros de emissao e de absor¢ao de um gds monoatéomico sdo es-

pectros de linhas.

e As teorias da fisica classica nao oferecem explicagoes satisfatérias para a

estabilidade dos dtomos e, também, para a forma dos espectros atéomicos.



Introdugao a Mecanica Quantica

e No modelo de atomo de Bohr certos postulados sdao adicionados as equa-

¢oes classicas de movimento do elétron no atomo.
e Um dos postulados ¢é a regra de quantizacao do momento angular.
e O modelo de Bohr explica os espectros de atomos de um elétron.

e Uma generalizagao da regra de quantizacao de Bohr é aplicavel a sistemas

mais gerais em movimento periédico.

e De Broglie associou uma onda a uma particula de matéria em movi-

mento.

e Experiéncias confirmaram que o movimento de particulas de matéria

possui certos aspectos ondulatérios.

3.7 Resumo

Apos uma discussdao da forma dos espectros dos atomos e, em particular,
dos atomos com um unico elétron, sao introduzidas os postulados do modelo
de Bohr. A quantizacdo da energia no modelo de Bohr em decorréncia da
quantizacao do momento angular é obtida. Mostramos que o modelo de Bohr
proporciona uma excelente descricao do espectro do hidrogénio. Introduzimos
as regras de quantizacao de Wilson-Sommerfeld como uma generalizagao da

regra de quantizacao de Bohr. Introduzimos a hipétese de de Broglie.

3.8 Glossario

constante de Rydberg

espectro de absorcao

espectro de emissao

espectro de linhas
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e estado excitado

e estado fundamental

e formula de Rydberg

e modelo de Bohr

e ondas de matéria

e niveis de energia

e nicleo do atomo

e quantizacao da energia
e quantizagao do momento angular
e raio de Bohr

e série de Balmer

e teoria quantica antiga

3.9 Atividades

ATIV. 3.1. Em 1885, Johann Balmer propds a seguinte férmula para os
comprimentos de onda das linhas do espectro do hidrogénio na regiao da luz

visivel:

n2

A=3646 5,  n=34... (3.27)

n2
Mostre que estes comprimentos de onda sdo os mesmos obtidos da férmula de
Rydberg para m = 2, eq. (3.4).
ATIV. 3.2. Mostre que os comprimentos de onda das linhas da série de

Lyman convergem ao valor dado na eq. (3.3).

ATIV. 3.3. Ache a linha espectral de maior comprimento na série de Balmer.
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Resposta: 656 nm.

ATIV. 3.4. Resolva o sistema de equagoes (3.6) e (3.7).
ATIV. 3.5. Calcule a energia cinética do atomo do hidrogénio no n-ésimo

estado do modelo de Bohr.

. Z2 4 1
Resposta: (4’:60)625 o3

ATIV. 3.6. Ache a energia potencial do dtomo do hidrogénio no n-ésimo

estado do modelo de Bohr.

X 22 4 1
Resposta: —ﬁg o3
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