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METAS:

e Introduzir a linguagem da mecanica

quantica.

e Introduzir as relagoes de incerteza de Hei-

senberg.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

e usar a linguagem bésica da mecanica

quantica;
e calcular valores esperados;
e calcular incertezas.

PRE-REQUISITOS:

e vetores;

produto escalar;

Ondas de De Broglie.

e equagao de Schrédinger;

equacao de Schrodinger independente do

tempo.



Introdugao a Mecanica Quantica

5.1 Introducao

Nesta aula vamos introduzir a linguagem bésica da mecanica quantica. Vamos
também “explicar” esta linguagem relacionando as construcoes abstratas com
os possiveis resultados de experiéncias em um laboratério. Finalmente, mos-
traremos como as relagoes de incerteza - um elemento inevitavel da mecanica
o - o .
quantica - sdo interpretadas e usadas. A “linguagem natural da mecénica

712 na abordagem de Schrodinger!® é a édlgebra linear. Sem divida,

quantica
conhecimentos prévios em algebra linear sao desejaveis. Porem, o pre-requisito
realmente indispensavel para que uma pessoa comecasse usar a linguagem
bésica da mecanica quantica é mais um certo numero limitado de defini¢Ges
do que os teoremas e toda a estrutura légica da algebra linear. Vamos evitar,
na medida do possivel, referencias a teoremas matematicos. O que justifica
uma abordagem deste tipo é que a mecanica quantica (como qualquer outra

teoria da fisica) nao se reduz a um ramo da matematica aplicada. Os valores

da prépria teoria quantica estarao em primeiro plano.

Usaremos como exemplo o sistema mais simples - uma particula em um
espaco de dimensao um - para explicar a estrutura e a linguagem da mecanica
quantica. As generalizagoes para sistemas mais complexos (particula em um

espaco de dimensao trés, sistemas de muitas particulas) sdo, geralmente, ébvias.

O esquema geral da mecanica quantica é baseada em um conjunto de pos-
tulados. Nao é possivel deduzir os postulados. Tentaremos apresentar argu-
mentagao tornando os postulados plausiveis. Porém, o sucesso da mecanica

quantica é a melhor justificativa para os postulados.

2GRIFFITHS, D. J. Mecdnica Qudntica. Sdo Paulo: Pearson, 2011.
13E na abordagem de Heisenberg também.
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5.2 Estados e observaveis

5.2.1 O que é um observavel?

Dado um sistema, um observdvel do sistema é qualquer caracteristica do sis-
tema, que pode ser medida experimentalmente. Por exemplo, as coordenadas

e os componentes do momento de uma particula sao observdveis da particula.

Observaveis na mecanica classica. Na mecanica classica todos os ob-
servaveis (energia cinética, energia potencial, momento angular, etc.) sao
funcoes das coordenadas e dos momentos das particulas que fazem parte do
sistema. Se um sistema classico estd num determinado estado, as coordenadas
e os momentos sao determinados. Consequentemente, todos os observaveis do

sistema tém valores determinados.

Observaveis na mecanica quantica. A situacao é diferente na mecanica
quantica. Com efeito, a configuracdo ¥(x,tp) da funcdo de onda no instante
to determina apenas a densidade de probabilidade P(xz,ty), o que permite
determinar somente as probabilidades de encontrar a particula em uma ou
outra regido no espaco'*. Em vérios aspectos, os estados e os observaveis
na mecanica quantica tém propriedades muito diferentes dos conhecidos da
fisica classica. Antes de iniciar um estudo mais sistematico dos estados e dos
observaveis na mecéanica quantica, vamos ver que tipo de caracteristicas do

sistema podemos calcular se a funcao de onda for conhecida.

5.2.2 Valores esperados

Consideremos medidas da coordenada z da particula. As nossas previsoes
baseadas na configuragao ¥(z,t) da funcao de onda no instante ¢ sdo proba-

bilisticas: elas tém valor quando sao feitas em relagao das médias se resultados

140 “espaco” no nosso exemplo possui dimensao um, isto é, ele é uma reta.



Introdugao a Mecanica Quantica

de muitas experiéncias'®. Se a configuracdo da funcio de onda no instante ¢
for conhecida, podemos obter uma estimativa para a média de muitas medidas

da coordenada - o valor esperado da coordenada.

Valor esperado da coordenada. A probabilidade de encontrar a particula
no instante ¢ no intervalo de comprimento pequeno Ax entre x e x + Ax é
igual a P(x,t) Az. Portanto, a estimativa para a média de muitas medidas da
coordenada, feitas com o sistema sempre no mesmo estado, serd dada por
0o 0o
(x) = / xP(z,t)dx = / U*(z,t)xV(x,t) dz. (5.1)
—o0 —o0
Como mostra a eq. (5.1), o valor esperado é uma fungdo do tempo. Mas,
para um sistema em estado estacionario o valor esperado da coordenada nao

depende do tempo.

Exemplo 5.1. Encontraremos o valor esperado da coordenada para um osci-

lador harmoénico no estado fundamental. A funcao de onda (Exemplo 4.1) é

m)l/8 m 1
U(z,t) = ((I:Th))l/llexp [—\/2?:152 — 2\/515] , (5.2)

onde m é a massa do oscilador e k é a constante da mola. Para o valor esperado

dada por

da coordenada encontramos

oo km)/4 oo m

(z) :/ U (2, )00 (2, 1) da — (m)m/ ve e g,
o (rh)Y/2 ) _

pois o integrando é uma funcao impar e os limites de integragdo sao simétri-

cos!S.

Valor esperado do momento linear. Como encontrar o valor esperado do

momento? A equacao de de Broglie relaciona o momento com o comprimento

15Na prética, as experiéncias quase nunca sio feitas com o mesmo sistema, mas com

sistemas idénticos, sempre no mesmo estado.
16Seja f(x) uma funcio integravel no intervalo —a < z < a. Se f(z) for impar, isto é, se

f(—xz) = —f(x) para todo = no intervalo, entdo [, f(x)dz = 0. (Verifique isso!)
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de onda. A equagdo de Schrodinger para uma particula livre (4.67) possui

solugbes (4.71) com comprimento de onda determinado. Pondo
p=xV2mkE,

podemos escrever “a funcao de onda para uma particula com momento linear

p” na forma

U(z,t) = Aexp [; (m - thﬂ . (5.3)

2m
A derivada em relacao a z devolve a fungao multiplicada por i/h, portanto

—ih%lll(:v,t) = pU(x,t). (5.4)

Associamos ao momento linear (que é um observavel do sistema) o operador

. ., 0
p= —Zh%. (5.5)

A solugao (5.3) nao admite a interpretacao de Born, pois a integral do qua-
drado de mdédulo dessa funcao sobre a reta diverge. No entanto, assumimos
que, para uma fungao de onda ¥(z,t) com quadrado de médulo integravel, o
valor esperado do momento é dado por

(p) = / T ()P () e = / T () [_m@i\y(m,t)] dr.  (5.6)

Lo —o0
As expressoes (5.1) e (5.6) tém formas semelhantes. O integrando é um pro-
duto da funcao de onda conjugada ¥*(z,t) e uma fun¢do que, no primeiro
caso é a fungao zV¥(z,t) e no segundo - a funcao —iha%‘li(x,t). Esta ultima
é o resultado da aplicagao do operador p a funcao ¥(z,t). De modo andlogo,
a funcao zW(x,t) é o resultado de aplicagao de um operador, &, associado &
coordenada da particula. Este operador envia uma funcao ¢ da varidvel z em

uma outra funcao vy dada por

ip(x) = wip(x). (5.7)
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O expressao (5.1) para o valor esperado da coordenada pode ser posta na

forma

(z) = / W (2, )30 (a, 1) da. (5.8)

—0o0

Na mecéanica quantica, a cada observavel é assoado um operador, isto é,

uma aplicacao linear, que envia funcoes em funcoes.

As propriedades das fungoes, as quais os operadores sao aplicadas, como
também as propriedades dos operadores associados aos observaveis serao trata-
das nas proximas secoes. Porém, como ja temos os operadores da coordenada,
Z, é do momento, p, podemos tentar construir outros operadores.
O valor esperado do observavel 22, por exemplo, é dado por

(e} (o)
(z?) = / 22P(z,t) dr = / U*(z,t)2° U (x, t) d. (5.9)

—0co —00
Portanto o operador associado & observével x2, é, simplesmente, o operador

de multiplicacdo por z2, ou, ainda, o quadrado do operador :

() = (2 (2)) () = 2°(x). (5.10)
De modo andlogo, o operador associado ao observéavel p? é dado por
A A 8?2
O valor esperado do quadrado do momento ¢é igual a
00 00 82
(p?) = / U (2, 520 (2, ) dar = —h2/ V(e ) L Wty de. (5.12)
oo oo Ox

5.2.3 Estados

O papel do estado na mecanica quantica é, essencialmente, o mesmo que conhe-
cemos da mecanica classica. O estado do sistema no instante ¢ é considerado
conhecido quando é possivel obter respostas tedricas para todas as pergun-
tas razodveis sobre os observaveis do sistema no instante . J& as perguntas

“razoaveis” na mecanica quantica nao sao aquelas da mecanica clédssica.
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Na mecanica clédssica, quando o sistema se encontra num dado estado,
todos os observaveis tém valores determinados. Nao é necessario medir todas
as observaveis para determinar o estado. Com efeito, todo observavel é uma
funcao das coordenadas e dos momentos das particulas do sistema. O estado é
caracterizado pelos valores de todas as coordenadas e todos os momentos das
particulas do sistema.

As previsoes que podemos fazer na mecanica quantica para os resultados
das medidas sao, geralmente, probabilisticas. Existem estados, nos quais um
dado observavel (energia, momento angular, etc.) tém um valor determinado.
Porém, nao existe estado no qual todos os observaveis dos sistema tém valores
determinados. Em particular, nao existe estado com valores determinados de
todas as coordenadas e todos os momentos do sistema.

Na teoria de Schrodinger, o estado do sistema no instante t( é caracterizado
funcao de onda no instante tg, isto é, pela fungao ¥(x,ty). Respostas tedricas
para todas as perguntas razoaveis sobre os observaveis do sistema se tornam

possiveis se a fungdo de onda for conhecida.

5.2.4 O espacgo de Hilbert

Funcgoes quadrado-integraveis. Uma funcao de uma varidvel z se diz

funcao quadrado-integravel se a integral

IR

existir. O conjunto das funcgoes quadrado integraveis é, de um modo natu-
ral, um espaco vetorial. Com efeito, verifica-se que a soma de duas funcoes
quadrado-integraveis é quadrado-integravel e que o multiplo de uma fungao
quadrado-integravel por um nimero complexo e uma fungao quadrado-integ-

ravel.

Espaco de Hilbert. Na mecanica quantica, as fungoes quadrado-integraveis

sao frequentemente interpretadas como representantes de vetores de um espaco
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de Hilbert complezxo.

Porque se torna necessaria essa complicacao adicional? Um espaco de Hil-
bert é (1) um espago vetorial (2) munido de um produto interno e (3) completo.
Nao vamos precisar aqui da propriedade de completeza do espago de Hilbert
(porém, esta propriedade é importante, inclusive para a mecanica quantica).
Mas as propriedades do produto interno sao essenciais para a demonstracao
da relagao de incerteza, por exemplo. O espaco vetorial no qual um produto
interno é definido é um espaco de classes de equivaléncia de func¢ées quadrado-
integraveis - e nao o proprio espaco de funcoes quadrado-integraveis.

A relagdo entre um vetor do espaco de Hilbert e uma funcao quadrado-
integravel ¢ que representa este vetor é semelhante a relagao entre um vetor
no plano e um segmento orientado ﬁ que representa o vetor. Na geometria, o
simbolo fﬁ (que, rigorosamente falando, é um simbolo do segmento orientado)
é comumente usado como um nome!? para o vetor. De modo analogo usaremos
¥ (o simbolo da fungao quadrado-integravel) como um nome para o vetor do

espaco de Hilbert representado pela funcao .

Vetores. Um espago vetorial sobre os complexos é um conjunto de elemen-
tos (chamados vetores) para os quais temos definidas as operacoes adigao de
vetores e de multiplicacao de vetores por nimeros complexos.

Os elementos do espago de Hilbert sao classes de equivaléncia de fungoes
quadrado-integraveis. A forma de relacdo de equivaléncia é importante na
demonstracao da coeréncia da construcao matematica. Porém, na resolucao
de problemas praticos trabalhamos com representantes de vetores, isto é, com
fun¢oes quadrado-integraveis. Isto é possivel, porque as operagoes com vetores,
o produto interno, os operadores no espaco de Hilbert, etc., definimos em
termos de representantes de vetores.

As operagoes de adicdo de vetores do espaco e Hilbert e de multiplicacdo

"Notamos o fato trivial de que podemos dar vdrios nomes a um um @nico objeto.

/83
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de vetores por niumeros compleros definimos em termos de representantes. A
soma dos vetores representados pelas fungoes 11 e 19 é representada pela soma
1 + 2. O multiplo por um nimero complexo ¢ do vetor representado pela

funcao vy é representado pela funcao cy.

Produto interno. O produto interno (11 | ¥2) de dois vetores ¥ e ¥ (isto
é, vetores representados pelas fungoes quadrado-integraveis 1, e 19, corres-

pondentemente) definimos também em termos de representantes:

W lwn) = [ " gt @)a(e) do. (5.13)

Verifica-se que a integral na eq. (5.13) existe para qualquer par de fungoes
quadrado-integraveis. O valor dessa integral é, geralmente, um ntmero com-
plexo. Verifica-se, também, que (5.13) satisfaz as condigoes exigidas de um
produto interno. Mais precisamente, quaisquer que sejam as fungoes 91 (x),

(), 13 e as constantes «, [3, o produto interno (5.13)

e ¢ linear (em relacao ao segundo argumento):

(1 | (athe + Beb3)) = alipn | ha) + B | ¥3); (5.14)

e possui uma “simetria conjugada”,

(1 [ P2)* = (Y2 | ¥h1); (5.15)

e ¢ positivo definido:

(W [)=>0 (5.16)

para todo ¢(x) e (¢ | ) = 0 somente se ¥(z) é a constante zero.

Vetor unitario. Um vetor do espaco de Hilbert se diz unitdrio se ele for

representado por fungoes normalizadas.
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Estados. Voltando para o problema de descricao dos estados na mecanica

quantica, ressaltamos o seguinte.

1. Uma fun¢do quadrado-integravel representa um vetor do espaco de Hil-

bert.

2. Um vetor unitario do espaco de Hilbert representa um estado do sistema.

Deste modo, uma funcao quadrado-integravel representa um estado do sis-

tema.

Ressaltamos que um estado do sistema é representado por vdrios vetores
do espago de Hilbert (possui varios representantes). Com efeito, suponhamos
que um vetor do espaco de Hilbert representa um dado estado e que ¥ é uma
funcao quadrado-integravel que representa o vetor. Seja ¢ for uma constante
complexa tal que |¢| = 1 e ¢ # 1. O vetor representado por cip é diferente
do vetor representado por 1. Em particular, o valor esperado de qualquer
observavel calculado com a fungao cy(z) é igual ao valor esperado do mesmo

observével calculado com a fungao ¥ (x).

Na mecanica quantica, um estado é associado a uma classe de equi-
valéncia de fungbes normalizadas e nao a uma tinica fungao normalizada.
Em particular, duas fungdes normalizadas, ¢ (x) e ¥2(x) sdo equivalen-

tes (descrevem o mesmo estado) se

Va(z) = chr(), (5.17)

onde ¢ ¢ uma constante complexa tal que |c| = 1.

A partir de agora, vamos usaremos a expressao “o vetor ¢” como um

sinbnimo da expressao “o vetor representado pela funcao quadrado-integravel

.
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5.2.5 Operadores

Na mecanica quantica, associamos aos observaveis do sistema operadores her-
mitianos no espaco de Hilbert. Esta secdo contem certas defini¢oes e exemplos.
Um operador linear (ou, simplesmente, operador) é uma aplicagao linear que
envia um dado espago vetorial (ou, um subespaco do espago vetorial) para o

mesmo espago.

Operador linear

Os operadores da mecanica quantica sao aplicagoes lineares definidos no espaco
de Hilbert (ou, em um subespaco do espago de Hilbert). Seja A um tal um ope-
rador. Aplicado a um vetor 1 do espaco de Hilbert, ele devolve um outro vetor
indicado por flw. Sejam 11, 19 fungdes quadrado-integraveis da coordenada

e c1, co constantes complexas. Sendo a aplicagao A linear, a relacao
Aleyihr + cothg) () = c1 Ay () + coArpy (). (5.18)
é valida.

Exemplo 5.2. O operador do momento

X 0
pf—zh%

é um operador linear. Com efeito, sejam 1)1 e 1o fungoes diferencidveis do
espago de Hilbert e c1, co constantes complexas. Usando as propriedades da

derivada, obtemos
5(1b1 + 2) = —ihe (1 + h2) = —ihiethy — iy = cuptpr + o
p\v1 2_de1 2—’Ld$1 ld$2—01p1 C2pYP2.

Operagoes com operadores

Adicao de operadores. A soma de dois operadores A ¢ B éum operador,

indicado por A+ B , tal que

(A+ B)p = Ay + By (5.19)
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para todo ¢ do dominio comum dos operadores AeB. A adicao de operadores

¢ assoclativa e comutativa.

Multiplicacao de operadores por escalares. Seja A um operador no

espaco de Hilbert e ¢ um ntimero complexo. O operador cA ¢ definido por

(cA)y = c(Av). (5.20)

Multiplicacao de operadores. Dados dois operadores, A, B, indiquemos

por AB o operador definido por
ABy = A (Bw) . (5.21)

Exemplo 5.3. A aplicacao do operador Zp resulta na aplicacao sucessiva dos
operadores p e T,

d d
i = (—m%> ) = —ih:v%. (5.22)

O exemplo a seguir mostra que a multiplicagdo de operadores nao é comu-

tativa: geralmente, AB # BA.

Exemplo 5.4. Aplicando operador pz ao vetor ¢, encontramos

o W
prY = <—1h@> (xtp) = —ihap zhxa. (5.23)
Subtraindo a eq. (5.23) da eq. (5.22), obtemos
(& — pi) = i) (5.24)
para todo 1, logo
&p — pi = ihl, (5.25)

onde I é o operador identidade, I ¥ = 1) para todo 9 do espago vetorial. O
simbolo I do operador do operador identidade na relagao (5.25) é, comumente,

omitido e a relagdo de comutagdo (5.25) escrevemos na forma

ip — pi = ih. (5.26)
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Comutador. O comutador [121, E] dos operadores A, Béo operador
[A,B] = AB — BA. (5.27)
Exemplo 5.5. A relacao (5.25) podemos reescrever na forma
[z, p] = ih. (5.28)
O comutador dos operadores e p é proporcional ao operador identidade I.

O comutador muda de sinal na troca dos lugares dos operadores,

[A,B] = [B, A]. (5.29)

Operadores hermitianos

Operador adjunto (hermitiano conjugado). A cada operador A em um
espacgo vetorial com produto interno associamos um operador adjunto At de
tal modo que
(ATapy [ pg) = (1 | Ano). (5.30)
Exemplo 5.6. Encontraremos o operador adjunto do operador derivada D,
definido por
di

Dy = —.
¥ dzx

para qualquer par de funcées diferencidveis 11, 2 do espaco de Hilbert, vale
. S d
1| Di) = | 0i@) ] vala) da

— vt - [ | L) vl o

—00

/OO [—;‘;%(:@]*wz(m) dx = (=D | ).

— 00

Logo, Dt =—D.

Verificam-se as seguintes propriedades:

(A+B)I = AT 4+ BT, (5.31)
(cA)T = ¢ Al (5.32)
(AB)' = BT AT (5.33)
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Operador hermitiano. Um operador A no espago de Hilbert se diz opera-

dor hermitiano (auto-adjunto) se AT = A.

Exemplo 5.7. O operador da coordenada & é um operador hermitiano. Com
efeito,

[e.9] o0

U1 (w)aia(z) do = / [2p1 (2)]" o (2) da = (241 | o).

—00

(1 | 2ea) = /

—00

Logo, &' = & e & é hermitiano.

5.2.6 Observaveis

A cada observavel ) é associado um operador hermitiano Q no espacgo de
Hilbert. Os operadores da coordenada & e do momento p podem servir como
exemplos. Mais do que isso: a maioria dos operadores associados aos ob-
servaveis sao certas “funcoes” das coordenadas e dos momentos do sistema.
Uma excepcao dessa regra ¢ o spin que vai ser tratado na tltima aula.
Suponhamos que um observavel na mecanica classica é dado por uma
funcado do momento linear p. E facil encontrar um candidato para o operador

desse observavel na mecanica quéntica.

Exemplo 5.8. Na mecanica classica, a energia cinética K de uma particula

no espaco de dimensao um é dada por

K= (5.34)

Por outro lado, a energia potencial V' na mecanica cldssica é uma fungao

V(z) da coordenada. O operador da energia potencial (V') sera definido por

V() = V(z)p(z). (5.35)
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O operador H, associado a energia mecanica do sistema, é chamado operador

hamiltoniano,
~opr .
H=—+V. 5.36
2m * ( )

Usando o simbolo do operador hamiltoniano H, podemos reescrever a equacao

de Schrédinger na forma

0 A
zha‘ll(a:,t) = HY(x,t). (5.37)

Exemplo 5.9. Consideremos o observavel Q = xp. Que operador devemos
associar a este observdvel? Nenhum dos operadores Zp é pz é hermitiano! O

operador

N

.. .
Q= (@& +5pi) (5.38)
¢ hermitiano e é um bom candidato para ser associado ao observavel (). Mas

nao ha nenhum principio fundamental capaz de distinguir entre esse operador

e outros candidatos igualmente aceitaveis.

5.3 Medidas

5.3.1 Medidas na mecanica classia

A mecénica cldssia é uma teoria consistente - dentro da sua érea de aplicacéo,
é claro. As previsoes baseadas nas leis da mecanica clédssica, sé verificam em
intmeras experiéncias. Lembraremos duas caracteristicas bem conhecidas dos

observaveis na mecanica classica.

Valores. Quais sdo os valores que um observavel pode tomar? Suponhamos
que estamos fazendo medidas do observavel (). Os resultados obtidos sao
certos valores reais. Nao sempre os valores possiveis de ) ocupam todo o eixo
real, mas, quando existem restricoes, elas sao Obvias. Por exemplo, o valor da

energia cinética nao pode ser negativo.Com efeito, a energia cinética K é uma

~ ~ . 2
funcao com valores nao-negativos do momento, K = 2.
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Previsoes. Um estado de um sistema cldssico é conhecido quando sao co-
nhecidos todas as coordenadas e todos os momento das particulas que fazem
parte do sistema. Se for dado o estado, podemos calcular o valor de qualquer
observavel. O resultado de uma medida de qualquer observavel no estado vai

coincidir (dentro da margem de erro) com as previsoes tedricas.

5.3.2 Possiveis resultados de uma medida segundo a mecéanica

quantica

Um dos postulados da mecanica quantica estabelece que o resultado de uma
medida pode ser apenas um valor do espectro do operador associado ao ob-

servavel.

Espectro de um operador.

Seja Q o operador hermitiano associado ao observavel (). O espectro de Q
(também chamado espectro do observavel @) é o conjunto de todos os valores

q para os quais o operador () — ¢ nao possui inverso.

Espectro discreto: os autovalores. Suponhamos que, para um dado valor

q, existe uma solugado normalizével ¢)(x) para a equacao

(@ — ql)y(x) =0. (5.39)

O valor ¢ é chamado autovalor do operador Q e a funcdo (z) é chamada

autofuncdo associada ao autovalor q.

Exemplo 5.10. Consideremos a equagao

(H — E)ip(x) =0, (5.40)
onde
A 2 d2 k o
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é o operador hamiltoniano para o oscilador harmonico. A funcao

Vkm IQ
2h

Y(r) =€ (5.42)

é uma autofuncdo de H associada ao autovalor E = 5,/ % (Verifique isso!)

O espectro discreto de um operador é o conjunto dos autovalores do

operador.

Espectro continuo. Existem valores que pertencem ao espectro do opera-

dor, mas nao sao autovalores.

Exemplo 5.11. Consideremos o operador coordenada . Ele nao possui au-
tovalores! Isto é, ndo existem solu¢oes normalizaveis (tais que a integral do

quadrado do médulo existe e nao se anula) para a equagao

z(x) = q(x) (5.43)

para nenhum valor do parametro gq. Porem, o inverso do operador & — qf nao
existe sempre que ¢ for uma constante real! Com efeito, seja f(x) uma fungao
normalizével. Se q for real, a integral do quadrado do médulo da funcao

f(@)
T —q

(& —ql)~' f(x)

geralmente, nao existird: a fun¢do normalizavel f(z) tem que ter uma forma
bastante especial para que a integral

/OO M dx (5.44)

—00 |£L’ - Q|2

existisse. Por outro lado, se ¢ nao € real, a integral (5.44) existe. Todos
os valores reais, e somente esses valores, pertencem ao espectro de . Nesse
exemplo, todos os valores reais pertencem ao espectro continuo do operador

x.
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5.3.3 Espectros de operadores hermitianos

Todos os autovalores (se existirem) de um operador hermitiano sao reais. Com
efeito, seja @) hermitiano e suponhamos que g é um autovalor de @ e ¥(x) uma

autofungao normalizada associada a ¢. Temos

g=ql | ¥y = (| qp) = (¥ | Qv)
= Q" | ¥) = (Qv | ¥) = (q¥ | ¥) = ¢" (¢ | ) = ¢".

O espectro continuo (se existir) de um operador hermitiano também é real.
Enquanto o espectro discreto consiste em pontos isolados, o espectro continuo

é formado por intervalos (finitos ou infinitos).

Uma propriedade das autofuncgoes. Sejam g; e g2 autovalores distintos
do operador hermitiano Q e suponhamos que ¥ e ¥y sao autofungoes associ-
adas a q e go2, correspondentemente. Entdo, as autofungoes ¢ () e 1a(z) sao

ortogonais, isto é,

(1 | P2)

/_ 0 (@) a(w) d = 0. (5.45)

Autofuncoes generalizadas E conveniente associar aos pontos do espectro

continuo autofuncdes generalizadas.

Exemplo 5.12. O operador do momento p = —ih% nao possui autovalores
(e, consequentemente, nao existem autofuncoes desse operador). Porem, o

espectro continuo do operador p ocupa todo o eixo real. Com efeito, a equagao

—ih () = pi(z) (5.46)

tem solucoes da forma
Yp(x) = Aexp (%px) . (5.47)
O quadrado do médulo desta funcdo é igual a constante |A|?, portanto a

integral

JCCIRE
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nao existe. No entanto, uma superposicao da forma

Y(z) = /_OO F(p)ei?® dp (5.48)

pode ser normalizdvel se a amplitude f(p) tiver uma forma apropriada.

5.3.4 Probabilidades

As previsoes da mecéanica quantica sao, geralmente, probabilisticas. Suponha-
mos que estamos fazendo medidas do observavel @ no estado ¢ do sistema. O
resultado de uma medida pode ser apenas um valor do espectro do operador
Q. Seja ¢ um autovalor de Q (suponhamos que () possui espectro discreto).
Seja 1q(x) uma autofuncao normalizada de Q, associada ao autovalor g. Um
postulado da mecanica quéntica diz que a probabilidade de obter o valor q é

igual a
2

Py =l | 9P = ’ | vt ao (5.49)

Operadores de projecao

A probabilidade P, pode ser expressa em termos de um operador de projecdo
Eq associado ao autovalor g. Aplicado a qualquer funcao 1 (x) do espago de

Hilbert, o operador Eq devolve a funcao
Eyo(e) = bu(o) | 030)000) dy. (5.50)

Verifica-se que a eq. (5.50) define um operador linear e, além disso, E’q é um

operador de projecao isto é, um operador
(a) ndo nulo, E, # 0;
(b) tal que EZ = E,.

Como todo operador de projecao, o operador E'q ¢ hermitiano.
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Probabilidades (espectro discreto)

Usando o operador de projecao, a probabilidade P, podemos reescrever na

forma
Py = (0 | Eq). (5.51)

Com efeito, usando as equagoes (5.49), (5.51) e as propriedades do produto

interno, temos

Py = (g | 9)7 = (g | )" (g | ) = (0 | $e)(q | ¥) = (& | Egth).

Estados determinados. Seja 1), uma autofungao do operador Q associada
ao autovalor ¢g. Suponhamos que o sistema estd no estado v,. Qual seria
a probabilidade de obter o valor ¢ fazendo uma medida do observavel Q7

Substituindo na eq. (5.49), obtemos

Py = [(¢qlvog)* = 1. (5.52)

O estado 14 é um estado determinado para o observavel (): uma medida de

@ feita com um sistema no estado v, terd o valor ¢ como resultado.

Probabilidades (espectro continuo)

Suponhamos agora que o operador Q possui espectro continuo. A cada inter-
valo A no espectro continuo podemos associar um operador de projecio E (A)
de tal modo que a probabilidade de obter um resultado no intervalo A fazendo

uma medida do observavel () no estado v do sistema seja igual a
P(A) =¥ | E(A)Y). (5.53)

Exemplo 5.13. O operador da coordenada & possui apenas espectro continuo
que ocupa todo o eixo real. Suponhamos que a particula estd no estado 2.

Qual a probabilidade de encontra-la no intervalo A com extremidades x1 e x2




(96,

O formalismo da mecéanica quantica e a sua interpretagao

(supondo que z1 < z2)? Ao intervalo A associamos o operador de projecao

E(A) definido por
E(8)6] 9(x) = Ia(2)é(x) (5.54)

para todo ¢ quadrado-integravel, onde a funcao Ia(z) é dada por

0 se x <z,
In(r) =4 1 se z1 <z < 9, (5.55)

0 se x> xo.

Verifica-se que E (A) é um operador de projecao. A probabilidade de encontrar

a particula no intervalo z1 < z < xg, calculada peld férmula (5.53),

P(&) = (0| E)0) = [ " (@) B(AY () de

-/ " (@) Ia(2)le) de = / * o @p(e) d.

estd de acordo com a interpretacio de |¢)(x)|?> como densidade de probabili-

dade.

5.3.5 Postulados da mecanica quantica

Tudo o que tratamos nas tltimas duas aulas podemos resumir na forma de qua-
tro postulados que se referem aos estados, observaveis, mediadas e a evolucao

do estado, correspondentemente.

1.Estados

A descricao do estado de um sistema pode ser feita em termos de uma fungao
normalizada v das coordenadas do sistema. Esta descrigdo é completa.
2.0bservaveis

A cada observavel associamos um operador hermitiano no espaco de Hilbert.
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3.Medidas

Seja () um observavel e Q o operador hermitiano associado a (). O resultado
de uma medida do observavel ) pode ser somente um valor do espectro do

~

operador Q.

e Se o sistema estiver em um dado estado v, a probabilidade de obter o

valor ¢, em uma medida do observavel () é dada por
PQn = ‘<an | ¢>|2

e A cada intervalo A do espectro continuo associamos um operador de
projecao E(A) A probabilidade de obter o valor no intervalo A em

uma medida do observéavel () é dada por

4.Evolugao

Enquanto nao sao feitas medidas, a evolugao do estado do sistema é governada

pela equacao de Schrodinger (5.37).

5.4 Incertezas

5.4.1 Desvio padrao

z

Suponha que o estado ¥ do sistema ndo é um estado determinado do ob-
servavel (. As previsoes sobre o resultado de uma medida de () sdo, entéo,
apenas probabilisticas. A média de muitas medidas (feitas sempre com um
sistema no estado ) serd préxima ao valor esperado (). A “incerteza” na
determinagao do observavel () no estado 1 é caracterizada pelo desvio padrdo

o¢ definido por
oq =\ ((Q — (@) (5.56)
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Exemplo 5.14. Encontraremos o desvio padrao da coordenada o, no estado
fundamental do oscilador harmonico. O valor esperado da coordenada nesse
estado é igual a zero (ver Exemplo 4.1). Substituindo a funcao de onda (5.2)

na eq. (5.56), obtemos para o quadrado do desvio padrao

o0 1/4 oo 1/2
o2 :/ U (2, 1)V (z, t) do = (km)/ 2% exp [_(l{:m)le dzx.

v oo (wh)1/2 h
(5.57)
Fazendo a mudanca da varidvel, z = (%)1/ 4y, obtemos
2 h oy

Finalmente, usando a eq. (A.4), encontramos

oy = (Z)m W (5.59)

Incerteza. O desvio padrao og de um observavel (Q em um dado estado v
é chamado de incerteza de Q no estado ¢ e é indicado por AQ. Por exemplo,

Az = 0, ¢ a incerteza da coordenada, Ap = 0, é a incerteza do momento, etc.

5.4.2 Relacoes de incerteza
Observaveis compativeis e incompativeis

Dois observaveis @ e R sao chamados observdveis compativeis se o comutador

dos operadores Q e R, associados aos observaveis, for igual ao operador nulo,
[Q,R] = 0. (5.60)

Se o comutador dos dois operadores nao é nulo, os observaveis sao incom-
pativeis. A coordenada x e o momento p conjugado a essa coordenada formam

um par de operadores incompativeis, com efeito,

(@,5] = ih #0.

O Principio de incerteza afirma que as incertezas em medidas si-

multaneas de observaveis incompativeis satisfazem certas desigualdades.
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Relacao de incerteza coordenada-momento

Segundo o Principio de incerteza de Heisenberg, a incerteza da coordenada
Ax e a incerteza do momento conjugado a essa coordenada Ap em medidas

simultaneas de = e p satisfazem a relagao
h
Az - Ap > 5 (5.61)

A relagao (5.61) nao é um postulado adicional. Podemos deduzi-la dos postu-

lados da mecénica quantica. Seja ¢ um estado. Consideremos o operador

Q= (2 — () +ia(p - (p)), (5.62)
onde (x) e (p) sdo os valores esperados no estado ¥ da coordenada e do mo-

mento, correspondentemente, e o é um parametro real. O produto interno no

espaco de Hilbert ¢ positivo definido, portanto
0 <(Qv | Qv) = (¥ | QTQY)
=((z = (2)%) +ial | [(Z — (@) — () — (0 — )@ — {&)]¥)
+a*((p— (p)*)

=03 +ia(y | [&,pY) + a’oy

=02 — ah(i | ¥) + oPo (5.63)
A funcdo 1 é normalizada, logo

oh0® —ha+ o2 >0 (5.64)

para todo « real. Mas isto é possivel se, e somente se,
W —4dool < 0. (5.65)
Esta relagao é equivalente a desigualdade (5.61).

Exemplo 5.15. Mostraremos que a relagao (5.61) é valida para o estado
fundamental do oscilador harmonico. Para a incerteza da coordenada encon-

tramos no Exemplo 5.14

A2 1
Aa::<2> Ty (5.66)

Heisenberg enunciou o
Principio de incerteza
em 1927 e apresen-
tou uma demonstragao
heuristica da relacao de
incerteza coordenada-
momento. A demons-
tracao da desigualdade
(5.61) foi feita por Ken-
nard em 1927 e por
Weyl em 1928.

99



(100,

O formalismo da mecéanica quantica e a sua interpretagao

Calculando Ap, encontramos

Ap = (Z)l/z (km)Y/*. (5.67)

Multiplicando Ax por Ap, obtemos
h
Az - Ap = 5 (5.68)

As incertezas em medidas simultaneas da coordenada e do momento, feitas com

um oscilador harmonico no estado fundamental, satisfazem a relacao (5.61).

Em um espacgo de dimensao trés. A posicdo de uma particula é carac-
terizada por trés coordenadas cartesianas, x, y, z. A essas coordenadas sdo
conjugados os trés componentes do momento linear, p,, py, p.. A cada par

coordenada-momento associamos uma relagao de incerteza, deste modo

St

Az -Ap, > -, Ay-Ap, >

h
2 2

Az-Ap, >

o | St

. (5.69)

Nao h4 restrigoes para o produto Az-Ap,, por exemplo: teoricamente, existem
estados para os quais o produto de incertezas em medidas simultaneas de = e

py pode ser tao pequeno quanto desejarmos.

Relagao de incerteza energia-tempo

No contexto da relatividade especial, as coordenadas cartesianas de uma par-
ticula no instante t e a grandeza ct (onde ¢ é a velocidade da luz) sao vistos
como componentes de um quadrivetor. De modo andlogo, os momentos p;, py
e p, junto com E/c (a energia E da particula, dividida por ¢) sdo componentes
de um outro quadrivetor. As trés pares coordenada-momento associamos as
relagoes de incerteza (5.69). De modo andlogo, ao par energia-tempo associa-
mos a relagao

At-AE > —. (5.70)

| =
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Porem, na fisica nao-relativistica nao temos motivo para tratar as coordenadas

e o tempo desta maneira “simétrica”. Além disso, na mecanica quéantica nao-

relativistica o tempo tem um papel bastante especifico. Nao e associado um
operador hermitiano ao tempo. Como interpretar At?

A relagao de incerteza (5.61) reflete uma propriedade universal das on-
das: um pacote de ondas de extensao finita é composto por ondas com varios
comprimentos de onda. Um outro aspecto da mesma propriedade é que um
pacote de ondas de duragao finita é sempre composto por ondas de frequéncias
diferentes'®. Frequentemente, a relacio (5.70) pode ser usada sem referéncia

explicita aos detalhes do processo, com mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 5.16. A vida média de um estado excitado de um nticleo e de cerca
de 10712 s. Vamos avaliar a incerteza na energia do féton de raio v emitido.
Usaremos a relagao (5.70) onde At é a vida média do estado excitado e AE é
a incerteza no valor da energia do estado. Portanto,

ho 1,054 x 1073 J.s
2At 2x10-12 g

AE > ~5x 10723 J.

5.5 Conclusoes

e Os estados de um sistema quantico sao representados por fungoes nor-

malizadas das coordenadas do sistema.

e Uma funcao quadrado-integravel representa um vetor no espago de Hil-

bert.

e A cada observavel do sistema associamos um operador hermitiano no

espaco de Hilbert.

8Uma interpretacio mais detalhada de At como tempo caracteristico de um processo
pode ser encontrada no livro GRIFFITHS, D. J. Mecanica Quantica. Sdo Paulo: Pearson,

2011.
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5.6

O espectro de um operador hermitiano é real. Um operador hermiti-
ano pode ter espectro discreto, espectro continuo, ou espectro discreto e

espectro continuo.

Resultado de uma medida de um observéavel pode ser apenas um valor

do espectro do operador associado ao observavel.

Dados um estado do sistema e um observavel, podemos calcular a proba-
bilidade de obter um dado valor do espectro discreto ou um valor dentro

de um intervalo do espectro continuo.

A coordenada e o momento linear de uma particula em um espaco de
dimensao um sao observaveis incompativeis. Para as incertezas desses
observaveis em qualquer estado e valido o Principio de incerteza de Hei-

senberg.

A relacao de incerteza energia-tempo permite avaliar a vida média de

um estado instavel pela incerteza da energia do estado, ou vice-versa.

Resumo

Introduzimos os valores esperados da coordenada e do momento linear. Es-

tudamos as estruturas matematicas usadas na descricao dos estados e dos

observaveis na mecanica quantica. Introduzimos os postulados da mecanica

quantica. Apresentamos exemplos de aplicacdo dos postulados. Introduzimos

o principio de incerteza de Heisenberg. Introduzimos a relagao de incerteza

energia-tempo.

5.7

Glossario

autofuncao

autovalor
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e comutador

e desvio padrao

e espago de Hilbert

e espectro de um operador hermitiano
e espectro continuo

e espectro discreto

e estado

e estado determinado

e funcao quadrado-integravel
e incerteza

e observavel

e operador

e operador adjunto

e operador hermitiano

e valor esperado de um observavel

5.8 Atividades

ATIV. 5.1. Verifique as propriedades (5.31), (5.32),(5.33).
ATIV. 5.2. Mostre que o operador do momento p é hermitiano.
ATIV. 5.3. Mostre que o operador Q definido na eq. (5.38) é hermitiano.

ATIV. 5.4. Calcule a incerteza do momento no estado fundamental do osci-

lador harmonico.
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