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Movimento em um campo de forgas centrais

METAS:

e Introduzir o problema de dois corpos na

mecanica quantica.

e Introduzir a equagao de Shrodinger em co-

ordenadas esféricas.

e Explicar a resolugdo da equagao de
Schrédinger em coordenadas esféricas para

uma particula em um potencial central.

e Introduzir os operadores do momento an-

gular de uma particula.

e Explicar o conservacao do momento angu-

lar na mecanica quantica.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:
e usar a técnica da massa reduzida;

e usar a técnica de separacao de variaveis
na equacao de Schrodinger independente

do tempo em coordenadas esféricas;

e usar as relacoes de comutacao dos opera-

dores do momento angular;
e usar a conservacao do momento angular.
PRE-REQUISITOS:

e Equacao de Schrodinger e equagao de

Schrodinger independente do tempo.

e Observaveis e relagoes de incerteza.
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Introdugao a Mecanica Quantica

8.1 Introducao

Sistemas no espaco de dimensao trés sao interessantes por razoes 6bvias. Inici-
aremos nessa aula o estudo do problema de dois corpos na mecanica quantica.
O momento angular — uma grandeza que nao tem andlogo no espago de di-
mensao um — é conservado para sistremas isolados. Na mecanica quantica, o

momento angular é, talvez, mais importante do que na mecanica cléssica.

8.2 Mecanica quantica no espacgo de dimensao trés

Dado um referencial no espago, a posicao de uma particula no instante t é
caracterizada por trés coordenadas cartesianas, x, y, z. Os momentos conju-
gados as coordenadas sao os trés componentes do momento linear da particula,
Dz, Dy, Pz, respectivamente.

Na mecéanica quéntica, o estado de uma particula num dado instante é
representado por uma func¢ao normalizada das trés coordenada, isto é, por

uma funcao ¥ tal que

// [(z,y, 2)|* dedydz = 1.

8.2.1 Coordenadas e momentos

Os operadores das coordenadas, Z, 4, Z, sdo os operadores de multiplicagao

pelas respectivas coordenadas, por exemplo,

g (x,y, 2) = yv(x,y, 2).

Os operadores dos momentos sao

Y Y.
oz’ Py = oy’ a

E facil verificar as relagoes de comutagao a seguir.

Pz = —ih

1. Os operadores das coordenadas comutam,

[2,9] = (9,2 = [2,2] = 0. (8.2)
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2. Os operadores dos momentos comutam,

[ﬁwaﬁy] = [ﬁwﬁZ] = [ﬁmﬁx] = 0. (8-3)

3. Além disso,

(a) o comutador de cada coordenada com o respectivo momento é igual

a th:

[i‘vﬁz] = [@aﬁy} = [2715,2] =1l (8'4)

(b) cada coordenada comuta com os momentos conjugados as outras

coordenadas:

[£7ﬁy] = [‘%7]32] = [Qaﬁm] = [yapz] = [Z7px] = [Zapy] = O (85)

As relagoes (8.2), (8.3), (8.4), (8.5) sao chamadas relagdes de comutagdo

canonicas.

8.2.2 Observaveis

Os observéaveis na mecanica cldssica sao representados por funcoes das co-
ordenadas e dos momentos. Na mecanica quantica, associamos operadores
hermitianos aos observédveis. A forma do operador associado a um dado ob-
servavel é, geralmente, indicada pela forma da funcao associada ao observavel
na mecanica cldssica. Por mais simples que parece o procedimento, dificulda-
des podem ocorrer porque a multiplicacao de variaveis é uma operacao comu-
tativa e a multiplicacdo de operadores nao é comutativa. Esse e, no entanto,
um problema geral que nao depende da dimensao do espago. Um aspecto
novo, em relagao a mecéanica quantica em uma dimensao, é a necessidade de
incorporar no esquema da mecanica quantica os observéaveis do spin. Esse

assunto sera tratado na ultima aula.
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8.3 O problema de dois corpos

Um problema importante na mecanica é o problema de dois corpos.

8.3.1 O problema de dois corpos na mecanica classica.

Consideremos um sistema isolado de duas particulas interagentes com massas
mi, Mg € vetores posicdo ri, rg, respectivamente. Suponhamos que a forca
de interacao é conservativa. Entao, o potencial da forca é uma funcao da

distancia |ry — r1| entre as particulas®® A energia mecanica do sistema, dada

por3!
m1V% mQ’U%
E = 9 + 9 + V(’I‘g - I'1|), (86)
podemos reescrever na forma
1
E =3 (m+my)V? + ng +V(r) (8.7)
onde
_ mivi + mova (8.8)
mi + ms '
é a velocidade do centro de massa,
d
V=Vva-vi= o (8.9)
¢é a velocidade relativa e
mimsg
= 8.10
e (8.10)

é a massa reduzida. A velocidade do centro de massa nao depende do tempo?2.
No referencial do centro de massa, V = 0, portanto, a energia no referencial

do centro de massa Fcy € dada por

2

p
Eoy=— 4V 8.11
oM =50 +V(r), (8.11)

3%Decorre da terceira lei de Newton que o potencial depende de r1, r2 somente através da
diferenga r = r2 —r;. Assumindo que nao existem diregoes privilegiadas no espago, chegamos

a conclusao de que o potencial é uma funcao do mddulo r.
31Designamos por vi e va as velocidades das particulas.
32Porque o momento total do sistema é conservado.
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onde p = pv. Mas a expressao na eq. (8.11) coincide a expressao para a energia
de uma particula com massa p em um campo de forcas centrais provenientes

do potencial V (r).

O problema de dois corpos se reduz ao problema de uma tnica particula

em um campo de forgas centrais.

8.3.2 O problema de dois corpos na mecanica quantica

Na mecéanica quantica, o hamiltoniano de um sistema de dois corpos (no refe-

rencial do centro de massa) é dado por

H= 5 (B2 +pp+92) +V, (8.12)

onde Py, Py, P sao os operadores dos momentos conjugados a x, y, z, respec-

tivamente,

) Y,
b = il (8.13)

e V é 0 operador de multiplicagao pela fungao V' (r). A equagao de Schrodinger
para o sistema é dada por

ihg\IJ(r t) = fh—zv%lf(r t) 4+ V(r)¥(r,t) (8.14)
ot 2 ’ ’ '

onde V2 é o operador de Laplace,

o> 9* 02

2—7 —_— R
V= Ox2 +8y2 +822'

(8.15)

8.4 A equagao de Schrodinger em coordenadas

esféricas

A simetria do potencial V(r) e do operador laplaciano V2 em relacio de
rotacoes no espago indicam que poderia ser util reescrever a equacao de Schro-

dinger usando coordenadas esféricas no espaco. Pondo

x = rsenf cos ¢, y = rsenfsen ¢, z=rcosb, (8.16)
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obtemos que o resultado da aplicacao do laplaciano a uma fungao f é dado
por

L0 (1Y, L 0oy 1
vf_TQ(?r " or +T2sen989 sen +

_— . 8.17
00 r2sen? f O¢? (8.17)
A equagdo de Schrodinger tem a forma

‘hgq;__h_Q 10 (0¥ +_1 9 nga_\lj o 82_\11
TR 2u |2 or " or r2send 96\ 90 r2sen? O¢?
+ V(r)v,

(8.18)

onde ¥ é uma funcao das coordenadas esféricas 7, 8, ¢ e do tempo.

8.4.1 Equacao de Schrodinger independente do tempo

Uma funcao da forma

U= im0, ¢) (8.19)
seria uma solucao separavel da equacao de Schrodinger se 1 = 1(r, 0, ¢) for

uma solugao para a equacgao de Schrodinger independente do tempo

2u |2 or or r2senf 96

20 r2sen? 6 dp2
+ V(r)y = Ev. (8.20)
8.4.2 Separando variaveis
Procuraremos solugoes separaveis da equacao (8.20). Pondo
¥(r,0,9) = R(r)Y (0, ) (8.21)
multiplicando por —2ur?/(h?RY’), obteremos, ap6és uma transposicio de ter-
mos,
1 |d [ 5dR 2412
R [5 ( E) ~ T W >‘E>R]
1 1 0 oy 1 9%y
I = 0 .22
Y [ send 90 (Sen ae) sen2 0 a¢2} (8:22)
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O primeiro membro desta equacao nao depende de 6 e ¢, enquanto o segundo
membro nao depende de r. O valor comum dos membros é, entao, uma cons-
tante. Por conveniéncia, vamos chamar essa constante de [(I + 1). Obtemos,

entao, duas equagoes:

d [ 5dR 241 _
1 0 oYy 1 0%
- Z (sen0 =) - —— 2 — i1 +1)Y. 24
sen 6 90 <Sen ae) seng a2 U+ (8.24)

A primeira dessas equagoes depende da forma do potencial V(r) mas a segunda
é a mesma para todo potencial central. vamos encontrar solucoes separaveis

para a equagao (8.24). Pondo

e multiplicando os membros da equacdo por sen?6/(©®), obteremos, apos

umas transposicoes de alguns termos,

sen? 6 1 d doe 1 d*®

O primeiro membro da equagao nao depende de ¢ e o segundo membro nao de-

pende de 8. O valor comum dos membros é uma constante. Por conveniéncia,

2

chamaremos essa constante de —m~®. Obteremos, entao, duas equagoes or-

dinarias:
1 d doe m?
_SGHG@ <sen 9d(9> + m@ —l(l + 1)@, (826)
d*® )

A equagao (8.27) é facil de resolver. As solugbes aceitdveis satisfazem a

condi¢ao de periodicidade
O(p+2m) = D(9) (8.28)

para todo ¢. Com efeito, adicionando 27 ao angulo ¢ voltamos ao mesmo

ponto. Nao é dificil verificar que solugdes periddicas (com periodo 27) existem
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apenas para valores inteiros de m. E conveniente associar a cada valor inteiro

de m uma33 solucao:

B(¢) = e™?, m=0,+1,+2,... . (8.29)

8.4.3 Harmonicos esféricos

Solugdes aceitdveis da eq. (8.26) existem para valores inteiros de [ tais que
[ > |m/| (lembramos que m é um inteiro) e sao expressas em termos de fungoes

34, A cada valor inteiro de I, maior ou igual a |m)|,

associadas de Legendre
associamos uma (a menos uma multiplicagdo por uma constante nao-nula)
solugao Fj,,|- Assim a cada valor inteiro nao-negativo de [ associamos 2/ + 1

solugbes linearmente independentes da equagao (8.24),

rY"(0,¢) = Aime ™ F 1 (0), 1=0,1,2,...; m=—l,—1+1,...1—1,1,

(8.30)
onde A, sdo constantes de normalizacao. As funcdes Y, normalizadas sao
chamadas harmoénicos esféricos. Resumimos algumas propriedades dessas fun-

coes.

1. As fungoes Y™ (m = —I,...,l) satisfazem a equacdo (8.24) com o res-

pectivo valor de .

2. As fungoes Y;™" sao ortogonais e normalizadas,

2 pm
/ / ™0, )] Vi (0, ¢) sen 0 df dg =
o Jo 0 se (I,m)#T',m).

(8.31)
Existem varias convencgoes de normalizagao. Usaremos a normalizacao

definida pela condicao

Yi(0,6) = (=1)" V™0, 9)]" .

33 A menos uma multiplicacio por uma constante nio-nula.
34Ver, por exemplo, ARFKEN, G; WEBER, H. Fisica matemdtica: métodos matemdticos

para engenharia e fisica Rio de janeiro: Campus, 2007.
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Segue uma lista dos primeiros harmoénicos esféricos.

0 1) 0 5\ 2
v :<47T> 7 Y, ::F<1677> (3cos 0—1),
3\ 1/2 15\ /2 ,
Y = <4> cos b, Vit = <8) sen § cos fetm?,
7r T
3\ 1/2 _ 15 \ /2 ,
Y1jEl = <8> Sen@ei’qb, Ygﬂ = <32> sen?  e+2¢,
™ 7r

8.5 Momento angular

O papel dos harmoénicos esféricos e da prépria equagao (8.24) se torna ob-
vio depois de conhecermos o formalismo do momento angular na mecanica

quantica.

8.5.1 Operadores do momento angular

Na mecénica cldssica, o momento angular de uma particula (em relagdo a

origem) é dado por

L=rxp.

Na mecanica quantica, associamos aos componentes do momento angular, L,

Ly, L., os operadores
L, = 9p. — 2py, Ly, = 2py — P2, L, =2py — Jps- (8.32)
Os trés operadores nao comutam. Verifica-se facilmente, que

[im,iy} —ihl., [iy,zz} —ihl,, [zz,ng} —ihL,.  (8.33)
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8.5.2 Quantizacao do momento angular

Usando as férmulas de transformagao (8.16), obteremos os operadores do mo-

mento angular expresso em termos de coordenadas esféricas:
0 0
L, =1ih|sen¢p— + cotgfhcosp— |,

A 0 0
L, =ih| —cos¢p— + cotgfsengp— |, 8.34
Yy ( ¢ 00 g ¢ ) ¢> ( )
A 0
L, =—ih—.
A variavel r ndo aparece nessas expressoes. Portanto, podemos interpretar
L, L,, L, como operadores em um espago de funcoes definidas sobre a esfera
unitéria (os pontos da esfera sao caracterizados pelas coordenadas 6 e ¢). Os

operadores sao hermitianos em relagao ao produto escalar definido por uma

integral sobre a esfera unitaria S, a saber,

(f 19 =//Sf*gdﬂ, (8.35)

onde f e g sao fungoes complexas definidas na esfera e df) = sen6dfd¢ é o

elemento de area na esfera, isto €,
arey| - / " 70, &) 9(6, 8) sen0.do do. (3.36)
Definiremos o vetor-operador L por
L =iL, +jL, + kL., (8.37)

onde i, j, k sao os vetores da base canonica associada ao sistema de coordena-

das cartesianas. O resultado da aplicagdo do operador
L2=12+12+17 (8.38)

a uma funcao f(6,¢ é dado por®

r 2 o 10 of 1 0*f
L°f(0,¢) = —h [sen& 2 (sen 9%) + -~y W] . (8.39)

35EISBERG, R.; RESNICK, R. Fisica Qudntica: Atomos, moléculas, sdlidos, nicleos e
particulas. Rio de Janeiro: Campus, 1979, Apéndice I.
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Os harmonicos esféricos Y, para um dado valor de [ (lembramos que m toma
todos os valores inteiros de —[ até [) satisfazem a equagao (8.24). Logo, estes

harmonicos esféricos satisfazem a equacao

L2Y;™ = R2I(1 + 1)Y™ (8.40)

O harménico esférico Y™ é uma autofuncao do operador L2, associada ao

autovalor R2[(l + 1).

N

Além disso, usando a eq. (08) e a expressao para L, em coordenadas

esféricas, obtemos

LY]™ = hmY™. (8.41)

O harmoénico esférico Y™ é uma autofuncao do operador L., associada ao

autovalor Am.

Nao é surpreendente que os operadores L? e L, possuem autofuncoes co-
muns porque esses operadores comutam. Alias, todos os componentes do

momento angular comutam com L2
=[L,,L*] =0. (8.42)

Exemplo 8.1. Existem varias maneiras de provar a eq. (8.42). Mostraremos
aqui um método que dispensa a forma explicita dos operadores e utiliza apenas

as relagoes de comutacao (8.33).

Tudo isso é um pouco técnico, mas as conclusoes fisicas sao importantes.
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1. Na mecanica quantica, o momento angular é quantizado.
2. Os valores possiveis de L2 sao h2[(l + 1), onde | = 0,1,2,....

3. Para um dado valor de [, os valores possiveis de L, sao da forma Am,

onde m=—Il,—l+1,...,L.

Uma ilustracao dos estados do momento angular L = hy/6 (“estados do

momento angular [ = 2”) é dada na Figura 8.1.

Figura 8.1: Estados do momento angular [ = 2.

Obviamente, ndo ha nada de especial no terceiro eixo. A conclusao que se
refere a L. permanece é valida, também, para L, e L,. O eixo z é mais usado
pelo papel que ele tem no sistema de coordenadas esféricas, nao na fisica. Em
particular, o operador L, tem a forma mais simples entre os trés componentes
do momento angular nas férmulas (8.24).

Um outro aspecto é mais interessante. Segundo a mecéanica quantica, o
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médulo do momento linear L toma valores da forma h+/I(l + 1), porem, o
valor maximo do moédulo da projecao do momento angular sobre o eixo z é
igual a hl. Porque o médulo da projegao nao pode ser igual ao mddulo do
vetor (exceto o caso | = 0, no qual L, = L = 0)7 A explicacdo é simples:
se |L,| = L, entdao L, = L, = 0. Porem, existe uma relacao de incerteza
que nao permite valores determinados para os trés componentes do momento
angular, se um desse componentes tiver valor deferente de zero. Mostraremos

os detalhes na préoxima secao.

8.5.3 Incertezas

Consideremos uma particula no estado representado por uma fungéo norma-
lizada 1. As incertezas dos componentes L., Ly, L. do momento angular

indiquemos por o, o1, 0L, respectivamente. Por exemplo,
2 _ 2
o1, = (L = (Lz))").
As seguintes relacdes de incerteza generalizadas®

0L,0L, >

h h

sao deduzidas a partir das relagoes de comutacao (8.33). Essas relagoes sao
validas para qualquer estado. Suponhamos agora que o estado do sistema é
um estado determinado de L? e de L. simultaneamente, isto é, o estado é

representado por uma func¢do normalizada da forma

¥(r,0,9) = R(r)Y;"(0,¢). (8.44)

Num estado determinado de L,, a incerteza oy, € igual a zero e decorre das
equagoes (8.43) que
(Lz) = (Ly) =0, (8.45)

36Ver, por exemplo, GRIFFITHS, D. J. Mecédnica Qudntica. Sio Paulo: Pearson, 2011,
p 121.
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portanto

of, =(L3),  oi, = (L) (8.46)

Os estados determinados de L, s@o simétricos em relacao as rotagoes ao

redor do eixo z. Portanto, as incertezas de L, e L, sao iguais. Usaremos a

notagao
o=0p, =0L,. (8.47)
Finalmente, no estado representado por v, eq. (8.44), temos
(L?) = h*m?. (8.48)
Substituindo (8.46), (8.47) e (8.48) na equagao
(L% = R21(1 + 1), (8.49)
obteremos
20% + *m? = B2l + 1),
donde
f I(14+1) —m? (8.50)
[0} =0 = — — . .
Ly Ly NG
O produto das incertezas é igual a
h? 9
ULIULy = 7 [l(l-i-l) —m ] .
Para o estado 1, a relacdo de incerteza (8.43) implica em
h
ULngy Z 5 <m>" (851)
logo
m? + |m| < 1? +1. (8.52)
O maior inteiro m que satisfaz a desigualdade é m =1 e o menor m = —I.
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8.5.4 Conservacao do momento angular

Na mecanica classica o momento angular é conservado: o valor do qualquer
componente do momento angular total de um sistema isolado independe do
tempo.

Todas as manifestacoes da conservacao do momento angular na mecanica
quantica sao relacionadas a um fato aparentemente abstrato: para um sistema
isolado os operadores L, I:y, L. do momento angular total comutam com o

hamiltoniano H do sistema, isto é,
[LH] —0. (8.53)

No exemplo a seguir apresentamos uma demonstragao da relacao (8.53) para

um sistema de dois corpos.

Exemplo 8.2. Mostraremos que, para um sistema de dois corpos isolado
os operadores do momento angular total em relagdo ao centro de massa do
sistema comutam com o hamiltoniano. No referencial do centro de massa, o
hamiltoniano do sistema é dado pela eq. (8.12). Os operadores do momento
angular comutam com o operador da energia potencial 1% porque derivagoes
em relagdo de 6 e ¢ comutam com a multiplicagdo por V (r). Por outro lado,

usando as relagoes de comutacao (8.55), obteremos
[ﬁiv IA/:L‘] :[ﬁxy f/x]ﬁx + ﬁx[ﬁx, i/x] =0,
[ﬁzv i’x] =[py, ix]ﬁy + DylDy ﬁx] = —ihp-py — ihpyp.,
[7537 IA/x] :Lﬁm ﬁx]ﬁz + ﬁz [ﬁza IA/ac] = lhﬁzﬁy + Zhﬁyﬁz

Fazendo a soma das trés equacgoes, temos

De modo anélogo, provamos que o operador p? comuta com Ly e L,. Assim,
o operador da energia cinética do sistema,

. 1,
@P
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comuta com os operadores do momento angular. Portanto, o operador hamil-

toniano, H = K + V', comuta com os operadores do momento angular.

A relagao (8.53) implica em independéncia dos valores esperados do mo-
mento angular total para sistemas isoladas. Com efeito, a fungéo de onda W

do sistema satisfaz a equacao de Schrodinger, logo

0 1 .
—VU=_—HWV. .54
ot~ ih (8:54)
Para a taxa de variacao do valor esperado, temos
d d . 0 . . 0
— (L) =—(¥ |LY) = (=¥ | LV v | L—-¥
L) =W | L) = (S0 | E0) + (0| L)
1 . . 1 L 1 PN 1 A
——%(H\IJ|L\IJ>+%<\II]LH\IJ)——%<\IJ|HL\I/>+%<\IJ|LH\I/>

:%@p\ L. A]w) =0

Nao dependem do tempo valores esperados de produtos de componentes
do momento angular. Com efeito, se o hamiltoniano comuta com os com-
ponentes do momento linear, ele também comuta com qualquer produto dos
componentes. Em particular, ndo depende do tempo o valor esperado de L2.

Nao dependem do tempo as respectivas incertezas. Por exemplo, o qua-

drado da incerteza de L, é igual a
2 2 2
or, = (L7) —(L)".
Os valores esperados no segundo membro da equacgao independem do tempo,
portanto a incerteza oy, nao depende do tempo.
Finalmente, consideremos um caso particular, mas importante. Suponha-

mos que a funcdo de onda ¥(z,y,z,t) no instante ¢t = ¢y 4 uma autofungao

dos operadores L? e L, isto é,

A

I?W(:L",y, z,tg) = Al(l + 1)U (x,y, 2, t), L, V(z,y,z,ty) = hm¥(x,y, z,t),

onde [ é um inteiro nao negativo e m é um inteiro tal que —1 < m < [. Os

valores esperados de L? e de L, independem do tempo, logo,

(L% = hl(1+1), (L,) = hm.
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As respectivas incertezas op,2 e o, sdo iguais a zero no instante to (porque o
estado do sistema no instante ¢y é um estado determinado de L? e L,). Como
nao dependem do tempo, as incertezas o2 e oy, sao iguais a zero para todo
t. O estado do sistema é um estado determinado de L2 e L, (e com os mesmo

autovalores do instante ¢, é claro).

8.6 Conclusoes

e O problema de dois corpos pode ser reduzido ao problema de uma

particula em um campo de forcas centrais.

e No caso de um potencial central, a equagao de Schrédinger independente

do tempo em coordenadas esféricas admite separacao de variaveis.
e Os harmonicos esféricos sao solucoes separdveis da equagao (8.24).
e O espectro dos operadores do momento angular é discreto.

e Os harmonicos esféricos sao autofungoes comuns do operador do qua-

drado do momento angular L2 e do operador L..

e Os autovalores de L? (os valores possiveis do quadrado do momento

angular) sado miltiplos de & da forma (I 4+ 1), onde [ =0,1,2,....

e As autofungoes comuns de L2 e I:Z, associadas a um dado autovalor
I(1+1) de f42, sao associadas a autovalores de L, da forma hm, em que

m=—-l,—l+1,...,1

e O momento angular de uma particula em um potencial central é conser-

vado.

e Manifesta-se a conservagdo do momento linear na conservagao (inde-
pendéncia do tempo) de valores esperados dos componentes do momento

linear e do quadrado do momento, incertezas, etc.



Introdugao a Mecanica Quantica

e O momento angular total de um sistema isolado de duas particulas é

conservado.

8.7 Resumo

Introduzimos as relagoes canonicas de comutagao na mecanica quantica em um
espago de dimensao trés. O problema de dois corpos é reduzido ao problema de
uma particula em um potencial de forgas centrais. A equacdo de Schrodinger
independente do tempo é reescrita em coordenadas esféricas. Procurando
solugoes separaveis da equagao, encontramos solugoes para a equagao angular
- 0s harmonicos esféricos. Introduzimos os operadores do momento angular
de uma particula. Mostramos que estes operadores possuem espectro discreto.
Usamos relacoes de incerteza generalizadas para explicar certas caracteristicas

do espectro de L,. Explicamos a conservagao do momento angular.

8.8 Glossario

e harmonicos esféricos

e massa reduzida

problema de dois corpos

e relagoes canonicas de comutagao

8.9 Atividades

ATIV. 8.1. Mostre que a energia de um sistema de dois corpos (8.6) pode

ser posta na forma (8.7).

ATIV. 8.2. Use as relagoes de comutagao (8.2), (8.3), (8.4), (8.5) para mos-
trar as relagoes de comutacao entre os componentes do momento angular

(8.33).
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ATTV. 8.3. Use as relagoes de comutagao (8.2), (8.3), (8.4), (8.5) para mos-

trar as relagoes de comutacao

[ﬁx, i/z] = Oa [ﬁza IA/y] = ihﬁza [ﬁx) i/z] = _ihﬁgp
by La]l = —ihpo, [y Ly) =0, [y, Ls] = ihps, (8.55)
Lﬁz, i/x] = ihﬁya [ﬁm Ey] = _ihpx, [ﬁm IA/z] = 0.
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