AULA

Mesa de Galton

META:
Explorar conceitos chaves da mecanica estatistica e familiarizar o
aluno ao problema do caminhante aleatério através de um simples

Instrumento.

OBJETIVOS:

Ao fim desta aula o aluno dever4 ser capaz de:
e Analisar estatisticamente dados experimentais.

e (Calcular o valor médio, a variancia e o desvio padrao de uma

distribuicao.

e Compreender a lei dos grandes niimeros e o teorema do limite

central.

e Relacionar os dados obtidos neste experimento com sistemas

fisicos encontrados em nosso cotidiano.
PRE-REQUISITOS

e Conteudo da primeira aula;

e Tenham cursado ou estejam cursando a disciplina Introducao

4 Fisica Estatistica.



Prof. Petrucio Barrozo Mesa de Galton

32

2.1 Introducao

Caros alunos, dando continuidade ao nosso curso iremos abor-
dar nesta aula o problema do caminhante aleatério do ponto de
vista experimental. Este problema é muito importante para com-
preensao de varios sistema na natureza, nao s6 da fisica mas tam-
bém em outras areas da ciéncia.

Faremos inicialmente uma breve descri¢ao do problema falando
sobre as principais propriedades e caracteristicas de um passeio
aleatério e em seguida descreveremos o roteiro para realizacao dos

experimentos.

2.2 Caminhante aleatorio

O problema do caminhante aleatério é usado para descrever
véarios sistemas nas mais diversas dreas da ciéncia dentre estas po-

demos citar:

e Na fisica, ele pode ser usado para modelar o problema da

difusdo de: particulas, calor, massa, dentre outros problemas.

e Na economia, pode ser usada para modelar precos e outros

fatores.

e Na Biologia, Pode ser usado para descrever a evolugdo ge-

nética da populagao.

Devido a sua simplicidade, o problema do caminhante aleaté-
rio também ¢é ideal para explorarmos conceitos fundamentais da
mecanica estatistica como: valor médio, varidncia, distribuicoes

estatisticas e o teorema do limite central.
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Os movimentos aleatérios sdo de fundamental importéncia para
descri¢ao de alguns sistemas fisicos como por exemplo 0 movimento
das particulas de podlen suspensas em agua. Saber como o cheiro
de um perfume se espalha por uma sala ou determinar a posicao
final do movimento de uma formiga andando aleatoriamente sao
problemas fundamentais da mecénica estatistica. Perguntas do

tipo:

Uma formiga inicia seu movimento em wm poste de iluminacdo e
dd passos de mesmo tamanho aleatoriamente, qual a distdncia

que a formiga poderd percorrer apés N passos?

Embora seja aparentemente trivial, representa um dos pilares

fundamentais da mecanica estatistica.

Para descrever o problema do caminhante aleatério vamos con-
siderar um individuo caminhando sobre uma reta a partir da ori-
gem, dando N passos de igual comprimento [ para a direita com
probabilidade p ou para esquerda com probabilidade ¢ = 1 — p

como mostrado na Figura 2.1.

~~
o\

Figura 2.1: Esquema ilustrativo para descrever o problema do ca-

minhante aleatorio.
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Figura 2.2: Esquema ilustrativo para descrever a posicao do ca-
minhante (circulos pretos) ao longo dos passos no sentido de cima
para baixo. Inicialmente no topo da figura o caminhante parte da
posi¢do z = 0. O problema consiste em determinar a probabilidade

de encontrar o caminhante numa dada posi¢cao x apés N passos.

As principais caracteristicas do problema do caminhante alea-

tério sao:

e Os passos sdo independentes um do outro, ou seja, 0 passo
seguinte pode ser dado arbitrariamente para direita ou para

esquerda independente de com foi o passo anterior;
e Todos os passos tem o mesmo comprimento [ ;

e A soma das probabilidades é igual a 1,

ptrqg=1

e Apds N passos consecutivos temos que nq passos foram dados

para direita e ngy passos foram dados para esquerda de modo
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que: 2

N =n1 +no

e O numero de passos efetivo (m) e o deslocamento efetivo (z)
sdo dados por:

m=mn1 — Ny

z=ml

O problema consiste basicamente em determinar a probabili-
dade Py(m) de encontrar individuo na posi¢ao x = m [ depois de
ter sido dado N passos (m é um namero inteiro e —N < m < N).

A probabilidade de uma determinada sequéncia de N passos,
com mj passos para a direita e ng passos para a esquerda é dada

pela distribuicao binomial,

N!
Pn(ni) = P, (2.19)

n1!ns!
onde p4+ g =1e N =nj + ny. Vale ressaltar que a probabilidade
Py (ny) é normalizada, isto é,

N
> Py(m)=(p+q~ =1, (2.20)

n1=0
note que 0 < Py(n1) <1, para 0 < n; < N, ou seja, a probabili-
dade é um ntmero positivo e varia entre 0 e 1.

No limite N — oo, podemos em primeira ordem mostrar que a

distribuicao binomial Eq. 2.19 acima descrita se transforma numa
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Mesa de Galton

BIOGRAFTA

Francis Galton
(1822-1911) nasceu
em Sparbrook, na
Inglaterra e foi primo
de Charles Darwin.
Estudou medicina, mas
veio a abandoné-la
apods terminar o curso.
Realizou estudos nas

areas de geografia,
estatistica, meteo-
rologia, psicologia,
educacao, sociologia

e antropologia, mas
em 1865 seu principal
interesse se definiu: a
hereditariedade (TEI-
XEIRA; PEREIRA;
TAKEUCHI, 2008).
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distribuicdo gaussiana Eq. 2.21. Esta é uma manifestacao do te-
orema do limite central, para maiores informacoes consultar refe-

réncias mostradas no final desta aula.

1 _ (1 —(n1)?

¢ 2G|
V/2m((Any)?)

Neste caso, temos uma variancia (Anj)? e uma média (nq).

Pn(n1) = (2.21)

2.3 Mesa de Galton

A mesa de Galton, também conhecida como mesa de pregos
ou quincunx, foi proposto por Francis Galton com o objetivo de
estudar principalmente fenémenos no campo da biologia, mas os
resultados provindos deste experimentos podem ser usados para
explicar um grande nimero de sistemas na fisica e em outras areas
do conhecimento.

O dispositivo desenvolvido por Galton consiste em um arranjo
de pinos montados sobre uma tabua na vertical como mostrada
na Figura 2.3. As bolas caem sobre os pinos na parte superior
e se distribufam aleatoriamente para a direita ou para esquerda
pelos espagos entre os pinos. No final do processo, elas se acumu-
lam nos compartimentos "canaletas" inferiores e formam padroes,
quanto maior o nimero de bolas arremessadas mais o perfil da
curva experimental se aproxima da distribui¢ao normal (distribui-

¢do gaussina), este comportamento ¢ mostrado na Figura 2.4.

Em primeiro momento, o padrao formado pelas bolas na parte
inferior do dispositivo ndo se parece com nenhum tipo de distribui-

¢ao, mas depois que cai um certo niimero de bolas podemos observa
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Figura 2.3: Esquema mostrando o aparato desenvolvido por
Francis Galton para obter o perfil de uma distribuicao nor-
mal. A imagem obtida de MATHWORLD. Disponivel em:

<http://mathworld.wolfram.com/GaltonBoard.html>. Acesso
em: 28 jan. 2012.
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Figura 2.4: Convergéncia dos dados experimentais obtidos para
uma curva Gaussiana quando o ndmero de bolas arremessadas
aumenta. Podemos ver na figura que para N > 100 os valores

experimentais j4 estdo bem proximos da curva gaussiana tedrica.
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um padrao muito semelhante ao de uma distribuicdo Gaussiana.
Quanto maior o ntumero dos niveis de pinos e o nimero de bolas
arremessadas, mais proximo da distribuicdo normal fica o padrao
das bolas no fundo do dispositivo de Galton.

A mesa de Galton é um dispositivo capaz de simular os fenéme-
nos observados na caminhada aleatéria, os passos aleatérios aqui
sao repassados pelas colisoes das bolas com os pregos. Apds cada
colisdo a bola tem mesma probabilidade p = ¢ = 0.5 de ir para o
lado esquerdo ou direito. O numero de passos N aqui é repassado
pelo ntmero de niveis de pinos.

A Figura 2.5 mostra uma comparacao entre os resultados for-
necidos pelo problema do caminhante aleatorio (& esquerda) e pela
mesa de bolas de Galton (a direita). Nos dois casos mostrado na
Figura 2.5, os corpos "bola ou caminhante" partem da posi¢ao
x = 0 e ddo N passos até o final do percurso. A funcdo de dis-
tribuicdo de probabilidade para ambos os casos pode ser descritas
pela Equacao 2.21.

Na Figura 2.6 mostramos resultados das distribui¢oes de proba-
bilidades obtidas ap6s o lancamento de N bolas juntamente com
um ajuste dos histogramas com uma distribuicdo gaussiana. Os
parametros obtidos destes ajustes sao mostrados dentro de cada

histograma.
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Figura 2.5: Figura mostrando o comportamento obtidos pelo ca-
minhante aleatorio e pelas bolas na mesa de Galton. Nos quadros
da parte inferior da figura é mostrado um histograma tipico obtido

nos dois casos.
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Figura 2.6: Figura mostrando o comportamento obtidos pelas bo-
las na mesa de Galton na forma de histogramas para diferentes

numeros de bolas arremecadas.
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2.4 Algumas grandezas importantes 2

e Numero meédio de passos para a direita (n;)

(n1) =pN (2.22)

e Numero meédio de passos para a esquerda (ng)
(n2) = qN (2.23)

Deslocamento médio

m=mny; —ny=N(p—gq) (2.24)

Podemos observar que para p =g =0.5 0o

deslocamento médio previsto é nulo.

A dispersao ou a variéncia é dada por

((An1)?) = (ni) — (n1)* = Npg (2.25)

O desvio padrio para ni pode ser escrito como
on = V{(An1)2) = (pg)/*VN (2.26)

Desvio relativo

Tm <q)1/2 L (2.27)
(1)  \p) VN '

A Eq. 2.27 nos mostra que a distribui¢cao binomial se torna muito
fina e centrada em torno da média (n;), quando o valor de N é
suficientemente grande, por outro lado, quando N é pequeno esta
distribui¢ao se torna larga. A razdo o,,/(n1) nos dar portanto
uma idéia da largura da distribuicdo quanto maior o valor desta

razdo mais larga se torna a distribuigao.
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2.5 Procedimento Experimental

Materiais e métodos

Os materiais necessarios para a realizacio destes experimento

sao0:
e Mesa de pregos
e Bolas de vidro

Este experimento podera ser realizado no laboratério ou pela inter-

net atraves do site http://www.mathsisfun.com/data/quincunx.html.

OBS: Caso o experimento seja feito pela internet peca instrucoes
especificas ao professor. A realizacdo do experimento sem

estas instrugoes invalida a entrega do relatorio.

O experimento serd dividido em trés etapas como segue abaixo.

Etapa 1 - Verificacdo do teorema do limite central

1. A partir do ponto mais alto da mesa deixe que 10 bolas rolem

até a base, uma de cada vez.
2. Construa o histograma com o resultado obtido.

3. Preencha a Tabela 1 com os dados obtidos e calcule as gran-

dezas solicitadas.
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Tabela 1: Modelo da tabela para anotar os dados e fazer 2

o histograma.

Canal |Ndmerode

Bolas

Frequéncia

NEEewwnvawNk

[y
w

[
E-

X

[
[%,]

Quando Possivel determine:

[
[}

Valor médio:

[
-l

-
-}

Desvio Padrao:

4.

Desvio Relativo:

O histograma tem forma de alguma curva de distribuicao

conhecida?

(a) Gaussiana
(b) Binomial
(¢) Outra, Qualz

(d) nenhuma

OBS:0 histograma deve refletir exatamente o formato da

bola no fundo da mesa assim como mostrado na Figura 2.5

. Repita os itens 1 e 2 soltando de 10 em 10 bolas até chegar

a um total de 200 bolas. (A cada 10 bolas devemos ter um

histograma)
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10.

Faca um histograma mostrando a distribuigao de todas bolas
jogadas até entdao. (Some todas as bolas que cairam em cada

canaleta)
Qual o tipo de distribuicao obtida?

Quantas bolas precisariam ter sido lancadas para se obter

esta informacao?

Lance mais 400 bolas e somando com os resultados ja obtidos

construa um novo histograma.

Ocorreu alguma mudanca no formato da distribuicdo? Al-

guma outra informagdo pertinente foi obtida?

Etapa 2 - Variacao do numero de passos

. Faca o lancamento de 200 bolas diminuindo o ntimero de

passos (ou impactos) em uma unidade. Isto significa que
voce deve lancar a bola de um ponto mais baixo na mesa de

bolas.

. Preencha a tabela conforme o modelo Tabela 1.

Construa o histograma e verifique quais os parametros vari-

aram com relacdo a primeira etapa.

. Obtenha a equacao que descreve esta curva.

Repita os itens 1 & 4 diminuindo mais dois passos do caminho

aleatorio.

Repita os itens 1 4 4 diminuindo mais quatro passos do ca-

minho aleatorio.
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7. Repita os itens 1 & 4 com apenas dois passos no caminho 2

aleatorio. Descreva o que vocé observou.

Etapa 3 - Variacao do ponto de partida

1. Faca 200 lancamentos a partir de um ponto que seja um
passo a menos no caminho aleatério, mas que também esteja

deslocado do centro da mesa.

2. Construa o histograma e verifique quais foram os parametros

que variaram.

3. Facga 200 langamentos a partir de um ponto qualquer de sua
escolha na mesa de bolas. OBS: informe ao professor qual o

ponto vocé escolheu!

4. Construa o histograma e obtenha a equacao matematica que

descreve a distribuicao.

RESUMO

Na aula de hoje, conseguimos mostrar o problema do cami-
nhante aleatério através do experimento da mesa de Galton. Veri-
ficamos os principais conceitos da mecénica estatistica, calculamos
o valor médio, a varidncia e entendemos do ponto de vista experi-
mental o significado do teorema do limite central. Vimos também

como os parametros externos, ajustaveis através do experimento,
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influenciam o tipo de distribuicao obtida. Variando os parametros
externos foi possivel obter diferentes tipos de distribuicoes estatis-
ticas. De uma maneira geral, aprendemos a analisar estatistica-
mente dados obtidos em experimentos. Agora vamos nos preparar

para realizar o préoximo experimento. Bons estudos.

PROXIMA AULA

Em nossa préxima aula realizaremos experimentos afim de veri-
ficar a distribuicao de energia de um sistema. Dando continuidade
aos fundamentos da mecénica estatistica aprenderemos também a

calcular a energia de um microestado.

(46,
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ATIVIDADES 2

1. Com os dados obtidos no experimento elabore um relatoério. L

OBS: O relatério aqui elaborado deve ser preciso, claro e

objetivo. Deve conter as seguintes secoes:

e Resumo;

Introducao;

Materiais e métodos;

Resultados;

Conclusao;

Referéncias.

No relatorio também deverao ser discutidas as questoes

propostas ao longo do desenvolvimento do experimento.

OBS: Os graficos devem ser claros, auto-explicativos, com a
maior quantidade de informagao possivel, isto faz com
que economizemos espaco e sejamos mais objetivos na

construcao do relatorio.
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2. Calcule para os histogramas obtidos as seguintes grandezas:

(a) Valor médio
(b) Variancia
(c) Desvio padrao

(d) Desvio relativo

3. Observe e descreva como as grandezas obtidas acima variam

com 0s parametros externos.

AUTO-AVALIACAO

e Eu sei analisar dados experimentais estatisticamente?
e Eu sei construir um histograma e analisa-lo?
e Eu entendo o significado do teorema do limite central?

e Eu entendo o problema do caminhante aleatério?
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