Atomos de um elétron

META:

e Introduzir a classificacdo dos estados
do &atomo do hidrogénio na base dos
numeros quanticos (principal, azimutal,

magnético).

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

e resolver problemas que exigem conheci-
mento do espectro do &tomo do hidrogénio

e das autofuncgoes.
PRE-REQUISITOS:

e Equacao de Schrédinger em coordenadas

esféricas.

e Momento angular.
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9.1 Introducao

O problema do atomo do hidrogénio, ou, na forma mais geral, o problema de
um atomo com um Unico elétron, é um dos poucos que admitem uma resolucao
completa em termos de fungoes elementares. A teoria do a&tomo do hidrogénio
é o ponto de partida para a classificacdo dos estados de atomos de muitos
elétrons, como, também, para esquemas de aproximacao usados no estudo

tedrico desses atomos.

9.2 O atomo do hidrogénio

Este 4tomo consiste em um préton com carga e = 1,602x 107 C e um elétron
com carga —e. A massa do préton, m, = 1,6762 x 10727 kg, é bem maior do
que a massa do elétron m, = 9,109 x 103! kg. Assim a massa reduzida p do

sistema é quase igual a massa do elétron,
w=—"——=0,99946m,. (9.1)

A energia potencial do sistema (o potencial) depende apenas da distancia entre

o préton e o elétron,

e2

Vir)=- (9.2)

Amegr’

onde ¢y = 8,85419x107'2 C?/(J-m) é a permissividade do vacuo. A Figura 9.1

mostra o grafico da funcao V(r).

O sistema composto por um préton e um elétron é chamado dtomo, quando
se encontra em um estado ligado. Com efeito, o 4tomo é um sistema bem
localizado: a ordem de grandeza do didmetro do d4tomo é de 10~1Y m. Portanto,

no momento estamos interessados no espectro discreto do hamiltoniano

(9.3)

do sistema préton-elétron. O espectro continuo do hamiltoniano (este ha-

miltoniano possui, também, espectro continuo!) e as respectivas solugoes da
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Figura 9.1: Grafico do potencial da forca Coulombiana entre o préton e o
elétron. Os trés primeiros niveis de energia do dtomo do hidrogénio sao mos-

trados.

equagao de Schrodinger independente do tempo sao importantes em um outro

problema — o problema do espalhamento de elétrons por protons.

9.2.1 A equacgao radial

Temos que achar os valores de E para os quais a equagao radial (8.23) com o
potencial (9.2) possui solugoes aceitdveis e, também, encontrar essas solugoes.
A equagao radial (8.23) contem dois parametros de separacao, E e [(I+1). Os

valores aceitdaveis de [ foram encontrados na Aula 8. Os valores possiveis do
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moédulo do momento angular sao rotulados pelo numero inteiro nao-negativo
[. Por outro lado, os valores possiveis da energia F ainda nao foram de-
terminados. Vamos reescrever a equacao radial na forma de uma equacao
de autovalores no qual F faria o papel do parametro. Substituido na equagao
(8.23) o potencial (9.2), multiplicando os membros da equagao por —h2/(2ur?)

obteremos, apos umas transposicoes de termos,

2 2 2 1
n d<2dR>+[ ‘ +h“H'qR:ER r>0.  (9.4)

2ur? dr "ar Admeor 2ur?

A equagao recebe a forma da equagao de Schrédinger independente do tempo
para um sistema em uma dimensao apds a mudanga da varidvel dependente

R =wu/r. Com efeito,

1d|qd /u 1d%u
Zdr [rm(rﬂ—rdrz-

Portanto, multiplicando os membros da equacao por r, obteremos

n? d*u [ e? R+ 1)

Amegr 2ur?
9.2.2 O espectro discreto do hamiltoniano

Formalmente, associamos esta equacdo a uma particula na semi-reta (r > 0)

que esta se movendo no campo do potencial efetivo

e RA(I+1)

Vef(T') = —m + 2,ur2

, (9.6)

onde o segundo termo é um potencial repulsivo chamado potencial centripeto

R2L(1 + 1)

chentrl’peto = 2/“"2

O problema do espectro da energia para o sistema “préton-elétron” foi redu-
zido ao problema do espectro do hamiltoniano efetivo para uma particula na

semi-reta positiva,
- h? d?
Hep = “oudr? + Vet (r) (9.7)
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onde V¢(r) é dado pala eq. (9.6). Apresentaremos os resultados do célculo®”

do espectro discreto do hamiltoniano efetivo ﬁef.

Espectro discreto do hamiltoniano efetivo

O potencial centripeto é igual a zero para [ = 0. Nesse caso o potencial
efetivo é igual ao potencial da for¢ao Coulombiana, cujo gréfico é mostrado
na Figura 9.1. Os autovalores

pet 1

B o=___"
" (4meg)?2h% n2’

n=1,2 dots, (9.8)

coincidem com os valores permitidos da energia no modelo de Bohr3®.

O grafico do potencial efetivo para [ = 1 é mostrado na Figura 9.2. Evi-
dentemente, E7 nao pode ser um autovalor do hamiltoniano efetivo (pois Ej
¢ menor do que o valor minimo do potencial). Mas, é um fato notdvel e im-
portante que os autovalores do hamiltoniano efetivo sdo exatamente os valores
E, paran =2,3,.... Na Figura 9.3 temos dado o gréafico do potencial efetivo
para [ = 2. Os autovalores do hamiltoniano efetivo ffef sao os valores F,, onde
n=3,4,....

Resumindo, os autovalores do hamiltoniano efetivo Hy para um dado valor
de [ sdo dados pela eq. (9.8), onde n percorre os valores inteiros maiores que
l, isto é,

n=Il+1,14+2,....

370 préprio célculo (com um grau de detalhamento variado) pode se encontrado em vérios
livros de Mecéanica quantica, entre eles GRIFFITHS, D. J. Mecanica Qudntica. Sao Paulo:
Pearson, 2011; EISBERG, R.; RESNICK, R. Fisica Qudantica: Atomos, moléculas, sdlidos,

nicleos e particulas. Rio de Janeiro: Campus, 1979.
38Com a correcio para a massa finita do préton, ver Aula 3. A correcio para a massa

nuclear finita é importante no célculo das linhas espectrais (portanto, no célculo dos auto-
valores E,). A mesma corre¢gdo e menos importante no cdlculo das autofungdes, poque a
precisao dos experimentos que poderiam testar a distribuicao de probabilidade, por exemplo,

é bastante limitada.
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Figura 9.2: Gréfico do potencial efetivo para [ = 1. O menor autovalor de F

é igual a Fs.

9.2.3 Estados do atomo
Autofungoes do hamiltoniano efetivo

Para um dado valor de [, a cada autovalor E,, (n =1+ 1,0+ 2,...) temos

associada uma autofungao. A autofuncao, R,;(r) é dada por

2r
na

l r
Rnl(T) _ Anl (%) eiﬁLilj_ll_l < > , n = l -+ 17l+ 27 . (99)
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Figura 9.3: Gréfico do potencial efetivo para [ = 2. O menor autovalor de F

é igual a Fj.

onde A,; é uma constante ndo-nula, a contante a é dada por®’

Amegh?
a=—-7

— ~ 0,529 x 10710 A
ue

e Lilfll 1 € um polindomio associado de Laguerre. Os polinomios associados

sao, essencialmente, derivadas de polinémios de Laguerre. Mais precisamente,

p
Ly (e = (1P (42 ) Lalo) (9.10)

onde o polinomio de Laguerre L, ¢ dado por

Ly(x) = €” (%)q (z%7). (9.11)

39Lembramos que a constante

Ameoh?
ag =

mee2 ’
introduzida na Aula 3 é chamada raio de Bohr. A diferenca entre a e ag e desprezivel pequena

no céalculo das autofungées, mas pode ser importante no célculo das linhas espectrais.
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Exemplo 9.1. Obteremos a fungao radial Rgy. Da eq. (9.9) temos

onde

Calculando

e, depois,

temos

Ro(r) = Agoe_%L% ( ) ,

r
a

L%(m) = —%Lg(%).

RQQ(T) = 14206_i <4 — 22) .

(9.12)

(9.13)

Duas autofuncoes, R,; e R, com o mesmo valos de | mas associadas a

autovalores diferentes, F,, # E,/, sdo ortogonais em relagao a fungdo peso r

/°° [Ru ()] Ry (r) r2dr = 0 se n#n'.
0

As funcoes podem ser normalizadas de tal modo que

/0 TR ()] R (1) r2dr = 1

para todo par (n,l) compativel.

Autofungoes do hamiltoniano do atomo

Sejam n, [ e m; inteiros e compativeis, isto é

Entao a funcao

1 <n, 0<li<n-—1, I <m <l

ﬂ)nlml (T> 97 qb) = Rnl(r)}/lml (97 ¢)

2.

(9.14)

(9.15)

(9.16)

(9.17)

¢ uma solugao da equagao de Schrédinger independente do tempo (8.20) para

E=F,.
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Ortogonalidade e normalizacao. Suponhamos que as fungoes R,; sao

normalizadas, como, também, as funcoes ;™ (ver as equagoes (8.31) e (9.15)).

Entao o conjunto das autofuncoes v, possui a propriedade de ortonormali-

dade, isto é

27 pm o0
/0 /O /0 ["‘/}nlml (T7 07 ¢)]* wn,l,m; (7"7 07 ¢) 7,,2 dT’ d9 d¢

0 se (n,,m n'l'm)),
. (o) # (0mi),
1 se (n,,my)=(nlUm)).

As autofungoes sao

- 2\? n—I1-1)! _» ! 2041 2r m
Vi, (1,0, ¢) = \/<%> m (%) L7 <%) Y0, $).

(9.19)
As primeiras autofuncoes sao
Y100(r, 0, ¢) = 364/“, (9.20)
Ta
1 T _r
Y200(r, 0, ¢) = Vo (1 - %> e 2, (9.21)
1 T T
0 =F—F—=—€ 2 0 9.22
Yo1,41(7, 0, 9) 434@&6 24 COS (9.22)
1 r :
Po1,41(r,0,0) = F L =% sen 0 et®. (9.23)

8Vmwa3 a
9.2.4 Degenerescéncia

As autofuncoes ¥,y representam estados determinados da energia. Exceto
1

o caso n = 1, para cada valor de n (n = 2,3,4,...) existem vérios estados

Ynim, , Porque existe mais de um par de valores [, m; compativeis com n. Por

exemplo, os estados 1200, 1210, ¥21,—1 € P211 tém o mesma energia Es.

Dois ou mais estados de um sistema sao ditos estados degenerados quando

pertencem ao mesmo nivel de energia.

Qual o numero das autofuncgoes linearmente independentes associadas a
um dado valor de energia E,7 Ha 2] 4+ 1 valores de m; compativeis com um

dado valor de I. Por outro lado, para um dado valor de n, o nimero [ toma
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os valores inteiros de 0 até [ — 1. O numero de estados v, com energia E,

é igual a

9.2.5 Numeros quanticos

As autofuncgoes 1y, representam estados determinados da energia F, do
quadrado escalar do momento angular L2 e do componente L, do momento
angular. Esses estados s@o rotulados por valores (inteiros e compativeis) dos

trés numeros quanticos n, I e m;.

e O numero quantico principal n pode tomar qualquer valor inteiro posi-
tivo (n =1,2,...). O valor de n determina o nivel de energia do estado.
A energia de um estado do atomo do hidrogénio pertencente ao n-ésimo

nivel é igual a E,, (ver a eq. (9.8)).

e O numero qudntico do momento angular | (as vezes, chamado ndmero
quantico azimutal) determina o médulo do momento angular do estado,
L = hy\/I(l+1). Para um dado valor n do niimero quéntico principal, [

tem como valores possiveis os inteiros de 0 a n — 1.

e O numero quantico magnético m; determina o valor do componente L, =
hm; do momento angular. Para um dado valor de [, os valores possiveis

de m; sao todos os inteiros de —I[ a .

A escolha dos trés observaveis F, L? e L, e, em consequéncia disso, dos
trés nimeros quanticos n, [, m; para uma classificacao dos estados do atomo

¢é determinada pelas seguintes propriedades desse conjunto de observaveis.

1. Os varidveis E, L? e L, sao compativeis, isto é, os operadores H, L? e

L, comutam. Em consequéncia disso, existem autofungoes comuns m,

dos operadores H L%2e¢L,.
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2. O conjunto das funcoes )y, ¢ completo: todos os estados possiveis do

atomo sao representados por combinacoes lineares dessas funcgoes.

3. Como a energia E pertence ao conjunto, os observaveis compativeis F,
L2 e L, sdo conservados. Em particular, a funcio de onda do estado
estaciondrio

Uoim, (2,9, 2, 1) = Ypim, (2, Y, z)e_iETnt (9.24)
representa um estado determinado de E, L? e L, em qualquer instante

t.

Enquanto seria dificil “substituir” nessa lista a energia ou o quadrado do
momento angular por outros observaveis, a escolha do operador L, é uma
questao de conveniéncia e respeito a tradicao. Com efeito, qualquer um dos
trés componentes do momento angular é compativel com a dupla E, L.

Nao todos os estados possiveis do sistema sao representados por funcoes
Ynim,- Mas todo estado possivel é representado por uma combinagao linear

dessas fungoes. Por exemplo, a funcao

Y= % (Y211 + Y21,-1) (9.25)

representa um estado do 4tomo do hidrogénio.

9.2.6 Notagao espectroscopica

Os estados com valores diferentes do nimero quantico ! sao indicadas por
letras. Para os primeiros cinco valores de [ as letras sao dadas na tabela a
seguiri?.

[ =0: estado s

[=1: estadop

[ =2: estadod

[ =3: estado f

l=4: estadog

40A escolha das letras s, p, d tem sua origem na espectroscopia do século XIX.
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Para os estados com [ > 3 as letras seguem a ordem alfabética.
O valor do nimero quantico n para o estado é colocado na frente da letra
que especifica o valor de [. Por exemplo, um estado caracterizado por n = 3 e

[ = 2 é chamado estado 3d.

9.2.7 Densidade de probabilidade

No estado caracterizado por valores n, [, m; dos trés ntmeros quanticos, a
densidade de probabilidade de encontrar o elétron é dada, em coordenadas
esféricas! pelo quadrado do médulo da funcdo Ynim,- A densidade de pro-
babilidade Py, ¢ uma funcao das duas varidveis r e 6 e nao depende*? de
¢:

Pt (1,0) = [ty (10, 0) . (9.26)

Exemplo 9.2. A densidade de probabilidade para os estados com n = 1,

=1, m;y==+1 é dada por

1

2 —7‘/(1 2 2
s € sen” 6. (9.27)

Pyy 41(r,0) =

Por se tratar de fungoes definidas no espago (mesmo que independentes da
varidvel ¢), a visualizagio das fungdes Py, (7, 0) ndo é uma tarefa simples®3.

Mas é facil visualizar as densidades radiais

2w prpi
Po(r) = /0 /0 ot (r, 0, ) 1200 dp = | Ry ().

Griéficos de distribuicoes radiais em relaco a variavel adimensional** z = r/a,

41 Estamos supondo que a massa do préton é infinita e que ele estd na origem.
42porque o médulo do harménico esférico Y™ nao depende de ¢.
43Ver, por exemplo, GRIFFITHS, D. J. Mecdnica Qudntica Sao Paulo: Pearson, 2011

ou EISBERG, R.; RESNICK, R. Fisica Qudantica: Atomos, moléculas, sdlidos, nicleos e

particulas. Rio de Janeiro: Campus, 1979.

/ pni(z) dz = 1.
0

44Para Pnl,
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isto é, graficos de fungoes
pi(z) = a®| Ry (ax) |22 (9.28)

para os estados com ntmero quantico principal n = 1,2, 3 sdo mostrados nas

Figuras 9.4, 9.5 e 9.6.

P1o |
0.5 + ls

0.4 4
03 +
0.2 +

Figura 9.4: Distribuigao radial de probabilidade para o estado com n = 1.

P21
0.2 +
0.1 +
2p 25
|
10 xT

Figura 9.5: Distribuigao radial de probabilidade para os estados com n = 2.




182

Atomos de um elétron

P3i

0.05 +

Figura 9.6: Distribuigao radial de probabilidade para os estados com n = 3.

9.3 Atomos hidrogendides

Além do hidrogénio, dtomos de um elétron sao alguns ions: o atomo do hélio
ionizado He™, o atomo do litio duplamente ionizado Li™ ™, etc. Esses sistemas
sao, as vezes, chamados dtomos hidrogendides, ou hidrogénicos. A teoria, de-
senvolvida para o atomo do hidrogénio, é usada, com pequenas modificacoes,
na descricao desses dtomos.

O quociente
massa do ntcleo

massa do elétron
para um atomo hidrogénico é bem maior do que no caso do hidrogénio. Usa-
remos a aproximagao da massa nuclear infinita, considerando o nicleo em re-
pouso na origem do sistema de coordenadas. O hamiltoniano para um elétron

no campo Coulombiano do nicleo é dado por

(9.29)

2Me Amegr’

onde Z é o nimero de prétons no nicleo ( o nimero atémico: Z = 2 para o
ntcleo do hélio, Z = 3 para o litio, etc.). O hamiltoniano (9.29) é semelhante

a (9.3). As alteragoes sao:
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e a substituicao de p por me,

e a substituicdo de e? por Ze?.

Do ponto de vista técnico, essas alteracoes afetam somente a equacao radial.
Assim, os autovalores do hamiltoniano (9.29) sao

meZ2e* 1

F ==
" (4meg)22h% n2’

n=1,2,3,.... (9.30)

Os numeros quanticos n, [, m; tém o mesmo significado como no caso do
hidrogénio e as fungoes 1y, obteremos através da substituicao

= 47['60712 ag
meZe? Z’

onde ag é o raio de Bohr (3.10),

wnlml (7“7 9? ¢) (931)
B 27\° (n—1-1)! —Zr (277 : 20+1 2Zr m
G2 e () e () oo

9.4 Conclusoes

e O problema de dois corpos se reduz ao problema do movimento de uma

particula em um campo de forgas centrais.

e Os numeros quanticos n, [, m; sao usados na classificacao dos estados

do dtomo do hidrogénio.

e A energia do estado é determinada pelo valor do numero quéntico prin-

cipal n.

e Os estados com energia FE,, sao degenerados, exceto no caso n = 1.

9.5 Resumo

A equagao radial para o atomo do hidrogénio é reescrita na forma de uma

equacao de autovalores. Apresentamos os autovalores que sao interpretados
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como valores de energia possiveis para o a&tomo do hidrogénio. Introduzimos
0s nimeros quanticos: o nimero quantico principal n, o nimero quantico do
momento angular [ e o nimero quantico magnético m;. Explicamos a classi-
ficacdo dos estados do atomo baseada nos nimeros quanticos. Explicamos a

generalizagao dos resultados para os dtomos hidrogénicos.

9.6 Glossario

e dtomos hidrogendides (dtomos hidrogénicos)

e degenerescéncia

e equacao radial

e numero quanticos

e numero quantico do momento angular (nimero quantico azimutal)
e numero quantico magnético

e potencial centripeto

e potencial efetivo

9.7 Atividades

ATIV. 9.1. Normalize a funcao radial Rao(r), eq. (9.13).
ATIV. 9.2. Monte a funcao normalizada o11.

ATIV. 9.3. Mostre que

2 T 0
/ / / Py1 41(r,0) r* drdf de = 1,
0 0 0

onde Py +1(r,0) é dada pela eq. (9.27).
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