Valoracoes e

Tabelas de Verdade

META:
Apresentar tabelas de verdade para

classificar proposicoes logicas.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao
ser capazes de:

Aplicar valoragoes de um conjunto
de proposigoes moleculares;

Usar tabelas de verdade para avaliar
as possiveis valoragoes de um con-

junto de proposicoes moleculares.

PRE-REQUISITOS
Aula-02 os conhecimentos da se-
mantica da Linguagem da Logica

de Predicados.
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3.1 Introducao

Caro aluno, na aula anterior, vimos as defini¢bes seméanticas
dos conectivos légicos e dos quantificadores. Hoje, continuaremos
ainda que em ritmo de valsa, a navegar no mar da Loégica Mate-
matica aproveitando o passeio para conhecé-la melhor. Nesta aula,
conceituaremos valoragoes que é uma das formas de se avaliar as
proposi¢oes moleculares. Esperamos que o pré-requisito solicitado
seja realizado, pois ele facilitard a compreensao e o bom andamento

de nossa aula.

3.2 Valoracoes

Valoragoes constituem-se em uma das formas de se avaliar uma
proposicao molecular a partir de suas proposigoes atdémicas. Para

compreendermos melhor, iniciaremos pela defini¢ao:

Definigao 3.1. SejaT’ = {ay, ..., @, } um conjunto com n proposi-
¢oOes atomicas. Definimos uma valoragao sobre I' como uma funcgao

v:T+—{0,1}.

OBS 3.1. Uma valoracao é uma fungdo que associa a cada uma
das proposi¢oes de um conjunto de proposi¢oes um de dois valores

de verdade 0 para falso e 1 para verdade.

Exemplo 3.1. Como exemplo podemos tomar I' = {«, 3,7} uma

possivel valorac¢ao é v : I' — {0, 1} dada por:
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A logica de predicados baseia-se no principio de que a valoragao
de uma proposicao molecular é determinada unicamente pelas va-
loracoes de suas proposicoes atomicas. Para estabelecer as regras
que deteminam a valoragao de uma proposicao molecular, vere-
mos primeiramente algumas operagdes sobre o conjunto {0, 1}, no

ambito da algebra de Boole.

3.3 Algebra de Boole

A algebra de Boole ou algebra booleana foi criada pelo matema-
tico inglés George Boole e consta do conjunto B = {0,1} e trés
operagoes + : B X B +— B uma soma, e : B X B +— B um produto

e % : B+— B complementar. Definidas pelas tabelas abaixo:

+ 101 o 01 *
01011 0]01]0 011
1110 11011 110

OBS 3.2. E facil verificar (verificacdo direta) as seguintes propri-

edades da algebra de Boole:

ea+b=b+a,Va,be B
ea+(b+c)=(a+b)+cVa,bceB
eqgeb=0)beqa,Va,be B
eae(bec)=(aeb)ec,Va,b,cc B
ea+(bec)=(a+b)e(a+c),Va,bce B

e ae(bt+c)=(aeb)+ (aec),Va,bceB

George Boole nasceu
em Lincoln - Inglaterra
em 2 de Novembro de
1815. Autodidata, fun-
dou aos 20 anos de
idade a sua propria es-
cola e dedicou-se ao es-
tudo da Matematica.
Em 1847 publicou The
Mathematical Analysis
of Logic em que in-
troduziu os conceitos
de logica simboélica de-
monstrando que a 16-
gica podia ser reduzida
a equagbes algébricas.
Wikipedia
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ea+ta*=1,VaeB

e gea*=0,YVa e B

A partir de agora, caro aluno, podemos definir como calcular uma
valoragao de uma proposicao molecular a partir da valoracao de
suas proposi¢oes atdémicas. Para isto, usaremos a definicdo que

representa a seméantica dos conectivos légicos.

Definigao 3.2. Sejam « e ( proposigoes atomicas e v : {«, 5} —

{0,1} uma valoragéo entéo:
o v(-a) = v(a)*
e v(aAf)=v(a)ev(s)
e v(aV ) = v(a) + v(8)
e v(a— f) =v(a)" +v(B)

o v(a = f) = (v(a)* +v(B) e (v(a) +v(B)")

3.4 Tabela de Verdade

Dada uma proposi¢ao molecular podemos especular sobre quais
os possiveis valores de verdade que ela pode ter para uma deter-
minada valoracao de seus atomos. Mais ainda, podemos especular
sobre os valores de verdade que ela pode ter para todas as possi-
veis valoragoes de seus 4tomos. Podemos reunir todas as possiveis
valoracoes de uma proposi¢cao molecular em uma tabela, a qual
denominamos de TABELA DE VERDADE. Os possiveis va-
lores para uma proposicao molecular, como vocés ji sabem, sao

dois: falso 0 e verdadeiro 1. Desta forma, o ntimero de todas as
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possiveis combinacdes de valores de verdade para um conjunto de

n proposicoes atomicas é 2.

OBS 3.3. Cada linha de uma tabela de verdade é denominada

uma instancia ou simplesmente uma valoracao.

Um conceito muito ttil ao se manipular proposi¢coes moleculares
é o de subférmula, que entre outras coisas serve para criagao de

tabela de verdade. Vamos & definigao:

Definigao 3.3. Uma subférmula é definida pelas seguintes regras:

e se o é uma formula entao o é uma subférmula.

e se o, Bevysao formulase a =03, a=FAy, a=0V7y,

a=[F—vyoua=0 < ~entdo [ e 7y sdo subférmulas de «.

e Se x é uma variavel e « = VzP(z) ou a = JzP(x) entao

P(z) & subformula de .

e Se [ é subférmula de a e v é subféormula de § entao v é

subférmula de «.

nada mais é subférmula.

Algoritmo s. m. Sis-
tema particular de dis-
posicdo que se da a
uma sucessao de calcu-
los numeéricos. Diciona-
rio Pratico Michaelis

Vejamos a seguir como o conceito de subférmula pode ser usado
na elaboragao de um algoritmo para criar a tabela de verdade de

uma proposi¢cao molecular. Vamos ao algoritmo para construgao

da tabela de verdade de uma proposi¢do o molecular.

Passo 1 Contar o numero n de simbolos proposicionais.

Passo 2 Montar uma tabela com 2" linhas e tantas colunas, quan-

tas forem as subférmulas da proposicao a.

~ o

| -
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Passo 3 Preencher as colunas dos simbolos proposicionais com 1
ou 0 alternando de cima para baixo para a primeira coluna
1010..., para a segunda coluna 11001100..., para a terceira
coluna 1111000011110000... e assim por diante alternando

sempre em poténcias de 2.

Passo 4 computar o valor de verdade das outras colunas usando

a semantica dos conectivos logicos.

3.4.1 Uso de Paréntese e Prioridade dos Conectivos

Logicos

O uso de parénteses na construgao de proposi¢oes moleculares
mais complexas é inprescindivel. Porém, mesmo em proposigoes
moleculares relativamente simples o uso de parénteses também é
necessario para evitar ambigiiidades. Como exemplo a proposi¢ao

aV B N~ que pode ser interpretada de duas maneiras diferentes:

e aV(BAY)
. (a\/ﬁ)/\’y

Dai, se nao usarmos parénteses nao poderemos decidir que inter-

pretacao teremos.

Em proposi¢oes moleculares mais complexas, o nimero de parén-
teses pode ser reduzido usando-se o subterfugio da ordem de pri-
oridade. Em palavras mais simples, quem é mais forte do que
quem aplica aos quantificadores 16gicos. A convencdo para a or-
dem de prioridade dos conectivos logicos, em ordem crescente de

prioridade é:
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® — negagao.

e A conjuncao e V disjuncao.

e — implicacdo e <« dupla implicacao.

Onde, o conectivo — negagao é o mais fraco, tem prioridade mais
baixa. Os conectivos A conjuncao e V disjunc¢ao vem a seguir com
mesmo nivel de prioridade, seguidos da — implicagdo e < dupla
implicagdo, que tém a maior prioridade, sendo os conectivos mais

fortes.

Desta forma, a proposi¢ao (a« — (5 A y)) pode dispensar o par de
parénteses externos e passar a forma o — (3 A+) que por sua vez,
como a implicagdo — tem prioridade sobre a conjungao A, o par de
parénteses restante pode ser também dispensado. E a proposicao
toma, sem ambigiiidade, a forma final @« — 8 A y. A propésito,
tomaremos esta proposicao para exemplificar o algoritmo da tabela
de verdade. Primeiramente vemos que o — A~y tem trés dtomos.
A saber, o, 3 e 7, o que nos da 22 = 8 linhas na tabela de verdade
e como as subférmulas sao: «, 3, v, BAv e a — B Ay teremos
5 colunas na tabela de verdade. Na coluna referente ao atomo «
alternamos 10101010, na coluna referente ao dtomo 3 alternamos
11001100 e na coluna referente ao &tomo ~ alternamos 11110000,

construindo a tabela 3.1 .

Finalmente, completamos as colunas restantes (tabela 3.2)
usando a seméntica dos conectivos légicos aplicada a cada uma

das subférmulas restantes. A saber:
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BAvy|a— [Ny

o|lo|lRr | |lO|lO|~, |~ ®

o)
1
0
1
0
1
0
1
0

oclololo|lrRr |, |~ |~R|2

Tabela 3.1: Proposi¢do @ — S A 7.
3.5 Tautologia, Contradicao e Contingéncia

Vocé ja pensou na possibilidade de que uma proposi¢cao mo-
lecular possa ser verdadeira independente de quais os valores de
verdade de suas proposi¢oes atémicas componentes? Se vocé res-
pondeu que ja, vocé acabou de antecipar um conceito importante

TAUTOLOGTIA. Para oficializar vamos & definigao.

Definigao 3.4. Uma férmula molecular é dita uma tautologia,
denotada T, somente se seu valor de verdade for 1 verdade, para

qualquer combinacao de valor de verdade de seus 4tomos.

A contrapartida da TAUTOLOGIA ¢ a CONTRADICAO que
é falsa independentemete dos valores de verdade de suas proposi-

¢Oes atOmicas componentes. Vamos a definigao.

Definigao 3.5. Uma férmula molecular é dita uma contradigao,
denotada 1, somente se seu valor de verdade for 0 falso, para

qualquer combinacao de valor de verdade de seus 4tomos.
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a| By |BAY|a—=BAy
111 1 1
011 1 1
1{o[1] o0 0
0j0[1] 0 1
1{1]0] 0 0
0/1]0] 0 1
1/0/0| 0 0
0/0j0| o0 1

Tabela 3.2: Proposicao a« — 3 A 7.

Definigao 3.6. Uma férmula molecular é dita uma contingéncia,

somente se nao for uma tautologia nem uma contradigao.
Exemplo 3.2. Como exemplos temos:

e —( — «) uma contingencia.

e o — (f — «) uma tautologia.

e a A —(f — «) uma contradicao.

Podemos confirmar verificando a tabela de verdade abaixo.

alfl-a|lf—-a|l=(f—-a)|la—=(F—a)|aAN(8—a)
11110 1 0 1 0
011] 1 0 1 1 0
110] 0 1 0 1 0
0(0] 1 1 0 1 0

Tabela 3.3: Contingéncia, tautologia e contradigao.
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Caro aluno, por hoje é s6. Faremos um pequeno resumo do assunto
exposto nesta aula e propomos algumas atividades de reforco. As
referéncias bibliograficas fornecem material adicional de consulta,
caso vocé queira aprofundar-se mais sobre o contetido abordado na

aula de hoje.

3.6 Conclusao

Embora as valoragées fornecam um modo elegante de definir
a semantica de proposigoes, as tabelas de verdade constituem um
método mais pratico e visual de, também, definir a seméantica de

proposicoes moleculares.

3.7 Resumo

Comegamos definindo o conceito de valoragao. A saber:
Definigao: Sejal’ = {aq,...,a,} um conjunto com n proposigoes
atomicas. Definimos uma valoragdao sobre I' como uma funcao
v:I'—{0,1}.

Em seguida, vimos um tipo particular de algebra definida sobre o
conjunto B = {0, 1} de valores de verdade, conhecida como algebra
de Boole, e composta de trés operagoes: uma soma, um produto e

um complementar, resumidos nas tabelas:

+10|1 e | 0|1 *
0101 0010 0]1
1111]0 1101 110

Vimos que a algebra de Boole permite definir de modo elegante e

conciso, a seméantica dos conectivos logicos, dada por:
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Definigao: Se « e (3 s@o proposigoes atomicas e v : {«, 5} +—
{0,1} uma valoragao entao, a semantica para os conectivos logicos
fica definida pelas valoragoes v(a) e v(/3), das proposigoes a e 3,

respectivamente, por:
o v(-a) = v(a)*
e v(aAf)=v(a)ev(s)
e v(aVf)=v(a)+v(f)
e v(a— ) =v(a)" +v(f)
e v(a < f) = (v(a)" +v(B) e (v(a) +v(5))

Que, para tragar a tabela de verdade, que resume todas as possi-
veis valoragoes de uma proposigao molecular, é itil o conceito de
subférmula:

Definigao: Uma subférmula é definida pelas seguintes regras:
e se a é uma formula entdo a é uma subférmula.

e sea, ferysao formulase o = -F, a =B Ay, a= 0V,

a=[f—vyoua=/0 < 7entao [ e 7 sao subférmulas de «.

e Se x ¢ uma variavel e o = VzP(z) ou o = JzP(x) entdo

P(z) é subformula de .

e Se (§ & subformula de a e v é subformula de [ entao « é

subférmula de a.
e nada mais é subférmula.

Que para tracar uma tabela de verdade para uma proposigao mole-

cular usamos o seguinte algoritmo:

2
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Passo 1 Contar o numero n de simbolos proposicionais.

Passo 2 Montar uma tabela com 2" linhas e tantas colunas quan-

tas forem as subférmulas da proposicao p.

Passo 3 Preencher as colunas dos simbolos proposicionais com 1
ou 0 alternando de cima para baixo para a primeira coluna
1010..., para a segunda coluna 11001100..., para a terceira
coluna 1111000011110000... e assim por diante alternando

sempre em poténcias de 2.

Passo 4 computar o valor verdade das outras colunas usando as

a semantica dos conectivos logicos.

Finalmente vimos as defini¢oes de tautologia, contradigao e con-
tingéncia dadas por:

Definigao: Uma férmula molecular é dita uma tautologia, de-
notada T se, somente se seu valor de verdade é 1 verdade, para
qualquer combinacao de valor de verdade de seus atomos
Definigao: Uma férmula molecular é dita uma contradigao, de-
notada | se, somente se seu valor de verdade é 0 falso para qual-
quer combinagao de valor de verdade de seus 4tomos

Definigao: Uma férmula molecular é dita uma contingéncia,

somente se nao for uma tautologia nem uma contradi¢ao

3.8 Atividades

ATIV. 3.1. Construa a tabela de verdade para cada uma das

proposicoes moleculares abaixo:

o (aVP)A(aVy).
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e a— (8—7).

Comentario: Reveja o algoritmo e exemplo da secao 3.4.

ATIV. 3.2. Verifique se cada uma das proposi¢oes moleculares

abaixo sao tautologia, contradi¢ao ou contingéncia:

e (a= BN (B o) = (o)
o (aNP)V(aA7y).

e (a—=PB)A(an=p).

Comentario: Use a tabela de verdade para cada uma das proposi-

¢oes. Reveja o algoritmo e exemplo da secao 3.4
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