Regras de Inferéncia

e Regras de
Equivaléncia

META:
Introduzir algumas regras de
inferéncia e algumas regras de

equivaléncia.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao
ser capazes de:

Reconhecer se uma proposicao é
uma regra de inferéncia;
Reconhecer se uma proposicao é

uma regra de equivaléncia.

PRE-REQUISITOS
Aula-02 os conhecimentos da se-
méantica da Linguagem da Logica

de Predicados.
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4.1 Introducao

Caro aluno, em nossas aulas anteriores, estabelecemos a lin-
guagem da légica de predicados, conhecida também por légica de
primeira espécie, estudamos como determinar a seméantica de uma
proposicao molecular usando tabelas de verdade. Aqui, daremos
um passo adiante, estudaremos as relacoes de equivaléncia e vere-

mos como usé-las na manipulacao de proposicao moleculares.

4.2 Regras de Equivaléncia

Comegaremos nossa aula pela definicao do que é uma regra de
equivaléncia e em seguida, listaremos uma seqiiéncia das principais

regras de equivaléncia da légica de predicados. Vejamos:

Definigao 4.1. Dizemos que uma férmula o é semanticamente
equivalente a formula (, denotado a@ = (3, somente se o « (3 for

uma tautologia.

Aqui temos algumas das principais regras de equivaléncia:

E01 a A a =« (Idempoténcia da conjungao).

E02 aV a = «a (Idempoténcia da disjungao).

E03 a A f = Aa (Comutativa da conjungao).

E04 aV =V a (Comutativa da disjungao).

E05 (aAB)Av=aA(BAy) (Associativa da conjungao).

E06 (aVpB)Vy=aV(8Vy) (Associativa da disjungao).

E07 aA(BV7y)=(aApP)V (aAy) (Distributiva da conjungao).
E08 aV (BAYy)=(aVp)A(aVy) (Distributiva da disjungao).

E09 ——a = «a (Dupla negagao).
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E10
E1l1

—(a A B) =-aV -8 (DeMorgan da conjungao).
—(aV ) = -a A -5 (DeMorgan da disjuncao).
E12 a — g =-aV g (Implicagao).

E13 a < 8= (a— f) A (8 — «) (Dupla implicacao).

OBS 4.1. As propriedades comutativas e associativas da conjun-
cao e da disjuncao significam que em uma proposicao envolvendo
s6 conjungoes ou disjuncoes podemos dispensar o uso de parénte-
ses. Observamos também, que a dupla implicacdo também possui
propriedades comutativa e associativa. Por outro lado a impli-
cagdo nao é comutativa (vide a propriedade contrapositiva) nem
associativa (vide propriedade da implicagao).

OBS 4.2. As leis de De Morgan como o nome ja indica foram

proposta pelo matemaético inglés Augustus De Morgan e descrevem

como a negagao ¢ distribuida sobe a conjuncao e sobre a disjuncao.

OBS 4.3. Uma infinidade de outras regras de equivaléncia podem
ser propostas. As expostas acima sao algumas das mais impor-
tantes, pois representam importantes propriedades dos conectivos
logicos.

Da mesma forma definiremos primeiramente o que vem a ser uma
regra de inferéncia, para em seguida listar algumas das principais

regras de inferéncia da logica de predicados. A saber:

Definigao 4.2. Dizemos que uma férmula § é semanticamente in-
ferida das formulas o, . . ., ay,, denotado aq, . . ., o, F O se somente

se a1 A -+ A ay, —  é uma tautologia.

Aqui temos algumas das principais regras de inferéncia:

101 «,(F « (Simplificagao)

Augustus De Morgan
nasceu em Madura, na
India, em 27 de junho
de 1806 - morreu em
Londres, 18 de marco
de 1871. Foi um Ma-
tematico e Logico bri-
tdnico.  Formulou as

Leis de De Morgan e foi
o primeiro a tornar ri-
gorosa a idéia da Indu-
¢ado Matematica. Wiki-
pedia
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102 at aV 3 (Adigao)
103 a,a — B+ B (Modus pones)
104 —3,a — B+ —a (Modus Tollens)

105 a — 3,8 — v+ a — v (Silogismo hipotético)

OBS 4.4. As regras de inferéncia, na logica de predicados, sao
infinitas. Porém, aqui listamos apenas algumas das mais impor-

tantes.

Completando as regras de inferéncia e de equivaléncia temos os
axiomas, sobre os quais a logica de predicados é estabelecida. Axi-
omas sao em si regras de inferéncias ou de equivaléncia tao especiais
que mereceram o status de axiomas isto é, proposicoes assumidas
como verdades absolutas. O conjunto de axiomas pode ter um ou
mais axiomas substituidos por outros. Mesmo o niimero de axi-
omas adotados pode variar dependendo da vontade, estilo ou telha
do Loégico Matematico que os propoe. Veremos aqui os axiomas

mais usuais. A saber:

A01 z = 2 Axioma da identidade.

A02 ((z =y) A P(x)) F P(y) Axioma da substituigao.
A03 (o — (BA—0)) F —a Axioma da nao-contradigao.
A04 (o — ) A (ma — () F B Axioma do terceiro excluido.

OBS 4.5. O axioma da identidade diz que qualquer objeto é igual
a si mesmo. Embora possa parecer 6bvio que qualquer coisa é
igual a ela mesma, este objeto do conhecimento comum tem que

ser axiomatizado, visto que em Matemaética nao existe nada 6bvio
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tudo tem que ser provado, demonstrado ou axiomatizado isto é,

assumido como verdade.

OBS 4.6. O axioma da substitui¢ao, juntamente com o axioma da
identidade formam uma base sélida para muitas das demonstragoes
em Matemaética. Em particular o axioma da substituicao diz que se
dois objetos matematicos sao iguais, onde aparecem uma instancia

do primeiro, ela pode ser substituida pelo segundo.

OBS 4.7. O axioma da nao-contradi¢do cuida para que uma pro-
posicao nao possa ser provada dentro da légica e que sua negagao

também possa ser provada.

OBS 4.8. Um axioma do terceiro excluido, conhecido também
como axioma do meio termo excluido, diz que uma proposi¢ao
devera ser ou falsa ou verdadeira, sendo vedado o direito de ser
falsa e verdadeira e também negado o direito de ser nem falsa nem
verdadeira. Estas duas proibigoes fincam a base da Matemética.
Porém, como a légica é mais uma filosofia, desta forma a Logica
Paraconsistente mantém o principio do terceiro excluido com ape-
nas a proibicao de uma proposicao ser nem falsa e nem verdadeira
e relaxando a proibigao de ser falsa e verdadeira ao mesmo tempo.
Ja a Logica Paracompleta mantém a proibicdo de uma proposi-
¢ao ser falsa e verdadeira ao mesmo tempo, porém aceita que uma

proposicao possa ser nem falsa e nem verdadeira.

Completando os axiomas acima, temos mais trés esquemas de

axiomas. A saber:

A05 (a— (8 — «))

A06 ((a— (B—7) = (a—B) = (a—17)))
A07 ((-f— —a) = (-8 — a) — B))

”
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4.3 Subconjuntos Completos de Conectivos

O conceito de subconjunto completo de conectivos é importante
para quem deseja desenvolver a logica de predicados de forma mais
compacta em seu aspecto sintatico, porém ao diminuir a quanti-
dade de conectivos para representar uma dada proposigao, aumen-
tamos drasticamente o niimero de parénteses que por sua vez é uma

complicacdo manter a paridade abre paréntese, fecha paréntese.

Definigao 4.3. Denotamos e definimos o conjunto de conectivos

bésicos da Logica de Predicados por:

C = {—\7/\7\/7—>,<—>}

Definigao 4.4. Seja A C C. Dizemos que A é completo, somente
se todos os conectivos de C' poderem ser equivalentes a uma for-

mula em que constem apenas conectivos de A.

Exemplo 4.1. A ={-,A,V} é um conjunto completo de conecti-

VOS.
PROVA:
01 a—-pB=-aVvp implicagao
02 ac=f=(a—=0B)N(B—a) dupla implicagao
03 a—pf=(aVp)A(LVa) 1lem 2

Portanto, 1 e 3 garantem que A é um subconjunto completo de

conectivos de C'.
Vejamos também um segundo exemplo.

Exemplo 4.2. A = {—, —} é um conjunto completo de conectivos.
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PROVA:
01 a—=pf=-anp implicagao
02 -aANfB=a—pf a=0B<— =«

03
04

—aAf=-a—0

alAf=-a—f

de2e =«

dede—a=a

Antes de continuar com a prova é necessario uma nova inferéncia.

A saber: a = G F —a = 0.

PROVA:
05 a=g Premissa
06 a< g definigao

07 (a—=pB)A(B—a)

08 (=8 — —a)A(-a —=f)
09 (mar— =B) A (=8 — ~a)
10 —a« —p

11 —~a=-p defini¢ao
Podemos agora encontrar uma férmula para disjuncao. A saber:
12 ~(ahf)=~(~a—B)

13 —aV-p=-(~a—pf)

dupla implicagao
contrapositiva
comut. da conjuncao

dupla implicagao

aplicando 11 em 4

De Morgan

14 ——aV -0 =-(-—a— —f) a=-aef=-0
15 aVvp=-(a——p)

Finalmente vamos encontrar uma férmula para a dupla implicagéo.

A saber:
16 a—=pf=(a—=0)AN(B—a)

17 a—pf=-(a— ) — (8 —a) usando 4 em 16
Portanto, 4, 15 e 17 garantem que A é um subconjunto completo

ﬂ—\O[EO[eﬁ—\IBE/B

dupla implica¢ao

de conectivos de C. [J

Podemos também, definir novos conectivos partindo de um con-

junto completo de conectivos, como na tabela abaixo.

c
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Descrigao Simbolo | Definigdo do conectivo
Tautologia T aV o

Contradigao 1 a Ao

Ou excluusivo | V (aAN=p)V (ma A f)
Nao-e A —(a A B)

Nao-ou Vv —(aV B)

Uma pergunta agora seria muito natural. Seria possivel encontrar
um conjunto completo de conectivos com apenas um elemento?
A reposta é sim, e esses conectivos sao chamados de “barras de

Sheffer” ou “conectivos de Sheffer”, definidos por:

Definigao 4.5. Sejam « e  duas proposi¢oes atomicas. Defini-

mos os conectivos de Sheffer, denotados, o | # e |3, por:

plalp

—_
[t

O | O | O |
o

OBS 49. Como ~a=a | aeaAf=(a ]l a) ] (B8] 0)e
A = {—, A} é um conjunto completo. Logo B = {|} é também um

conjunto completo.

OBS 4.10. Temos que, como ~a = aja e aV f = (a|a)|(B|5) e
A = {—,V} é um conjunto completo. Logo B = {|} é também um

conjunto completo.
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4.4 Conclusao

Ao final dessa aula, podemos concluir que é possivel fazer a
Logica de predicados com um niimero menor de conectivos, porém
resulta na complexidade das proposicoes geradas por estes novos

conjuntos de conectivos.

4.5 Resumo

Comegamos por definir o que é uma regra de equivaléncia:

Definigao: Dizemos que uma férmula « é semanticamente equi-
valente a formula 3, denotado o = 3, somente se o < 3 for uma
tautologia.

Em seguida vimos varios tipos de regras de equivaléncia:

EO01 a A a = «a (Idempoténcia da conjungao).

E02 oV a = a (Idempoténcia da disjungao).

E03 a A B = Aa (Comutativa da conjungao).

E04 «V (= p3Va (Comutativa da disjungao).

E05 (aAB)Ay=aA (B A7) (Associativa da conjungao).

E06 (aV pB)Vy=aV(6Vy) (Associativa da disjungao).

E07 aA(BV7y)=(aApB)V (aAy) (Distributiva da conjungao).
E08 aV (BAYy)=(aVB)A(aVy) (Distributiva da disjungao).
E09 ——a = «a (Dupla negagao).

E10 —(aAfB) =-aV =4 (DeMorgan da conjuncao).

E1l —(aV () =-a A -4 (DeMorgan da disjungao).

E12 o — g =-aV g (Implicagdo).

E13 a < = (a— f) A (8 — «) (Dupla implicacao).

Vimos também a definigdo de regras de inferéncia, dada por:

Gr
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Definigao: Dizemos que uma férmula 3 é semanticamente inferida
das féormulas aq,...,a,, denotado aq,...,a, F (B se somente se
ay A ANa, — (0 é uma tautologia.

E algumas poucas regras de inferéncia. A saber:

101 «,(F « (Simplificagao)

102 atF aV g (Adicao)

103 «,a — B+ [ (Modus pones)

104 —3,a — B+ —a (Modus Tollens)

105 a— 3,8 — v F a — v (Silogismo hipotético)

Vimos que a Légica Matematica é baseada em alguns axiomas, que
sao proposicoes tomadas como verdadeiras independentemente de

demonstracées. E um conjunto de axiomas pode ser dado por:

A01 z =z Axioma da identidade.

A02 ((z=y) A P(x))F P(y) Axioma da substituigao.
A03 (a— (BAN—B))F —a Axioma da nao-contradicao.
A04 (a — B) A (ma — () F B Axioma do terceiro excluido.

Em seguida vimos a defini¢ao de conjunto completo de conectivos.
A saber:

Definicao: Denotamos e definimos o conjunto de conectivos béa-
sicos da Logica de Predicados por: C' = {—=, A, V,—, <}
Definigao: Seja A C C. Dizemos que A é completo, somente se
todos os conectivos de C' poderem ser equivalentes a uma féormula
em que constem apenas conectivos de A.

Finalmente vimos os conectivos de Sheffer, definidos pela tabela
de verdade abaixo:

Definigao: Sejam « e 8 duas proposi¢oes atomicas. Definimos os

conectivos de Sheffer, denotados, « | 3 e a3, por:
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B |als

—_
—_

O | O | O |
[es}

4.6 Atividades

ATIV. 4.1. Mostre que A = {=,A} e A = {—,V} sdo conjuntos
completos de conectivos.

Comentario: Reveja os exemplos da segao 4.3

ATIV. 4.2. Considere os conectivos de Sheffer e mostre, usando

tabela de verdade, que:
e a=a |«
eaNB=(ala)l(B]P)
e ~a=ala
o aV = (ala)|(B]B)

Comentario: Reveja a aula anterior sobre tabelas de verdade.
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