Teorias Axiomaticas

META:

Apresentar teorias axiomaéticas.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao
ser capazes de:

Criar teorias axiomaticas;

Provar a independéncia dos axiomas

de uma teoria axiomatica.

PRE-REQUISITOS

Aula-02 e Aula-04 os conhecimen-
tos da seméntica da Linguagem
da Loégica de Predicados, das re-
gras de inferéncia e das regras de

equivaléncia .



Fuclides, matematico
grego, nasceu em Ale-
xandria. Foi o criador
da famosa geometria
euclidiana. Escreveu
Stoichia (Os elementos,
300 a.C.) composto de
13 livros: cinco sobre
geometria plana, trés
sobre niimeros, um so-
bre a teoria das pro-
porgbes, um sobre in-
comensuraveis e os trés

ultimos sobre geome-
tria no espacgo. Wikipe-
dia
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5.1 Introducao

Caro aluno, em nossas aulas anteriores, estabelecemos a lin-
guagem da loégica de predicados, conhecida também por légica de
primeira espécie. Vimos também como determinar a seméntica de
uma proposi¢ao molecular usando tabelas de verdade. Estudamos
as relagoes de equivaléncia e vimos como usé-las na manipulagao
de proposi¢oes moleculares. Na aula de hoje, dando continuidade
ao nosso estudo da Logica, o assunto abordado sera “Teorias Axi-

ométicas”.

5.2 Sistemas Axiomaticos

O primeiro sistema axiomatico conhecido é a Geometria Eucli-
diana desenvolvida pelo Matemético grego Euclides. Embora em
uma forma rudimentar, a Geometria Euclidiana tem basicamente
a mesma estrutura do que hoje denominamos de um sistema axio-
maético. Seus criticos, no entanto, dizem que ela surgiu da incapa-
cidade de Euclides provar certas proposicoes da geometria plana.
Se isto é verdade ou nao, nao sabemos, mas o fato é que a Ge-
ometria Euclidiana teve uma grande importancia na histéria do

desenvolvimento da Matemaética.

Definicao 5.1. Um Sistema axiomético é uma estrutura consti-

tuida de:

e Termos indefinidos.
e Termos definidos a partir dos termos indefinidos.

e Proposigoes envolvendo os termos indefinidos e/ou os termos
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definidos, assumidas como verdadeiras e denominadas axio-

mas.

OBS 5.1. Para os antigos filésofos gregos, um axioma era uma
reivindicagdo que poderia ser vista como verdadeira sem nenhuma

necessidade de prova.

OBS 5.2. Na Geometria Euclidiana, Euclides nao faz uso de ter-
mos indefinidos. Por exemplo, definiu ponto como: “ponto é aquilo
~ . ~ D .
que nao tem dimensao”. No entanto esta defini¢do é vazia, ja que o
termo dimensao nao foi por ele definido nem assumido como termo
indefinido. Dos trés aspectos que definem uma teoria axiomaética

apenas os termos definidos podem ser dispenséaveis.

Definigao 5.2. Um sistema axiomaético é dito consistente somente
se, partindo de seus axiomas nao podermos provar uma proposicao
envolvendo seus termos definidos e/ou indefinidos e provar também

a sua negativa.

Definigao 5.3. Um sistema axiomaético é dito completo, somente
se for possivel provar ou refutar qualquer proposicao envolvendo

seus termos definidos e/ou indefinidos.

Definigao 5.4. Um sistema axiomético é dito independente, so-
mente se cada um de seus axiomas nao pode ser deduzido a partir

dos demais axiomas.

OBS 5.3. Kurt Goedel mostrou que um sistema axiomatico pode
ter a propriedade de consisténcia ou de completude, nunca as duas
ao mesmo tempo. Das duas propriedades a mais importante para a
Matematica é a consisténcia. Nao é admissivel poder, em Matemé-

tica, provar que um teorema é ao mesmo tempo falso e verdadeiro.

~
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Quanto a independéncia, alguns matematicos admitem sistemas

axiomaticos redundantes, cujos axiomas nao sao independentes.

5.2.1 Exemplos de Alguns Sistemas Axiomaticos

Exemplo 5.1. Considere o seguinte sistema axiomatico

e Termos Indefinidos
TI1 O conjunto A de “termos indefinidos um”
e Termos Definidos

TD1 O operador () : A x A+ A “operador um”

TD2 O operador : A x A — A “operador dois”
o Axiomas

Al Va,be A,aOQOb=00a

A2 Va,b,ce A, (aOQOb)Oc=aObOec)
A3 Jz e AVac A,aQx=a

A4 Vac A,Ja* € AlaQa* ==

A5 Ya,b,c € A, (a0b)0e = ad(bc)

A6 Va,b,c € A,ad(b O c) = (adb) O (alkc), (b O ¢)Oa =
(b0a) O (cOa)
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Exemplo 5.2. Considere o seguinte sistema axioméatico

e Termos Indefinidos

TI1 O conjunto A de “termos indefinidos um”, representados

por letras latinas maitsculas

TI2 O conjunto a de “termos indefinidos dois”, representados

por letras latinas mintsculas

TI3 Uma relagao de igualdade (=) entre os “termos indefi-

nidos um”
TI4 Uma relagdo binaria (O) entre os “termos indefinidos

um” e os “termos indefinidos dois”

e Axiomas

Al VA, B,~(A=B),32|[AQxzABQ=
A2 Vz,3A,B,~(A=B)JAQzANBQzx

A3 Jz,3A-(AQOx)

Exemplo 5.3. Considere o seguinte sistema axioméatico

e Termos Indefinidos

TI1 O conjunto A de “termos indefinidos um”, representados

por letras latinas maitsculas

TI2 O conjunto a de “termos indefinidos dois”, representados

por letras latinas mintsculas

TI3 Uma relagao de igualdade (=) entre os “termos indefi-

nidos um”
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TI4 Uma relagdo binaria (O) entre os “termos indefinidos

um” e os “termos indefinidos dois”
e Axiomas

Al 34,B,C,~(A=B),~(A=C),~(B=C)
A2 VA, Nz[AO =

A3 Va,JNA, B,~(A=B)|[AQxzABQ=x

Definicao 5.5. Um modelo para um sistema axiomatico é uma
estrutura bem definida que dé significado aos termos indefinidos e

satisfaz cada um de seus axiomas.

OBS 5.4. A existéncia de um modelo concreto para um sistema
axiomético prova a consisténcia do mesmo. Modelos servem tam-
bém para provar a independéncia dos axiomas de um sistema axi-
omatico. Basta mostrar modelos em que cada um dos axiomas de
um sistema axiomatico nao é satisfeito, enquanto que os demais

sao satisfeitos.

Vamos a alguns modelos para os sistemas axiomaticos exemplifi-

cados acima.

MODELO 5.1. Para o primeiro sistema axiomatico, que em al-
gebra define uma estrutura de anel, um modelo pode ser dado por
A = Z conjunto dos inteiros, () = + soma nos inteiros e [J = o
produto nos inteiros. Os axiomas terao, entao, os seguintes sig-
nificados: A1l propriedade comutativa da soma, A2 propriedade
associativa da soma, A3 existéncia do elemento neutro aditivo,
A4 existéncia do elemento simétrico A5 propriedade associativa

do produto e A6 propriedade distributiva.
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OBS 5.5. Outros modelos envolvendo conjuntos numéricos
constituim-se em um anel como os racionais QQ, os reais R e os
complexos C. Temos também em algebra, muitos exemplos de

anéis finitos isto é, com um numero finito de elementos.

MODELO 5.2. Para sistema axiomatico do exemplo 2, conhecido
como primeira geometria da incidéncia, um modelo pode ser dado
por: A= {A, B,C} apenas trés elementos, a = {{A, B},{A,C},{
B, C}} os trés subconjuntos de A constituidos por dois elementos e
(O =€ arelagao de pertinéncia, no sentido da teoria dos conjuntos.
Os axiomas sao verificados por exaustao.

Al:

~(A=B)—3dz,z={A,B}|]AcxANBezx

“(A=0C)—- 3z, ={A,CHAcaxnCex
~(B=C)—3z,2={B,C}|BexNCex

Logo:

VA,B,~(A=B),3z|[AQxABQ=

A2:

r={A,B} -3A,B,~(A=B)|[AcxANBeczx

r={A,C} -3A,C,~(A=C)|[AecxzNCecx

r={B,C} -3B,C,~(B=C)|[BexNCex

Logo:

Ve,3A,B,~(A=B)JAQxzABQx

A3:

r={B,C} — —=(A€x)

Logo:

dz, JA|-(A O 2)

Desta forma todos os trés axiomas sao satisfeitos pelo modelo.

OBS 5.6. Como foi possivel encontrar um modelo para os siste-
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mas axioméaticos dos exemplos 1 e 2, estes sistemas axiomaticos
sao consistentes. Porém, o sistema axioméatico do exemplo 3 € in-
consistente, desde que com trés elementos é impossivel satisfazer

os axiomas A2 e A3.

Caro aluno, por hoje é s6. Mas como podemos perceber no decor-
rer de nossa aula, o contetiido abordado exigiu um pouco mais de
atencgao e dedicagao para obtermos uma compreensao melhor, por
isso continuem estudando e releiam a aula o quanto for necessario.
Nao abandone o lapis e o papel e procure repetir as argumentagoes

apresentadas

5.3 Conclusao

Na Matematica também ¢é necessério acreditar em alguma coisa
e admiti-la como verdade sem nenhuma prova, isto é, sao os Sis-
temas Axiomaticos que possiblitam a existéncia da Matemaética
como a conhecemos hoje. Que, dos varios aspectos de uma te-
oria axiomatica a que mais importa para a Mateméatica é a sua

consisténcia.

5.4 Resumo

Comegamos por estabelecer, via defini¢do, o conceito de sis-
tema axiomético. A saber:

Definigao: Um Sistema axioméatico é uma estrutura constituida

de:
e Termos indefinidos.

e Termos definidos a partir dos termos indefinidos.
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e Proposigoes envolvendo os termos indefinidos e/ou os termos

definidos, assumidas como verdadeiras e denominadas axio-

mas.

Em seguida definimos trés importantes propriedades de sistemas
axioméaticos. A saber:

Definigao: Um sistema axiomatico é dito consistente, somente
se partindo de seus axiomas nao podermos provar uma proposicao
envolvendo seus termos definidos e/ou indefinidos e também provar
a sua negativa.

Definigao: Um sistema axiomatico é dito completo, somente se
for possivel provar ou refutar qualquer proposicao envolvendo seus
termos definidos e/ou indefinidos.

Definigao: Um sistema axiomético é dito independente, somente
se cada um de seus axiomas nao pode ser deduzido a partir dos

demalis axiomas.

5.5 Atividades

ATIV. 5.1. Modifique os axiomas do exemplo 3 de modo que o
novo sistema axiomaético, assim constituido, seja consistente.

Comentario: Volte ao texto e reveja o conceito de consisténcia.

ATIV. 5.2. Escreva um sistema axiomatico com trés axiomas e
proponha um modelo para o mesmo.

Comentario: Nao é necessario provar nenhuma das proprie-
dades dos sistemas axiomaticos: independéncia, completude ou

consisténcia.

ATIV. 5.3. Proponha um modelo para o sistema axiomatico do

exemplo 2.
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Comentario: Volte ao texto e reveja os exemplos.
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