Teoria da
Demonstracao

META:
Introduzir os procedimentos légicos
para uma demonstracdo mateméa-

tica.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverdo
ser capazes de:

Diferenciar de um teorema a hipo-
tese e a tese;

Aplicar as técnicas de demonstragao

na prova de teoremas.

PRE-REQUISITOS
Aula-05 o0s conhecimentos de

sistemas axiomaticos.




David Hilbert (Konigs-
berg, 23/01/1862
- Gottingen,
14/02/1943). Con-
solidou a Teoria dos
Invariantes; axio-
matizou de forma

consistente a Geome-
tria Euclidiana e criou
os Espagos de Hilbert.
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6.1 Introducao

Nas aulas anteriores, estabelecemos a linguagem da logica de
predicados em seu aspecto sintatico, conhecida também por 16gi-
ca de primeira espécie. Estudamos também, como determinar a
semantica de uma proposicao molecular. Fizemos um breve passeio
entre as regras de equivaléncia e das regras de inferéncia. Em
nossa aula anterior estudamos os Sistemas Axiiométicos e suas
propriedades. Na aula de hoje, estudaremos e exemplificaremos
algumas Técnicas de Demonstragao e veremos como isolar de um

teorema a hipotese e a tese.

6.2 Teoria da Demonstracao

A teoria da demonstracdo é uma subdivisdo da Logica Mate-
mética que encara as demonstragoes como um objeto formal da
Matemética. Uma demonstracao pode, por exemplo, ser vista
como uma estrutura de dados conhecida como estrutura de dr-
vore, sujeita a certos axiomas. A teoria da demonstragdo é um
subproduto do esfor¢o dos formalistas em sua pretensao de for-
malizar a Matematica como uma teoria axiomética, em que sua
consisténcia fosse provada. Kurt Goedel, entretanto, deu um ba-
nho de 4gua fria nesta pretensao quando provou que um sistema
axiomatico se é consistente nao é completo e portanto, nem todas
as proposicoes validas poderao ser provadas. Entretanto, a teoria
da demonstragdo serve como guia para Matematicos como uma
base para orientar as demonstracoes nas diversas areas da Mate-
mética. Comegaremos por expor os axiomas propostos por David

Hilbert para sua Teoria da Demonstrac¢ao:
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A1l Axioma da identidade

Ve, r ==

A2 Axioma da substitui¢ao

VP((x =y A P(z)) — P(y)

A3 Indugado de uma hipotese

a—(f—a)

A4 Omissao de uma hipotese

(@ —(a—p) —(a—p)

A5 Permutagao de hipoteses
(= (B—=7)—B—(a—=7p)

A6 Eliminacao de uma proposicao

(@=0)= (v —a)=(y—=0))

A7 Axioma da néao contradicao

(= BA=B) = —a

A8 Axioma da dupla negagao

1 — X

Em adi¢ao aos axiomas acima, sao validas as seguintes regras de

inferéncia:

I1 anfFa

12 aANpBFE S

I3 akF(8—aAnp)

I4 aFavp
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I5 a —v,8—=vF(aVp) =~

Existem outas versoes da teoria da demonstragdao com apenas cinco
axiomas e uma regra de inferéncia (Modus ponnes) porém, nao é
intencao esgotar o assunto nem extendé-lo mais que o necessario

em um primeiro curso de Fundamentos de Matemética.

6.3 Tipos de Demonstracao

Na teoria da demonstracao de Hilbert, omitimos o axioma re-
ferente a demonstracao por indugao. Para esta forma de demons-
tragdo voltaremos a nossa atengdo nas aulas referentes a ntme-
ros. Neste ponto veremos algumas das técnicas de demonstragao
seguida de alguns exemplos ilustrativos. Podemos classificar as

diversas técnicas de demonstragoes como:

6.3.1 Demonstracao Direta

A demonstracao direta consiste em, partindo das proposicoes aj,
..., em um modelo M, usar as regras de inferéncia e as regras
de equivaléncia até chegar na proposicao 8. Podemos representar
esquematicamente por:

a1,...,0n ):ﬁ

As proposicoes ai,...,q, sdo ditas hipoteses ou premissas en-

quanto que a proposi¢ao 3 é dita tese.

OBS 6.1. De modo geral em uma demonstracao, para simplificar
e encurtar ela, é necessario acrescentar ao conjunto de premissas
Qai,...,an alguns teoremas ja provados e conhecidos no dmbito

do modelo M. Este procedimento nao se restringe a técnica da
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Demonstragao Direta e sim usa-lo como complemento a todas as

técnicas aqui apresentadas.

6.3.2 Demonstragao Indireta Contrapositiva

A demonstragao indireta contrapositiva consiste em partir da pre-
missa - em um modelo 9 e usando as regras de inferéncia e as
regras de equivaléncia chegar no argumento a1 V...V-ay,. Em ou-
tras palavras consiste em provar a contra-positiva de ay A+ - -Aay, —
(. Podemos representar esquematicamente por:

-0 E o V..V oo,

6.3.3 Demonstracao Indireta por Reducao ao Ab-

surdo

A demonstracao indireta por reducao ao absurdo em um modelo
I consiste em demonstrar, usando as regras de inferéncia e as
regras de equivaléncia, que ai A - -+ A ay A =3 € uma contradigao.
Veremos agora, alguns exemplos de demonstragoes para ilustrar as
técnicas de demonstragoes expostas acima. Mais exemplos poderao
ser encontrados nos livros de Matematica. Demonstragao é uma
arte e as técnicas de demonstragao sao os instrumentos desta arte.
S6 a pratica leva a uma desenvoltura em demonstrar teoremas. A
intuicao e principalmente a completa compreensao do enunciado
dos teoremas e o dominio da Logica Matematica sdo essenciais a

uma demonstragao.

Exemplo 6.1. Considerando o sistema axioméatico 1 (Aula-05),
provaremos, usando demonstracao direta, o seguinte teorema:

Va € A,xz00a ==z

~e

| -
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PROVA:Vac A

(z0a) O (z0a)* = x De A4
rQx=x De A3 fazendo a «+— x
((x Qz)da) O (z0a)* == Do axioma da substituicao

((z0a) O (z0a)) O (z0a)* =z De A6
(z0a) O ((z0a) O (z0a)*) == De A2
(z00) Oz =2 De A4
Vae A z0a=a De A3

Exemplo 6.2. Provaremos , usando demonstracao indireta por
contra-positiva, o seguinte teorema:

Vn € N|n? é par entdo n é par.

PROVA: A forma contra-positiva do teorema é:

2

Vn € N|n nao é par entdo n” nao é par.

Que pode ser reescrita como:

2

Vn € N|n é impar entdo n* é impar.
n € N é impar Premissa
JdkeNn=2k+1 Definigdo de ntiumero impar
n? = n? Axima da identidade
n? = (2k + 1)? Axioma da substituigdo
n?=02k+1) - (2k+1) Defini¢ao de poténcia
n? = 4k% + 4k + 1 Distri. e associ. em N
n? = 2(2k% + 2k) + 1 Distributividade em N

37 € N,j = 2k? + 2k|n?> =2j +1 Portanto n? é impar.
Como exemplo, de uma demonstracao indireta por redugéao ao ab-
surdo veremos uma demonstracao de unicidade. Demonstracoes
de unicidade seguem um padrao. Para demonstrar que s6 existe
um x que satisfaz a proposigao p(x), isto é 3lz|p(x), basta estabe-
lecer a Hipotese Nula 3z, x9, 21 # x2|p(x1) A p(x2) e mostrar que

a mesma é uma contradi¢ao chegando que x1 = xo.
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Exemplo 6.3. Considerando o sistema axioméatico 1 (Aula-05),

provaremos, usando demonstracao indireta por reducao ao ab-

surdo, o seguinte teorema:

dze AVae A,aQx=a

PROVA: Usaremos a seguinte Hipdtese Nula:

HN 3z1,29,21 € A# 22Va € A, (aOQx1=a) A (aOxa=a)

1 aQzi=a Premissa
2 w9 x1 =29 Fazendoem 1 a+« xo
3 aQz2=a Premissa
4 x1Qxe =21 Fazendoem 3 a «— x;
5 x9(x1 =x1 Usando em 4 o axioma Al
6 r1=220m1 Propriedade reflexiva da igualdade
7T 1 =X De 2 e 6 e da transi. da igualdade
8 w1 # x9 Premissa
9 (x1 =uz2) A (21 #x2) Absurdo.
HN ¢ falsa e dze AVace A,aQzr=a

Encerraremos por aqui o capitulo dedicado a Loégica Matematica.
Muito mais poderia ser exposto, porém para um primeiro contato
com os Fundamentos de Matematica, considero suficientes as idéias
aqui expostas. Para um aprofundamento do conteudo, aconselho
dar uma olhada nas referéncias bibliograficas e consultar na IN-

TERNET os sites indicados

6.4 Conclusao

Concluimos que, embora demonstrar um proposi¢ao em Mate-
maética requera uma boa dose de experiéncia e inspiragao, existem

regras e técnicas que ajudam nesta tarefa.

o

&
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6.5 Resumo

Comecamos por expor, em uma forma simplificada, sem o axi-
oma da inducao, a Teoria da Demonstracao do Matemético alemao

David Hilbert, composta dos seguintes axiomas:

A1 Axioma da identidade

Ve,x =

A2 Axioma da substituicao

VP((xr =y A P(x)) — P(y)

A3 Indugao de uma hipotese

a—(f—a)

A4 Omissao de uma hipdtese

(@ = (@ =) = (a = f)

A5 Permutagao de hipoteses
(@a=(B—17) =B —(a—=0))

A6 Eliminagdo de uma proposigao

(=)= ((y—=a)=(y—=0))

A7 Axioma da nao contradigao

(= BA=B) =

A8 Axioma da dupla negagao

1 —
E das seguintes regras de inferéncia:

IM1 anfrFa
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12 aABF B

I3 at-(f—aAp)
I4a aFavVvp
I5 a—v,f—=yF(aVvp) =y

Quanto as Técnicas de Demonstragao, resumimos desta forma:
Demonstragao Direta: A demonstracao direta consiste em,
partindo das proposicoes aq,...,q, em um modelo M, usar as
regras de inferéncia e as regras de equivaléncia até chegar na pro-

posi¢ao B. Podemos representar esquematicamente por:

A1y...,0p ):ﬁ

Demonstragao Indireta Contrapositiva: A demonstragao
indireta contrapositiva consiste em partir da premissa —( em um
modelo M e usando as regras de inferéncia e as regras de equiva-
léncia chegar no argumento —a; V...V —a,. Podemos representar
esquematicamente por:

—ﬁ):—'al\/...\/—'an.

Demonstragao Indireta por Reducao ao Absurdo A de-
monstracao indireta por reducdo ao absurdo em um modelo M
consiste em demonstrar, usando as regras de inferéncia e as regras

de equivaléncia, que a3 A - -+ A a, A = € uma contradigao.

6.6 Atividades

ATIV. 6.1. Prove que Vn € N. Se n é par entdo n? é par.

Comentario: Reveja no texto o exemplo 6.2.

Y a
e
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ATIV. 6.2. Considere o sistema axioméatico 1 (Aula-05)e prove
por redugao ao absurdo que: Va € A, Jajla Oa = z.

Comentario: Reveja no texto o exemplo 6.3.

6.7 Referéncias Bibliograficas

MORTARI, Cezar Augusto. Introdugao a Logica. Editora UNESP.
Sao Paulo. 2001.

GASPAR, Marisa. Introducao a Logica Matemaética. Disponivel
em: http:// mjgaspar.sites.uol.com.br /logica/logica. Acessado em
13/01/2007

ABAR, Celina. Nogoes de Logica Matematica. Disponivel em:
http://www. pucsp.br/~logica/. Acessado em 13/01/2007



