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META:
Apresentar conjuntos segundo a
Otica da teoria de Georg Cantor e

da teoria de Zermelo-Fraenkel.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao
ser capazes de:

Reconhecer os axiomas da teoria
dos conjuntos de Cantor;
Reconhecer os axiomas da teoria

dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel.

PRE-REQUISITOS
Aula-05 o0s conhecimentos de

sistemas axiomaticos.
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7.1 Introducao

A Matematica tem como motivacdo problemas oriundos da Fi-
sica, da Engenharia, recentemente da Biologia e muitas outras
areas do conhecimento, sendo usada como uma linguagem uni-
versal e de ferramenta de logica. Alguns matematicos tém sua
motivagdo na inspiragao da prépria Matematica resultando algu-
mas das maiores realizagoes do intelecto humano como a Teoria
dos Conjuntos. “Ninguém nos expulsara do paraiso que Cantor
criou para nos”. David Hilbert, com esta frase, sintetiza o que a
teoria dos conjuntos representa atualmente para a Matematica, em
seus fundamentos.

Nosso objetivo nesta aula é apresentar de forma axiomaética a Te-
oria dos Conjuntos. Embora o conteido de Matematica do Ensino
Fundamental inclua uma parte dos conceitos da Teoria dos Con-
juntos, este nao é, nem deveria ser ensinado de forma axiomatica

e desta forma passa uma visdo deformada de sua importancia.

7.2 Teoria dos Conjuntos de Georg Cantor

Na geometria euclidiana classica existem conjuntos de axiomas
antigos, mas que sao inadequados pelos padroes atuais da Mate-
matica. Podemos até questionar se Euclides estava tentando dar
um conjunto de axiomas no sentido moderno do termo ou se estava
apenas anotando algumas proposigoes que iria usar sem demons-
trar por conveniéncia do momento.

A teoria axiomatica dos conjuntos foi concebida, inicialmente, por
Georg Cantor, tornan-se assim seu principal mentor. Outras ver-

soes da teoria dos conjuntos podem ser encontradas, cada qual com
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suas virtudes e defeitos.

7.2.1 Conceito de Conjunto

Em sua teoria dos conjuntos, Georg Cantor definiu conjunto

da seguinte formas:

Definicao 7.1. Conjunto é qualquer colecao de objetos bem defi-

nidos.

OBS 7.1. Aqui, ndo ha qualquer restrigdo ao termo colegao de
objetos podendo ser de qualquer natureza, matrizes, polinémios
pessoas, carros, outros conjuntos etc. Os objetos s@o denomina-
dos elementos do conjunto ou membros do conjunto. Se um dado
objeto é elemento de um conjunto, dizemos que ele pertence ao

conjunto.

OBS 7.2. Em teorias axioméaticas mais elaboradas (nao foi o caso
de Cantor, pois sua teoria dos conjuntos é conhecida também como
“Teoria Ingénua dos Conjuntos”) conjunto e elemento sao termos
primitivos e, portanto sem definicao. Neste ponto em particular, a
teoria dos conjuntos de Georg Cantor sofre do mesmo defeito que
a Geometria Euclidiana. Euclides definiu ponto , reta e plano sem
considerar nenhum termo primitivo isto é, sem definigdo. Aqui, em
uma andlise, mesmo que superficial, vemos que os termos colecao

e conjuntos sao na verdade sindénimos.

7.2.2 Linguagem da Teoria dos Conjuntos

Definigao 7.2. A linguagem da Teoria dos Conjuntos é consti-

tuida de:
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e VARIAVEIS PROPOSICIONAIS: Letras latinas mi-
nusculas x,y, z, ... possivelmente indexadas, para indicar ob-
jetos conjuntos ou elementos. Letras latinas maiusculas A, B,
C, ... possivelmente indexadas, para indicar conjuntos e letras
gregas minusculas «, 3,7, ... possivelmente indexadas, para

representar proposigoes.

¢ OPERADORES: A linguagem da Teoria dos Conjuntos
de Cantor admite todos os operadores l6gicos, — negagao, A

conjuncgao, V disjun¢ao, — implicacao e «» dupla implicagao.

e QUANTIFICADORES: A linguagem da Teoria dos Con-
juntos de Cantor admite os quantificadores logicos, V para
todo, quantificador universal e 3 existe, quantificador exis-

tencial.

e OPERADOR DE ESPECIFICACAO: A linguagem da
Teoria dos Conjuntos de Cantor admite também um opera-
dor especial de especificacao Set(A) para indicar que A é um

conjunto.

e PREDICATIVOS BINARIOS: A linguagem da Teoria
dos Conjuntos de Cantor admite os simbolos predicativos

binarios = igual para igualdade e € relacao de pertinéncia.

e SIMBOLOS ADICIONAIS: A linguagem da Teoria dos
Conjuntos de Cantor admite os seguintes simbolos adicionais
( abre paréntesis, ) fecha paréntesis, { abre chave e } fecha

chave.

OBS 7.3. Na notagao de Cantor Va, Jy(Set(y)z € Y) presenta na

moderna Teoria dos Conjuntos Va, Jy|z € y.
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7.2.3 Axiomas da Teoria dos Conjuntos

Georg Cantor formulou sua Teoria dos Conjuntos baseada em ape-
nas dois axiomas, o segundo dos quais é tao abrangente que moti-
vou uma série de paradoxos.

Axioma 1 Extensionalidade:
Va, Vb, Set(a), Set(b)(Vz(z € a > x € b) < a =)

OBS 7.4. Uma conseqiiéncia deste axioma é que um conjunto
fica unicamente determinado pelos seus elementos. Deste modo os
conjuntos A = {1,2,3} e B = {2,1, 3} sao iguais, a ordem em que
os elementos sao listados no conjunto é irrelevante. Os conjuntos
A = {a,b,c} e B = {a,a,a,b,b,b,c} sdo iguais, a repetigdo de

elementos é irrelevante.

Axioma 2 Compreensao:
V7, 3a, Set(a)(Vz,z € a « 7(x))

OBS 7.5. O axioma da compreensao ¢ também conhecido como
axioma da fundacao. Tem um alcance muito grande ao garantir
que toda fungao proposicional 7(z) gera um conjunto. Denotamos

A o conjunto gerado por 7 na forma: A = {z|7(z)}.

OBS 7.6. Os axiomas da extensionalidade e da compreensao jun-
tos implicam em que proposigoes diferentes podem gerar o mesmo
conjunto. Considere como exemplo as seguintes proposi¢oes:
m=@?-32+2=0)em= (22— 42> 4+ 5z — 2 = 0) efetuando
o calculo das raizes teremos:

A ={z|m(x)} ={1,2} e B{z| m(x)} = {1,2} que s@o conjuntos

iguais, embora as proposigoes m # mo sejam diferentes.

02

Ve




86,

Teoria de Cantor e Teoria de Zermelo -Fraenkel

7.2.4 Alguns Tipos de Conjuntos

Conjuntos Unitarios: Comjunto formado por um sé6 elemento.

Ve, JAVy(y € A — y = x)).

OBS 7.7. A= {z|,n(z)} e escolhemos usando o Axioma da Com-

preensao w(z) < (y = z). Representamos também por A = {x}.

Conjunto Vazio: Conjunto que nao possui elementos
J¢(Vz,z & ¢)

OBS 7.8. ¢ = {z|m(x)} e escolhemos usando o Axioma da Com-
preensao 7(z) = —(x = x) ou qualquer contradi¢do. Representa-

mos também por ¢ = {}.

7.3 Paradoxo de Russel

Em 1901, Bertrand Russell tomou conhecimento do trabalho
desenvolvido por Gottlob Frege em “Grundgesetze der Arithme-
tik”. Mas apenas em 1902, teve oportunidade de analisa-lo de-
talhadamente e de “fazer um estudo mais rigoroso”. Nesta obra,
Frege tentava reduzir a aritmética a logica. Ao analisé-la, Russell
descobre uma contradi¢cdo no sistema proposto. Esta contradicao
viria a ser conhecida como “ Paradozro de Russell’.

Em sua versao popular o “ Paradoxo de Russell’, pode ser enunci-
ado da seguinte maneira:

H& em Sevilha um barbeiro que retne as duas condigoes seguintes:

e Faz a barba de todas as pessoas de Sevilha que nao fazem a

barba a si préprias.

e 356 faz a barba a quem nao faz a barba a si préprio.
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O paradoxo surge quando tentamos saber se o barbeiro faz a barba

a si proprio ou nao. Se fizer a barba a si préprio, nao pode fazer

a barba a si préprio, para nao violar a segunda condicdo; mas
se nao fizer a barba a si proprio, entao tem de fazer a barba a si
proprio, pois essa é a primeira condi¢gao. Em sua versdo moderna e
matematica o Paradoxo de Russell”, pode ser enunciado da seguinte
maneira: seja y o conjunto de todos os conjuntos que nao sao
membros de si proprio, isto é, y = {z|z ¢ x}. Pode-se mostrar

que: y € y <>y ¢ y e isto é uma contradigao.

OBS 7.9. Primeiramente teremos para o conjunto de Russell y =
{z| ()}, m(z) = (z ¢ x)

Para mostrar o “Paradoxo de Russell”, tomaremos o seguinte estudo
de casos: ou y é um elemento de y ou y nao é um elemento de y
istoéyecyvVydy

a) caso y € y temos que:

y € y <> w(y). Da defini¢do de 7 temos:

m(y) < y ¢ y. Logo:

y €y <y ¢y, que é uma contradi¢ao Por outro lado.

b) caso y ¢ y temos que:

y ¢ y < —m(y). Da defini¢ao de 7 temos:

—m(y) < (y ¢ y) <y €y. Logo:

y &y < y €y, que também é uma contradigdo. Logo os dois
possiveis casos levam a contradi¢cdes e portanto, o conjunto de

Russel é paradoxal. [

OBS 7.10. O paradoxo de Russel ocorre porque o axioma da
extencionalidade nao impode qualquer restricdo a construcao de
conjuntos. E nogdes como “o conjunto de todos os conjuntos’,

(conjunto universal) e de “o conjunto dos conjuntos que nao sao

"o
e
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elementos de si mesmos’, podem ser aceitas no d&mbito da teoria
dos conjuntos de Cantor. Para corrigir este defeito, varios mate-
maticos reformularam a teoria dos conjuntos, propondo axiomas
alternativos. Entre todas as proposta a que mais se destacou foi a
“Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel”, dois matematicos ale-
maéaes Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo e Adolf Abraham Halevi

Fraenkel, que veremos logo em seguida.

7.4 Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraen-

kel

A teoria axiomaética dos conjuntos foi concebida inicialmente
por George Cantor, tornam-se assim seu principal mentor. Outras
versoes da teoria dos conjuntos podem ser encontradas, cada qual
com suas virtudes e defeitos. Aqui, procuraremos dar uma visdo
geral da formulagao de Ernst Zermelo e Abraham Fraenkel conhe-

cida como Teoria de Zermelo-Fraenkel ZF'.

Na formulacao de Zermelo-Fraenkel, os termos primitivos sao “con-
junto” representados por letras latinas maiusculas A, B,C, ..., “e-
lementos”, qualquer objeto de dominio, representados por letras
latinas mindsculas ou maitsculas, j& que um conjunto pode ser
elemento de outro conjunto, e “pertence”’, uma relagao entre ele-
mentos e conjuntos representada pelo simbolo € onde: x € A lé-se
“o elemento x pertence ao conjunto A”.

A linguagem da teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel é basi-
camente a mesma da teoria dos conjuntos de Cantor, na qual é

retirado o operador de especificacao.
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Quanto aos axiomas, a teoria ZF listaremos os nove abaixo:
Comegaremos pelo primeiro axioma, Axioma da Existéncia do
Conjunto Vazio, que é equivalente a definicao do conjunto vazio,
um conjunto ao qual nenhum elemento pertence. Visa garantir a
existéncia do conjunto vazio.

A01 Fp|Vx,—(z € @)

O segundo axioma é o Axioma da Extensionalidade que equi-
vale a definicao de igualdade entre conjuntos.

A02 VA VB(Vz(zr € A—x € B) — A=)

OBS 7.11. Como na teoria dos conjuntos de Cantor, o Axioma da
Extensionalidade nos diz que um conjunto fica unicamente definido
pelos seus elementos. O axioma diz que dados dois conjuntos, eles

sa0 iguais se possuem os mesmos elementos.

O terceiro, axioma, a pedra de toque da axiomatica de Zermelo-
Fraenkel, ¢ o Axioma da Separacao:

A03 VAV, AB(Vx(z € B« (x € AAT7(x))))

OBS 7.12. Aqui 7 é uma formula da linguagem, na qual a vari-
avel z nao ocorre livre. Este esquema de axiomas (um para cada
formula 7) diz-nos que dado um conjunto A e uma féormula 7, é
possivel separar os elementos de A em dois conjuntos - no conjunto
dos elementos de A que satisfazem 7 e no conjunto dos elementos
de A que nao satisfazem 7. Na verdade, este axioma nao é um
axioma e sim um “esquema de axiomas” pois, depende de cada

formula 7 da linguagem.

O quarto axioma, Axioma da Formagao de Pares nos per-

mite, dados dois conjuntos, formar um conjunto que possui como

~
(89
.-



90,

Teoria de Cantor e Teoria de Zermelo -Fraenkel

elementos esses dois conjuntos.

A04 VA VB,3C(Vx(z € C — (x = AV z = B)))

OBS 7.13. Isto diz, que para todo par de conjuntos A e B exis-
te um conjunto C' que contem A e B e nenhum outro elemento.

Formalmente C' = {4, B}.

O quinto axioma, Axioma da Uniao. Dado um conjunto A de
conjuntos, a uniao dos elementos de A é um conjunto. O axioma
da uniao permite construir um conjunto com elementos de outros

conjuntos.

A05 VA, AB(Vz(x € B+ 3C(C € ANz € ()))

OBS 7.14. Isto diz, que dado um conjunto A existe um conjunto
B que é a uniao de todos os elementos dos conjuntos que sao e-
lementos de A. Isto é, para todo x que pertence a B deve existir
um C pertencente a A tal que x pertence a C. Do axioma da

extensionalidade o conjunto B ¢ tinico e denotamos B = U(A).
OBS 7.15. Para melhor compreensao veja os seguintes exemplos:

o Se A={a,{b,c},d{e, f,g}}} entdo B = U(A) = {b,c,e, f, g}
Pois {b, c} e {e, f, g} sao elementos de A.

e Se A = {a,b,c,de, f,g} entdo B = ¢. Pois, A nao tem

conjuntos como elementos.

Definiremos agora uma operagao entre conjuntos denominada uniao,

pois a usaremos no estabelecimento do sexto axioma.

Definigao 7.3. Sejam A e B conjuntos. Definimos a unido de A
e B, denotada AU B, por:
VA VB(Vz((x € AVx € B) -z € AUD)).
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OBS 7.16. Podemos definir alternativamente como AU B = U({
A, B}).

O sexto axioma, Axioma do Infinito, garante a existéncia de um

conjunto infinito.

A06 JA(p e AN(Vz(z e A— (zU{x} € A))))

OBS 7.17. Embutido no Axioma do Infinito est4 a defini¢do dos
numeros naturais, que sao definidos axiomaticamente como um
conjunto N, tal que, contém um elemento 0 e que se n pertence
a N entao seu sucessor n + 1 também pertence a N. Neste caso,
associamos 0 ao conjunto vazio ¢ e definimos a fungao “sucessor”’

por: se n estd associado a x entdo n + 1 esté associado a x U {x}.

Definiremos agora uma relagao entre dois conjuntos denominada

contido, pois a usaremos no estabelecimento do sétimo axioma.

Definigao 7.4. Dados dois conjuntos A e B, dizemos que A estéa
contido em B, denotado A C B da seguinte forma:

VA VB(Vz((x € A—z € B) — AC B)).

O sétimo axioma, Axioma da Potenciagao, garante a existéncia
do conjunto das partes de um conjunto.

A07 YA,AB(VC(C C A — C € B)).

OBS 7.18. Do axioma da extensionalidade o conjunto é tinico e

denotamos B = Z(A).

OBS 7.19. Se A = {a,b,c} o conjunto das partes de A é dado
por B = Z(A) = {,{a},{b},{c},{a,b},{a, c},{b,c},{a, b, c}}.
O oitavo axioma, Axioma da Substituigao, este também é um
“esquema de ariomas’.

A08 VA Vr((Vz(r(z,y) =m(x,2) >y =12) - IB(Vx € A, Ty €
B A(z,9))).

9
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OBS 7.20. Em outras palavras, dada uma proposi¢ao 7 binéria tal
que, Va(m(z,y) = w(x,z) — y = z) isto é, a proposigao define uma
funcdo cujo dominio é o conjunto A, entdo a imagem do conjunto
A pela funcao definida por 7 também é um conjunto denominado
de imagem de A pela fungdo w. O axioma da extensionalidade

garante a unicidade do conjunto imagem.

O nono axioma, Axioma da Fundagao, também conhecido como
Axioma da Regularidade, diz que para todo conjunto A nao
vazio existe um elemento z disjunto de A.

A09 VA(Gz(rx € A) - 3IB(Be AN—-3z(z € ANz € B))).

OBS 7.21. Este axioma diz, que um conjunto nao pode ter ele
mesmo como unico elemento isto é, o conjunto A = {A} nao é
um conjunto na axiomaética de Zermelo-Fraenkel. Entretanto o
conjunto A = {{b}, A} parece a principio que nao é descartado
pelo axioma da fundagdo pois, tem dois elemento {b} e A. Como
{b}NA = ¢, ja que o tnico elemento de {b} & b e b ndo é elemento
de A, o axioma parece a principio satisfeito. Porém, o axioma da
formagao de pares descarta qualquer conjunto que tenha ele mesmo
como elemento. Acompanhe o raciocinio: do axioma da formagao
de pares para todo par de conjuntos A e B existe um conjunto C,
tinico pelo axioma da extencionalidade tal que C' = {A, B}. Em
particular podemos tomar B = A. Logo C = {A, A} = {A} . Dai
se admitirmos A = {{b}, A} teremos que, como o tnico elemento
de C' é A como A é também elemento de A teremos C' N A # ¢,
o que contraria o axioma da fundacao. Desta forma, qualquer

conjunto que contenha a si mesmo como elemento é descartado.

Em adigao a estes nove axiomas, podemos acrescentar um décimo

axioma denominado Axioma da Escolha, polémico, pois nao
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possui um carater construtivista. E a nova teoria dos conjunto é
denominada Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel com Axi-
oma da Escolha ou simplesmente ZFC.

A10 V{As}ses((Vs € S, As # ¢) — IB(Vs € S,3ly(y € As ANy €
B)))

OBS 7.22. A unicidade exigida de cada elemento de A, na cons-
trugao do conjunto B permite construir uma funcao, denominada
funcao escolha do conjunto de todos os As.

Existem outras formas de enunciar o Axioma da Escolha . Porém,

este, na minha opiniao, é o mais adequado ou nosso texto.

OBS 7.23. Toda a matematica que escrevemos esta calcada no a-
xioma da fundacao. Esse axioma, em outra formulagdo, nos conta
que todo conjunto foi recursivamente construido a partir dos a-
xiomas ZFC, isto é, todo conjunto tem uma particula minima.
Vejamos: Jz(xr € A) é equivalente a dizer que A nao é vazio.
Nesse caso, existe um elemento B de A cuja intersecdo com A é
vazia. Em resumo, ndo podemos fazer conjuntos sem um “tijolo”
inicial.

Por hoje é s6. Em nossa préxima aula, veremos algumas operagoes

sobre conjuntos.

7.5 Conclusao

Caro aluno, uma teoria dos conjuntos bem fundamentada e
isenta de paradoxos é fundamental para o desenvolvimento da Ma-
tematica. Portanto, a teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel é
a linguagem usada pela maioria dos matematicos na construgao de

novas teorias.
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7.6 Resumo

Os axiomas para a Teoria dos Conjuntos de Cantor sao:
AO01 Extensionalidade
Va, Vb, Set(a), Set(b)(Vr(z € a < x € b) < a =)
A02 Compreensao
V7, 3a, Set(a)(Vz,x € a — 7(x))
E os axiomas para a Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel
sao:
A01 Existéncia do Conjunto Vazio
30V, =(x € ¢)
A02 Extensionalidade
VA VB(Vx(x € A« x € B) < A=)
A03 Separagao
VA,Vr,3B(Vz(x € B < (x € AA7(x))))
A04 Formacao de Pares
VA VB,3C(Vx(z € C — (x = AV x = B)))
A05 Uniao
VA,3B(Vx(x € B~ 3C(C € ANz € (C)))
A06 Infinito
JA(pe ANVe(z € A— (zU{x} € A))))
AO07 Potenciacao
VA,3B(VC(C Cc A— C € B)).
AO08 Substituicao
VAT ((Va(n(z,y) = w(z,2) — y = z) — IAB(Vx € A, Jy €
B A7(x,y))).
A09 Fundagao
VA(Jz(x € A) - AB(B € AN—3z(z € ANz € B))).
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A10 Escolha
V{As}ses((Vs € S, Ay # ¢) — 3B(Vs € S, y(y € As Ay € B)))

7.7 Atividades

ATIV. 7.1. Considere os axiomas da teoria ZF e prove a existén-
cia de um conjunto unitério.
Comentario: Use o axioma da existéncia do conjunto vazio como

base para a demonstracao.

ATIV. 7.2. Considere os axiomas da teoria ZF e prove a existén-
cia do conjunto {¢,{4}}.
Comentario: Use o exercicio anterior como base para a demons-

tracao.
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