Operacoes com

Conjuntos: Diferenca

e Complementar

META:
Apresentar algumas propriedades
da diferenca e do complementar de

conjuntos.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao
ser capazes de:

Demonstrar propriedades envol-
vendo diferenca entre conjuntos;
Demonstrar propriedades envol-

vendo complementar de conjuntos.

PRE-REQUISITOS

Aula-04 e Aula-07 os conhecimentos
das regras de inferéncia e das
regras de equivaléncia e da teoria

axiomatica dos conjuntos.
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9.1 Introducao

Na aula anterior, vimos operagoes de unido e interseccao en-
tre dois conjuntos e algumas propriedades envolvendo as mesmas.
Provamos duas delas e deixamos outras como atividades em sala
de aula. Na aula de hoje, continuando o estudo das relagoes en-
tre conjuntos veremos mais trés operacoes entre conjuntos. A di-
ferenca entre conjuntos e uma operacao semelhante denominada
diferenca simétrica e o complementar de um conjunto. Veremos
também algumas das propriedades destas operacoes e finalizando,

provaremos duas das propriedades.

9.2 Diferenca de Conjuntos

Comecaremos nossa aula, definindo a diferenca de conjuntos.
Como o nome indica, a diferenga de conjuntos é uma idéia intuitiva
de criar um conjunto a partir de dois outros, juntando todos os

elementos de um conjunto que nao esti no outro conjunto.

Definigao 9.1. Sejam A e B dois conjuntos. Definimos a diferenca
de A menos B, denotada A\B, por:
VA VB(Vx(x € ANz ¢ B) < x € A\B).

9.2.1 Propriedades da Diferenga de Conjuntos

Para a diferenca de conjuntos listamos aqui, entre outras, as se-
guintes propriedades:

Sejam A, B e C conjuntos. Valem entao as seguintes propriedades:
e NNA=2¢

e A\p=A



Fundamentos da Matematica: Livro 1

o A\(BUC) = (A\B) N (A\C)

o A\(BNC)=(A\B)U(A\C)

o (A\B)U(ANDB) =4

9.3 Diferenca Simétrica de Conjuntos

Comecgaremos definindo a diferenga simétrica de conjuntos. Co-
mo o nome indica, a diferenga de conjuntos nao é uma idéia intui-
tiva. A idéia aqui é de criar um conjunto a partir de dois outros,
juntando todos os elementos de um conjunto que nao esta no outro

conjunto e vice-versa.

Definigao 9.2. Sejam A e B dois conjuntos. Definimos a diferenca
simétrica de A e B, denotada AAB, por:
VA VB(Vz(x € (AUB) Az ¢ (AN B)) < xz € AAB).

9.3.1 Propriedades da Diferenca Simétrica de Con-

juntos

Para a diferenca simétrica de conjuntos listamos aqui, entre outras,
as seguintes propriedades:

Sejam A, B e C conjuntos. Valem entao as seguintes propriedades:

o« ANA=¢
o« AAp = A
o AAB = BAA

o AA(BAC) = (AAB)AC

e AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

s
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9.4 Complementar de Conjuntos

Comegaremos essa se¢ao, definindo o complementar de um con-
junto relativo a outro conjunto que o contém. Como o nome indica,
o complementar de um conjunto relativo a outro conjunto que o
contém é uma idéia intuitiva de criar um conjunto a partir de dois
outros, juntando todos os elementos que pertencam ao primeiro

conjunto e que falta ao segundo para completar o primeiro.

Definicao 9.3. Sejam A e B dois conjuntos tais que B C A.
Definimos o complementar de B relativo a A, denotado C4(B),
por:

VA VB((B C A)Vz(z € ANz ¢ B) < x € La(B)).

9.4.1 Propriedades do Complementar de Conjuntos

Para o complementar de conjuntos listamos aqui, entre outras, as
seguintes propriedades:
Sejam A, B e C conjuntos tais que B,C C A. Valem entdo as

seguintes propriedades:

o C4(Ca(B)) =B
° EA(BUC) = BA(B) ﬂBA(C)

e L4(BNC)=Ca(B)uUlA(0O)
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9.5 Algumas Demonstragoes

Nesta se¢ao, demonstraremos algumas das (mais precisamente
duas) propriedades vistas acima.
Provaremos primeiramente a quarta das propriedades da diferenca
entre conjuntos. A saber:
Propriedadel: sejam A, B e C tais que, B C A e C C A entdo
A\(BUC) = (A\B) N (A\C).
PROVA E suficiente mostrar que:
A\(BUC) C (A\B)N (A\C) e que (A\B)N (A\C) Cc A\(BUC(C)
a) Primeiramente mostraremos que: A\(BUC) C (A\B)N (A\C)
Va,z € (A\(BUC))
Da defini¢ao de diferenca entre conjuntos temos:
(xe A)ANx ¢ (BUC)
Ou de outra forma:
(x e A)AN—(z e (BUQ))
Da defini¢ao de unido de conjuntos temos:
(xe A)AN—-(ze BVvzel)
Da lei de De Morgan —(a V 3) = —av A =3 temos:
(x€e A)AN=(z € B)A—(z e C)
De outro modo:
(xe A)N(x ¢ B)AN(x ¢ C)
Como a = a A « temos:
(xe AN(xeA)AN(z ¢ B)AN(x ¢ C)
Rearrumando temos:
(we A A B)A(we A A(n¢C))
Da defini¢ao de diferenga de conjuntos temos:

x € (A\B) Az € (A\O)
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Da definicao de interse¢dao de conjuntos temos:
x € (A\B) N (A\C)

Dai,

Ve,z € (A\(BUC)) — z € (A\B) N (A\C)
Da defini¢ao de contido temos:

A\(BUC) C (A\B) N (A\C)

b) Em seguida, mostrarmos que: (A\B) N (A\C) Cc A\(BUC)
Ve, x € (A\B) N (A\C)

Da defini¢ao de intersecao de conjuntos:

xz € (A\B) ANz € (A\C)

Da definicao de diferenca de conjuntos:
(weA) A ¢ B)A (e A)A(ngC)
Reagrupando temos:
(xeA)N(xeA)AN(x¢ B)AN(x ¢ C)

Como o = a A o temos:
(xeA)N(x¢ B)AN(x ¢ C)

De outro modo:

(xe A)N—-(z e B)AN=(z e C)

Da lei de De Morgan —(aV ) < —a A =3 temos:
(xe A)N=(z e BVvzel)

Da defini¢ao de uniao de conjuntos temos:

(x e A)AN=(z e (BUQ))

De outra forma:

(re A)nx ¢ (BUCQC)

Da definicao de diferenca de conjuntos temos:
z € (A\(BUQ))

Dai,

Ve, x € (A\B)N (A\C) — z € (A\(BUC(Q))
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Da definigao de contido: (A\B)N (A\C) c A\(BUC(C)
Das partes a) e b) temos:

(A\(BUC) C (A\B) N (A\C) A ((A\B) N (A\C) € A\(BUC))

Portanto, da definicao de igualdade de conjuntos temos:

A\(BUC) = (A\B)n (A\C) O

Veremos agora mais uma demonstracao de uma das propriedades
do complementar. A saber:

Propriedade2: [4(C4(B)) =B

PROVA E suficiente mostrar que:

CA(Ca(B)) € Beque Bc4(Ca(B))

a) Primeiramente mostraremos que: C4(C4(B)) C B
Va,z € C4(Ca(B))

Da defini¢ao de complementar temos:

z€ ANz ¢ Ca(B)

De outro modo:

r € AN-(xcla(B))

Da defini¢ao de complementar temos:
r€EAN-(r € ANz ¢ B)

De outro modo:

reAN-(z e AN—(x € B))

Da lei de De Morgan =(a A §) = -« V =3 temos:
r€AN(~(xr e AV --(zeB))

Como ——a = « temos:
r€AN(~(xre AV eB)

Como a A (BVy)=(aAp)V (aAy) temos:
(xe AN=(xeA)V(re ANz € B)

Como 1= (x € AN —(z € A)) temos:

LVv(ze ANz € B)
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Como | Va = o temos:

re ANz eB

Como BC Aentaox € ANz € B— x € B. Logo:
r €D

Dali, temos:

Vz,r € Co(Ca(B)) -2 € B

Da definicao de contido:

Ca(Ca(B)) Cc B

b) Em seguida, mostrarmos que: B C C4(C4(B))
Vr,x € B

Como BC A, reB—x¢€AANx € B temos:
re ANz €D

Como 1| Va = a temos:

1L V(xe ANz € B)

Como L= (x € AN—(z € A)) temos:

(xre AN—(zeA)V(re ANz € B)

Como a A (BVy)=(aApB)V (aAy) temos
r€AN(-(reA)VreB)

Como ~—a = «a temos:

x € AN (—(x €AV --(xreB))

Da lei de De Morgan =(a A 3) = =« V =3 temos:
r€AN-(z e AN—(x € B))

De outro modo:

r€AN-(r € ANz ¢ B)

Da definicao de complementar temos:

z€ AN—(zela(B))

De outro modo:

r € ANz ¢Cs(B)
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Da defini¢ao de complementar temos:

x € C4(Ca(B))

Dali, temos:

Va,z € B— x € CA(Ca(B))

Da defini¢ao de contido:

B c CaCa(B))

Das partes a) e b) teremos:

(CaCa(B)) € B) A (B c Ca(Ca(B)))

Portanto, da definicao de igualdade de conjuntos temos:

CaCa(B)) =B O

Essa aula caro aluno, devido ao seu aspecto técnico como a
aula anterior, exige uma dedicagdo maior. Resolva as atividades
propostas e procure esclarecer suas dividas, pois na préxima aula,
prosseguiremos vendo mais operagoes sobre conjuntos e detalhare-

mos produto cartesiano.

9.6 Conclusao

Na aula de hoje, vimos mais duas novas operagoes sobre con-
juntos, diferenca e complementar, e podemos concluir que apesar
de tuteis, sao menos intuitivas que as da aula anterior unido e in-

tersegao.

9.7 Resumo

Sejam A, B e C conjuntos. Valem entao as seguintes propriedades

para a diferenga de conjuntos:
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o« A\A=¢
o« A\p=A
o A\(BUC) = (A\B) N (A\C)
o A\(BNO) = (A\B)U(A\C)
e (AAB)U(ANB)=A

Sejam A, B e C conjuntos. Valem entéo as seguintes propriedades

para a diferenga simétrica de conjuntos:

o AAA = ¢
o ANG = A
e AAB = BAA

e AAN(BAC) = (AAB)AC
e AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

Sejam A, B e C' conjuntos ,tais que B,C' C A. Valem entdo as

seguintes propriedades para o complementar de conjuntos:
o Lu(A) =0
e Cu(p)=4
o C4(Ca(B) =B
e L4(BUC)=C4(B)NnCA(C)

e L4(BNC)=Ca(B)uUlA(0O)
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9.8 Atividades

Deixamos como atividades a demonstragao de alguma das pro-

priedades acima.

ATITV. 9.1. Sejam A e B conjuntos. Mostre que:

e ANA=2¢
e A\(BUC) = (A\B)N(A\C)

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao as

demonstragoes acima, elas lhe servirao de guia.

ATIV. 9.2. Sejam A, B e C conjuntos, tais que B,C C A. Mos-

tre que:

e La(p)=A
e [4(BUC)=C04(B)NCA(O)

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao as

demonstragoes acima, elas lhe servirao de guia.
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