Relacoes de Ordem

META:
Apresentar o conceito de relagoes

de ordem e suas propriedades.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao
ser capazes de:

Determinar se uma dada relagao é
uma relacao de ordem.

Determinar os elementos ninimais,
minimo, maximais e maximo de um

dado conjunto.

PRE-REQUISITOS
Aula-11 os conhecimentos de

relagoes binéarias.
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12.1 Introducao

O conceito de relacao de ordem é bastante intuitivo. Podemos
ver diariamente muitos exemplos de relagoes de ordem, como por
exemplo: uma fila em uma sorveteria, a ordem de prioridades de
execucao das nossas tarefas didrias, a ordenacao léxica de nomes
em uma lista de presenca, a ordenacdo numérica de itens a se-
rem comprados ordenados pelos respectivos precos e outros. Nessa
aula, faremos uma formalizagdo das idéias por tras do conceito de

ordem.

12.2 Relacoes de Ordem

Comegaremos nossa aula conceituando (definindo) relacao de

ordem:

Definigao 12.1. Sejam A um conjunto e R C A x A uma relacao
de A em A. Dizemos que R é uma relacdo de ordem se, somente

se:
POl Vz € A, (z,z) € R

PO2 Vz,y€ A, (z,y) € RA (y,z) ER—x =1y

PO3 Vz,y,z € A, (z,y) € RA(y,2) € R — (z,2) € R.

OBS 12.1. Em outras palavras, dizemos que uma relagao R sobre
um conjunto A é uma relagdo de ordem se R for: reflexiva, anti-
simétrica e transitiva. A relacdo de ordem como acima definida é

conhecida também como “relacao de ordem parcial’.

Exemplo 12.1. Vejamos alguns exemplos de relagdes de ordem

parciais.
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e A relagao “maior ou igual’, (>) no conjunto dos reais R.

e Dado um conjunto A a relacao de “incluso ou igual’, C sobre

Z(A) o conjunto das partes de A.

Podemos definir em um conjunto A, parcialmente ordenado, uma

relagdo de ordem estrita. A saber:

Definigao 12.2. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado.
Definimos a relagao <€ A x A por:

Ve,ye Ajx <y —x2yA-(z=y).

OBS 12.2. O fato de que x < y lé-se: “x precede estritamente 1.

Um tipo particular de relacao de ordem é a relagao de ordem lexi-

cografica, definida por:

Definigao 12.3. Sejam A e B conjuntos parcialmente ordenados
e <4 e <P suas relacdes de ordem estrita. Definimos uma relacio
de ordem =, denominada ordem lexicografica sobre A x B por:

V(ai,b1), (a2,b2) € A x B, (a1,b1) < (az,b2), somente se:
e a; <4 ay ou
e a; =as Aby <B by
Podemos definir também o conceito de quasi-ordem. A saber:

Definigao 12.4. Sejam A um conjunto e R C A x A uma relagao
de A em A. Dizemos que R é uma relagao de quasi-ordem, somente

se:
QO1 Vz € A, (x,z) € R.

QO2 Vz,y,z€ A, (x,y) € RA(y,2) € R— (x,2) € R.
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OBS 12.3. Em outras palavras, dizemos que uma relagao R sobre
um conjunto A é uma relacao de quasi-ordem se R for: reflexiva e
transitiva.

Exemplo 12.2. Vejamos alguns exemplos de relagdes de quasi-

ordem.

e No conjunto N dos nimeros naturais, a relacao “divide”, (|)

em que alb 1é-se a divide b.
e Dado um conjunto A a relacao de “incluso ou igual’, C sobre
P (A) o conjunto das partes de A.
Podemos definir também, o conceito de ordem total. A saber:

Definigao 12.5. Sejam A um conjunto e R C A X A uma relagao
de A em A. Dizemos que R é uma relagdo de ordem total, somente

se:

TO1 Vz € A, (z,x) €ER
TO2 Vz,y € A, (z,y) e RA(y,x) ER—z =1y
TO3 Vz,y,z € A, (z,y) € RA(y,2) € R — (x,2) € R.

TO4 Vx,y € A, (x,y) € RV (y,z) €R

OBS 12.4. Em outras palavras, dizemos que uma relagao R sobre
um conjunto A é uma relagdo de ordem total se R for: reflexiva,

anti-simétrica, transitiva e total.

Exemplo 12.3. Vejamos alguns exemplos de relagdes de ordem

total.

e Seja A o conjunto de todos os acontecimentos na vida de um
cidaddo. A relagao “aconteceu antes de ou ao mesmo tempo

que’, (X) sobre A.
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e A relagao “maior ou igual’ (>) no conjunto dos reais R.

OBS 12.5. Uma relacao de ordem total é também uma relagao
de ordem parcial. Um conjunto A com uma relagdo R € A x A de
ordem parcial é denominado “conjunto parcialmente ordenado”’, e
o par (A, R) é dito um “POSET". Costuma-se, em uma relacao de
ordem, denotar o fato de (z,y) € R por < y que se lé&: x precede

y na relacao R.

Exemplo 12.4. Mais alguns exemplos de relagoes de ordem.

e Sejam A = {a,b,c} e Ry = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(a,c)}.
R; é uma relagao de ordem parcial pois, nem (b, c¢) € R; nem
(c,b) € Ry e as propriedades reflexiva, anti-simétrica sao veri-
ficadas por testes diretos e transitiva é trivialmente satisfeita
pois, nenhum par de elementos de R satisfaz a premissa da

propriedade transitiva.

e Sejam A = {a,b,c} e Ry = {(a,a),(b,b),(c,c)}. Rz é uma
relacdo de quasi-ordem. Pois, todos os pares da forma (z, x),
x € A pertence a Re 0 que garante a propriedade reflexiva e

propriedade transitiva é trivialmente verificada.

e Sejam A = {a,b,c} e Ry = {(a,a), (b)), (c,c),(a,b),(b,c),
(a,c)}. Rs é uma relacdo de ordem total. Pois, todos os
pares da forma (z,z),z € A pertence a R3, nenhum par
da forma (z,y),z,y € A,x # y que pertence a relagao
(z,y) € R3 arrasta seu simétrico ou seja (y,x) ¢ Rs. A pro-
priedade transitiva pode ser verificada por exaustao (a,a) A
(a,b) — (a,b), (b,b) A (b,c) — (b,c), (a,a) A (a,c) — (a,c) e

(a,b) A (b,c) — (a,c) e a propriedade total é satisfeita pelos
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pares (a,b), (b, c), (a,c) para os pares da forma (x,y),x,y €
A,x # y e pelos pares (a,a),(b,b), (c,c) para os pares da

forma (z,y),z,y € A,z = y.

12.2.1 Cotas Superiores e Cotas Inferiores

Veremos a seguir, algumas defini¢oes relativas a subconjuntos
de conjuntos parcialmente ordenados. Comegaremos pela definigao
de cota superior de um subconjunto de um conjunto parcialmente

ordenado.

Definigao 12.6. Sejam (A, <) um conjunto parcialmente orde-
nado e X C A. Dizemos que um elemento & € A é uma cota

superior de X, se, somente se: Vx € X,z 2 T

De modo semelhante podemos definir cota inferior de um subcon-

junto de um conjunto parcialmente ordenado. A saber:

Definigao 12.7. Sejam (A, <) um conjunto parcialmente orde-
nado e X C A. Dizemos que um elemento T € A é uma cota

inferior de X, se, somente se: Vx € X, <

12.2.2 Elementos Maximal, Minimal, Maximo e Mi-

nimo

Veremos a seguir, algumas defini¢oes relativas a conjuntos par-
cialmente ordenados. Comecaremos pela definicdo de elemento

minimal de um conjunto parcialmente ordenado.

Definigao 12.8. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado.
Dizemos que um elemento a € A é um elemento minimal, se, so-

mente se: Vo € A,z <a—x=a
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De modo semelhante podemos definir um elemento maximal em

um conjunto parcialmente ordenado. A saber:

Definigao 12.9. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado.
Dizemos que um elemento a € A é um elemento maximal, se,

somente se: Vr € Aja <z —x=a

Adicionalmente definiremos elemento minimo e elemento maximo

de um conjunto parcialmente ordenado. A saber:

Definigao 12.10. Seja (A, <) um conjunto parcialmente orde-
nado. Dizemos que um elemento a € A é o elemento minimo de

A, se, somente se: Vo € A,a <

Definigao 12.11. Seja (A4, =) um conjunto parcialmente orde-
nado. Dizemos que um elemento a € A é o elemento maximo deA,

se, somente se: Vo € A,x < a

12.3 Algumas Demonstragoes

Veremos agora algumas demonstragoes envolvendo relagoes de

ordem e suas propriedades.

Teorema 12.1. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado

entio Vx,y,z € A,x S yANy<z—x <z

PROVA Vz,y,z€ Ajx <SyAy < z.

Da definigao de y < z < y < z A =(y = z) temos:
r2YyNA(y2zA-(y =2)).

Como (pAg)Ar=pA(¢Ar) temos:

(x 2y Ay 22) Ay =2).

De PO3 z 2yAy =2z — x = z temos:

O
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(2% 2) Ay = 2).
Como p - pV ¢ temos:

(2% 2) A (~(z = ) V ~(y = 2)).

Usando De Morgan temos:

(z 22) A (~((z=y) A (y = 2))).

Da propriedade transitiva da igualdade (z =y)A(y=2) -z =2
temos:

(x < 2) A=z = 2).

Da definicao da relagdo “precede estritamente”, (x < z) A =(x =
z) <> < 2z temos:

x <z

Portanto:

Vr,y,z€ A,z SyANy<z—x <z 0

Em seguida mostraremos que:

Teorema 12.2. Sejam A um conjuntos e R C A x A uma relagdo

de ordem parcial em A, entdo R~ € uma relacdo de ordem parcial

em A.

PROVA E suficiente mostrar que R™! satisfaz as propriedades
PO1, PO2 e PO3.

a) Primeiramente mostraremos que R~ satisfaz PO1.

Como R é uma relagdo de ordem parcial em A R satisfaz PO1 e
temos:

Vr € (z,x) € R.

Da definicdo de relagdo inversa (z,z) € R — (z,7) € R™! e temos:
Vo € A, (z,z) € R7L.

b) Em segundo lugar mostraremos que R~! satisfaz PO2.

Vz,y € A, (x,y) € RV A (y,x) € R7L.
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Da defini¢do de relagdo inversa (z,y) € R™! « (y,2) € R e tam-

bém (y,z) € R~! « (z,y) € R. Dai, temos:

Va,y € A, (y,x) € RN (z,y) € R.

Como R é uma relacdo de ordem parcial em A. Logo R satisfaz
PO2 (y,z) € RA (z,y) € R — y =z e temos:

Yy =1

Como a igualdade tem propriedade comutativa y =z — = =y e
temos:

x=y.

Portanto:

Vz,y€ A, (z,y) ER"'A(y,2) e R7 w2 =y.

¢) Em terceiro lugar mostraremos que R~! satisfaz PO3.

Va,y,2 € A, (z,y) € R"'A(y,2) € R7L.

Da definigao de relagio inversa (z,y) € R~! < (y,7) € R e tam-
bém (y,z) € R~' < (2,5) € R. Dai, temos:

Va,y,z € A, (y,z) € RN (z,y) € R.

Como p A g = g A p temos:

Va,y,z € A, (z,y) € RA (y,x) € R.

Como R é uma relagdo de ordem parcial em A. Logo R satisfaz
PO3 (z,y) € RA (y,x) € R — (2,x) € R e temos.

(z,z) € R

Da defini¢do de relagdo inversa (z,z) € R « (z,2) € R™! e temos:
Vz,y,2 € A, (z,y) € R"'A(y,2) € R — (2,y) € R7L.

De a), b) e ¢) R satisfaz PO1, PO2 e PO3 logo ¢ também uma,

relacido de ordem parcial sobre A. [

O
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12.4 CONCLUSAO

As relagoes de ordem sdo constantes tanto na vida real, na
natureza quanto na Matematica. E a classificacdo das relacoes de
ordem em diversos tipos como ordem parcial, quasi-ordem e ordem

total, também tem seus pares na vida real.

12.5 RESUMO

Nosso resumo hoje consta das seguintes definigoes:
Defini¢ao de relagao de ordem parcial:
Definigao: Sejam A um conjunto e R C A X A uma relagao de

A em A. Dizemos que R é uma relagao de ordem, se, somente se:
POl Vz € A, (z,z) € R

PO2 Vz,y€ A, (z,y) e RA(y,x) ER—z =1y

PO3 Vz,y,z€ A, (z,y) € RA (y,2) € R — (z,2) € R

Definicao de relagao de quasi-ordem:
Definigao: Sejam A um conjunto e R C A X A uma relagao de A
em A. Dizemos que R é uma relagdo de quasi-ordem, se, somente

se:
QO1 Vx € A, (x,z) € R
Q02 Vx,y,z € A, (z,y) € RA(y,2) € R— (x,2) €R

Defini¢ao de relagao de ordem total:
Definigao: Sejam A um conjunto e R C A x A uma relacao de A
em A. Dizemos que R é uma relagao de ordem total, se, somente

se:
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TO1 Vx € A, (z,2) € R
TO2 Vx,y € A, (z,y) € RA(y,z) ER—x =1y
TO3 Vz,y,z€ A, (z,y) € RA(y,2) € R— (z,z) € R.

TO4 Vz,y € A, (z,y) € RV (y,x) € R

Definicao de cota superior de um subconjunto de um conjunto
parcialmente ordenado:

Definigao: Sejam (A, <) um conjunto parcialmente ordenado e
X C A. Dizemos que um elemento T € A é uma cota superior de
X, se, somente se: Ve € X,z <X &

Defini¢ao de cota inferior de um subconjunto de um conjunto par-
cialmente ordenado:

Definigao: Sejam (A, <) um conjunto parcialmente ordenado e
X C A. Dizemos que um elemento T € A é uma cota inferior de
X, se, somente se: Vr € X,z <

Definicao elemento minimal de um subconjunto de um conjunto
parcialmente ordenado:

Definigao: Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. Di-
zemos que um elemento a € A é um elemento minimal, se, somente
se: Vee A,jx2a—x=a

Defini¢ao de elemento maximal de um subconjunto de um conjunto
parcialmente ordenado:

Definigao: Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. Di-
zemos que um elemento a € A é um elemento maximal, se, somente
se: Ve e A,a<xr—>x=a

Defini¢ao de elemento minimo:

Definigao: Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. Di-

zemos que um elemento a € A é o elemento minimo de A, se,
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somente se: Vr € A,a < x

Defini¢ao de elemento méximo:

Definigao: Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. Di-
zemos que um elemento a € A é o elemento méaximo deA, se,

somente se: Vo € A,z < a

12.6 ATIVIDADES

Deixamos como atividades algumas demonstragoes sobre rela-

¢oes de ordem

ATIV. 12.1. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado en-
tao Vr,y,z € A,z <yANy<z—x <z

Comentario: Reveja a demonstracao do teorema 12.1. Ela sera
seu ponto de partida. Com alguma modificagdo podera ser usada

para provar a proposicao desta atividade.

ATIV. 12.2. Considere o conjunto A = {1,2,3,4,6,9,12, 18,36}
e escreva a relagdo de ordem R dada por: Va,y € A, (z <y < x|y
(z precede y se, somente se x divide y).

Comentario: Note que esta relacao nao é de ordem total. Por
exemplo nem par (3,4) nem (4,3) estd na relagdo ja que nem 3

divide 4 nem 4 divide 3.
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