Relacoes de
Equivaléncia

META:
Introduzir o conceito de relagoes de

equivaléncia e suas propriedades.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao
ser capazes de:

Identificar se uma dada relacao é
uma relacao de equivaléncia.
Determinar as classes de equivalén-
cia de uma relagao de equivaléncia.
Determinar a particio de um
conjunto por uma relagao de

equivaléncia.

PRE-REQUISITOS
Aula-11 os conhecimentos de

relagoes binarias.
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13.1 Introducao

O conceito de relagao de equivaléncia assim como o conceito de
relagdo de ordem também é bastante intuitivo. Podemos ver di-
ariamente muitos exemplos de relagoes de equivaléncia. Em uma
farmacia podemos classificar como equivalentes os remédios que
tém o mesmo principio ativo; em uma biblioteca podemos classi-
ficar como equivalentes os livros que tratam do mesmo tema etc.
Nessa aula, faremos uma formalizacao das idéias, por tras, do con-

ceito de relagao de equivaléncia.

13.2 Relagoes de Equivaléncia

Comegaremos diretamente ao conceito (defini¢ao) de relagao de

equivaléncia:

Definigao 13.1. Sejam A um conjunto e R C A x A uma relagao
de A em A. Dizemos que R é uma relagdo de equivaléncia se,

somente se:

El Vzx € A, (z,z) € R

E2 Vz,y€ A, (z,y) € R— (y,z) € R

E3 Vz,y,z € A, (x,y) € RA (y,2) € R— (z,2) € R.

OBS 13.1. Em outras palavras, dizemos que uma relagao R sobre
um conjunto A é uma relagdo de equivaléncia se R for: reflexiva,

simétrica e transitiva.

Exemplo 13.1. Vejamos alguns exemplos de relacoes de equiva-

léncia.
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e A relagao “igual a”’, (=) no conjunto dos reais R.

— Ve(zr =)

- Ve,yeRz=y —y=2x)

—Ve,y,ze Rz =yAy=2z—x=2).

e A relagao de congruéncia médulo m sobre o conjunto dos in-

teiros Z i.e. Dizemos que x,y € Z sao equivalentes, somente
se z =y mod m (o resto da divisdo de z —y por m > 0 é
Z€r0).

— Vo € Z(z =z mod m)

—Va,y € Z(x =y mod m — y =z mod m)

—Va,y,z € Z(x =y modmAy =z modm — x =z

mod m).

e Seja A o conjunto de todas as retas de um dado plano. A rela-
cao de paralelismo entre duas retas é uma relagao de equiva-
léncia.

—VeeAlx || x)
—VoyeAlz |y —yl )
e Seja A ={a,b,c} é de equivaléncia a relagao R € A x A dada

por:

R ={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a)}.

Para este caso temos:

— Como (a,a),(b,b),(c,c) € R isto garante que Vz €
A, (z,x) € R
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— Como (a,a) — (a,a), (b,b) — (b,b), (¢,c) — (c,c),
(a,b) — (b,a) e (bya) — (a,b) isto garante que Va,y €
A, (z,y) € R— (y,z) € R

— Como (a,a) A (a,a) — (a,a), (b,b) A (b,b) — (b,b),
(c,e) A (e,e) — (¢,¢), (a,b) A (byb) — (b)), (a,a) A
(a,b) — (a,b), (b,a) A (a,a) — (b,a) e (b,b) A (b,a) —
(b, a) isto garante que Vz,y,z € A, (z,y) € RA (y,2) €
R — (z,z) € R.

OBS 13.2. Relagoes de equivaléncia podem ser vistas como ex-
tensoes do conceito de igualdade. De modo geral, sempre que nao
houver dividas quanto a relacao de equivaléncia em um dado con-

junto, denotaremos = = y para escrever que x é equivalente a y.

13.2.1 Particoes e Classes de Equivaléncia

Existe uma forma alternativa de se pensar relagoes de equiva-
léncias. Para isto, precisamos de duas defini¢oes. A definicdo de
particao de um conjunto nao vazio e a definicao de classes de equi-

valéncia. Comegaremos pela defini¢ao de classes de equivaléncia

Definigao 13.2. Sejam A um conjunto nao vazio, R C A x A
uma relagdo de equivaléncia em A e a € A. Definimos a classe de
equivaléncia do elemento a € A, denotada a, por:

a % (2 € Al(x,a) € R}

Exemplo 13.2. Seja A um cesto de frutas e peguemos sacolas
plasticas e separemos as frutas nas sacola segundo a relagao de
equivaléncia: duas frutas sdo equivalentes se sdo da mesma espé-
cie. Cada sacola, neste caso, comportara apenas frutas de mesma

espécie. Cada sacola representa uma classe de equivaléncia.
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Definimos o conjunto quociente por:

Definigao 13.3. Sejam A um conjunto néo vazio e R C A x A
uma relacao de equivaléncia em A. Definimos o conjunto quociente
de A por R, denotado A/R, por:

A/RY {2,z € A}

Exemplo 13.3. Seja A = {a,b,c} e a relagdo de equivaléncia
R C A x A dada por:
R = {((L, a)’ (bv b)’ (Cv C)’ (a, b)v (ba a)}

Para este caso temos:

a={a,b}

b= {a,b}

. o= {c}

A/R = {{a, b}, {c}}

Exemplo 13.4. Voltando ao exemplo do conjunto A, um cesto
de frutas. O conjunto de sacolas plésticas com as frutas separadas
por espécies e arrumadas dentro da cesta representa o conjunto

quociente A/R.

Um teorema, s6 para relaxar, cujo contetido mostra que: elementos
que estao relacionados em uma relacao de equivaléncia tém mesma

classe de equivaléncia.

Teorema 13.1. Sejam A um conjunto nao vazio e R C A x A

uma relagdo de equivaléncia, Ya,b € A, (a,b) € R — a = b.

PROVA: Vz € a, da defini¢ao temos:
(z,a) € R.

[}
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Da hipotese (a,b) € R. Dai, temos:

(z,a) € RA (a,b) € R.

Como R é uma relagao de equivaléncia, vale a propriedade transi-
tiva e temos:

(z,a) € RA(a,b) € R — (z,b) € R.

Como (z,b) € R, da definicao de classe de equivaléncia temos:
z €b.

Dali, temos:

Vzea— z€b.

Da definic¢ao de contido temos:

achb.

Do mesmo modo, podemos mostrar que:

bCa.

Logo:

(@cb)A(bCa).

Da igualdade de conjuntos temos:

=b

Is]l

E finalmente:
Ya,be A, (a,b) e R —a=0b.0

Outro conceito importante é o de particao. A saber:

Definigao 13.4. Sejam A um conjunto e P C Z(A) um sub-
conjunto das partes de A. Dizemos que P é uma particdo de A,

somente se:
i-VXEPXCAANX A
i-VX,2YePX#Y -XNY =¢

iii- UP=A
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Exemplo 13.5. Seja A = {a,b,c,d,e}. P ={{a,b},{c},{d,e}} é

uma particao de A.

OBS 13.3. A definigdo de partigdo néo se restringe a conjuntos
finitos. Conjuntos infinitos também podem ter particoes. E o caso
de tomarmos A = [0,+00) CRe P ={X,, = [n,n+1),Vn € N}.
Temos que VX, € P, X, #0,VX,,Xr e Pn# kX, NXy=0c¢
A =UP.

13.3 Algumas Demonstragoes

Veremos agora, que uma relagao de equivaléncia determina uma
particao sobre um conjunto e que uma particdo determina uma
relagcdo de equivaléncia sobre uma conjunto.

Primeramente vamos mostrar que:

Teorema 13.2. Sejam A um conjunto e R C A x A uma relag¢ao

de equivaléncia sobre A entao, A/R é uma parti¢ao de A.

PROVA:

a)Va € A/R.

Como R é uma relagao de equivaléncia (a,a) € R. Portanto:
a € a.

Dali, temos:

a#0.

Logo:

Va e A/R,a # .

b) Va,b € A/R,a # b.
Consideremos a hipotese nula:
HN anb # .

Dai, temos:
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Jze€anb.

Logo:

z€aNz€Db.

Da definicao de classe de equivaléncia.

(z,a) € RN (z,b) € R.

Como R é uma relagdo de equivaléncia tem propriedade simétrica
(z,a) € R — (a,z) € R e temos:

(a,z) € RN (z,b) € R.

Como R é uma relagao de equivaléncia tem propriedade transitiva
(a,z) € RN (2,b) € R — (a,b) € R e temos:

(a,b) € R.

Do teorema 13.1 (a,b) € R — @ = b e temos:

a=ho.

Dali, e da hipdtese temos:

(@="b)A(a#b).

Absurdo. Logo HN ¢ falsa e anb = (.

Portanto.

Va, b€ A/R,a#b—anb={.

c)Vae Ajae A/R.

Logo:

Uaca

acA

Por outro lado:

Vo € A.

Como R é uma relacao de equivaléncia tem propriedade reflexiva
e (z,z) € R e temos:

TET.

Logo:
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WS U a.
acA
Dai, temos:

VieA—uze|]a

acA
Da defini¢ao de contido temos:

Ac|Ja

acA
Como ( U aCAN(AC U ), da igualdade de conjuntos temos:
acA acA

U a = A ou escrevendo de outra forma | JA/R = A.

acA
Juntando as proposi¢oes temos:

i-Vae A/R,a+# 0
ii- va,bc A/R,a#b—anb=1{
iii- JA/R=A

Logo A/R ¢ uma particao de A. O
Conversivelmente, uma partigdo determina uma relagao de equiva-

léncia sobre um conjunto dado, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 13.3. Sejam A uma conjunto e P C & (A) uma parti¢ao
de A, entao existe uma relagio R C A x A de equivaléncia em A

tal que A/R = P.

PROVA:

Seja R C A x A a relagao definida por:

(x,y) e R—~3IX e Plre X Ny € X.

Dali, temos:

a) Vx € A, como P é uma particao de A, 3X € Plx € X.
Logo: (z,z) € R.

Dali, temos:

Vx € A, (z,x) € R.

&
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b) Vz € AVy € A.

Da definicao da relagao R temos:
(z,y) e R—~3IX e Plre X Ny € X.
Comorze XANyeX=ye XAz e X temos:
(r,y) e R—~3IX € Plyec X Nz € X.

Da defini¢ao da relagao R temos:

dX ePlye XNz e P« (y,x) € R.
Portanto:

(z,y) € R+ (y,x) € R.

Portanto temos:

Ve,y € A((z,y) € R — (y,x) € R).

c) Vo € AVy € AVz € A.

Da defini¢ao da relagdo R temos:

(x,y) e R~ 3IX1 € Plr e X; ANy € X;.
(y,z) € R— 3Xy € Plye Xa Az € Xo.
Como y € X1 Ay € X5 temos:

X1 N Xy #0.

Como X1, X5 € P e P é uma partigao temos:
X1NXy#0— X1 = Xo.

Portanto:

rze X1 Nze X;.

Dai, temos:

X, e Plre X1 Az € Xy.

Da definicao da relagao R temos:

31X, e Plre X1 Nz€e X; < (z,2) € R.

Logo:

Ve,y,z € A((z,y) € RA (y,2) € R — (z,2) € R).

Juntando as proposi¢oes temos:
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i- Ve A (x,z) €R
ii- Vo,y € A((z,y) € R— (y,2) € R)
iii - Vo,y,2 € A((z,y) € RA (y,2) € R — (x,2) € R)

Logo, R C A x A é uma relagdo de equivaléncia em A. [J

13.4 CONCLUSAO

Concluimos que, assim como as relagoes de ordem, as relagoes
de equivaléncia também sao muito comuns. Na pratica, as rela-
¢oes de equivaléncia sao aquilo que definimos como igualdade de

objetos.

13.5 RESUMO

Hoje, nosso resumo consta das seguintes defini¢oes:
Definicao de relagao de equivaléncia:
Definicao: Sejam A um conjuntos e R C A X A uma relacao de
A em A. Dizemos que R é uma relagao de equivaléncia se, somente

se:
El Vz € A, (z,2) € R

E2 Vz,y € A, (z,y) € R— (y,z) € R

E3 Vz,y,z € A, (z,y) € RA(y,2) € R — (z,z) € R.

Definicao de classe de equivaléncia:
Definigao: Sejam A um conjunto nao vazio, R uma relacao de

equivaléncia em A e a € A. Definimos a classe de equivaléncia do

(3
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elemento a € A, denotada a, por:

a={xe Al(x,y) € R}

Defini¢cao de conjunto quociente:

Definigao: Sejam A um conjunto nao vazio e R uma relagao de
equivaléncia em A. Definimos o conjunto quociente de A por R,
denotado A/R, por:

A/R ={z,Vx € A}

Defini¢cao de particao de um conjunto:

Definigao: Sejam A um conjunto e P C Z(A) um conjunto de

partes de A. Dizemos que P é uma particao de A, somente se:
i-VXePXCANX#D
ii-VX, XePX#AY ->XNY =9¢

iii- UP=A

13.6 ATIVIDADES

Deixamos como atividades a demonstracao de alguma propri-

edades acima.

ATITV. 13.1. Seja A é um conjunto e R C A X A uma relagao de
equivaléncia sobre A. Mostre que: Ya,b € A,a=bVanb=0.
Comentario: Reveja a demonstragao do teorema 13.1. Esta ati-

vidade é sua contrapositiva.

ATIV. 13.2. Sejam A um conjunto e P C & (A uma partigao de
A dados por:

A=A{a,b,c,dye, f} e

P = {{a,b} {c}, {d,e, 1
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Determine a relagao de equivaléncia R C A x A associada a P.

Comentario: Lembre-se que, cada elemento de cada elemento da

particao estara na relagao.
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