Funcoes

META:

Apresentar o conceitos de fungoes.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverdo
ser capazes de:

Identificar se uma dada rel¢ao é
uma funcao.

Determinar a imagem direta e a
imagem inversa de subconjuntos

por uma funcao.

PRE-REQUISITOS
Aula-11 os conhecimentos de

relagoes binarias.
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Funcgoes
14.1 Introducao

Caro aluno, o conceito de funcao, diferentemente do conceito de
relagdo, nao é intuitivo. Muito embora vejamos no dia a dia muitos
exemplos de fungoes. Em uma sala de aula a altura associada a
cada aluno é uma fungao (cada aluno s6 tem uma altura). Em uma
cesta de frutas o peso de cada fruta é uma funcao do conjunto das
frutas da cesta no conjunto dos niimeros reais etc. Aqui faremos

uma formalizacao das idéias do conceito de funcao.

14.2 Funcoes

Comegaremos diretamente ao conceito (definigdo) de fungao:

Definigao 14.1. Sejam A e B dois conjuntos e F' C A x A uma
relacdo. Dizemos que F' é uma funcéao de A em B, denotada F' :

A +— B se, somente se:
Funcl Vz € A, 3y € B| (z,y) € F
Func2 Vz € A,Vy,z € B, (z,y) € FN(z,2) e F - y==2

OBS 14.1. Em outras palavras, dizemos que uma relagao F' C
A x B do conjunto A sobre o conjunto B é uma funcdo quando
todos os elementos do conjunto A participam da relacdo e cada
elemento do conjunto A estd em relacdo com apenas um Unico

elemento do conjunto B.

OBS 14.2. O conjunto A é denominado de dominio da funcao F' e
denotado Dom(F) = A enquanto que o conjunto B é denominado

de contradominio de F' e denotado Cdom(F') = B.
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OBS 14.3. Dados A e B dois conjuntos, para denotar que uma

relagdo F' C A x B em particular é uma funcio ez € Aey € B

estao relacionados pela fungao (z,y) € F, escrevemos y = F(x).
O objeto z é denominado argumento da fungdo e o objeto y é
denominado imagem de x pela fungdo F. Um conjunto importante
é o denominado imagem da fun¢ao e dado por: Img(F) def {y €
B|3z € A,y = F(z)}.

Exemplo 14.1. Vejamos alguns exemplos de fungoes.

e Sejam A, B dois conjuntos dados por A = {a,b,c,d} e B =
{1,2,3}. A relagao Fy C A x B dada por F} = {(a,1),(b,3),
(¢,2),(d,2)} é uma fungao Fig 14.1. Neste caso, o dominio
de Fy 6 Dom(Fy) = A = {a,b,c,d} e o contradominio de Fy
¢ Cdom(F1) =B =1{1,2,3}.

e Sejam A, B dois conjuntos dados por A = {a,b,c,d} e B =
{1,2,3}. A relacao F» C A x B dada por Fs = {(a,2), (b,1),
(¢,1),(d,1)} é uma fungao Fig 14.2. Neste caso nem todos
os elementos do conjunto B participam da relacao. O domi-
nio de F» é Dom(F;) = A = {a,b,c,d} e o contradominio de
Fy & Cdom(F3) = {1,2} # B.

e Sejam A, B dois conjuntos dados por A = {a,b,c,d} e B =
{1,2,3}. A relacao F3 C A x B dada por F3 = {(a,1), (b, 1),
(b,3),(d,2)} ndo é uma funcao Fig 14.3 pois, viola Funcl
o elemento ¢ € A ndo participa da relagdo Fj e viola Func2
pois o elemento b € A esta relacionado com dois elementos

1,3 € B.

e Sejam A, B dois conjuntos dados por A = {a,b,c,d} e B =
{1,2,3}. A relacao Fy C A x B dada por Fy = {(a,2), (a,3),

e
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(b,1),(c,1)} ndo é uma fungao Fig 14.4. pois viola Funcl
o elemento d € A néo participa da relagdo Fy e viola Func2
pois, o elemento a € A esta relacionado com dois elementos

2,3€ B.

Figura 14.4: Nao fungado Fy

Figura 14.3: Nao fungao F3

14.2.1 Imagem Direta e Imagem Inversa

Neste momento, introduziremos dois conceitos importantes no
estudo das fungbes. Sao os conceitos de imagem direta de um
subconjunto do dominio e o de imagem inversa de um subconjunto

do contradominio. Comegaremos pela definicao de imagem direta.
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Definigao 14.2. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios, F': A —

B uma fung¢ido de A em B e X C A um subconjunto do dominio

da funcao F. Definimos a imagem direta de X por F', denotada
F(X), por:

FX) ¥ (yeB|3re X,y =F(2)).

Exemplo 14.2. Seguindo o exemplo da fungdo F} : A — B com
A ={a,b,c,d} e B ={1,2,3} dada por F; = {(a,1),(b,3),(c,2),
(d,2)} Fig 14.1 aimagem direta do conjunto {a, ¢, d} é F1({a,c,d})
= {1,2} e a imagem direta do conjunto {a,b,c} é Fi({a,b,c})
= {1,2,3).

A imagem direta de subconjuntos do dominio de uma funcao F :

A — B tem, entre outras, as seguintes propriedades:
i-VX,)YCAFXUY)=FX)UF(Y)
i-VX,)YCAFXnNY)CFX)NF()

Hi-VX,)YCAXCY — F(X)CF(Y)

iv- F(A) = Img(F)

v- F0)=0

Quanto a imagem inversa de subconjuntos do contradominio de

uma funcao, sua defini¢ao é:

Definigao 14.3. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios, F :
A — B uma fun¢do de A em B e Y C B um subconjunto do
contradominio da funcao F'. Definimos a imagem inversa de Y por
F, denotada F~1(Y), por:

FLY) Yz e A|F(x)eY).

e
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Exemplo 14.3. Seguindo o exemplo da fungao F5 : A — B com
A ={a,b,c,d} e B={1,2,3} dada por Fy = {(a,2),(b,1),(c, 1),
(d,1)}, Fig 14.2, a imagem inversa do conjunto {1, 2} é F, *({1,2})
= {a,b,c,d} e a imagem inversa do conjunto {3} ¢ F;, ({3}) =0
pois 3 € B nao esté relacionado com nenhum z € A.

A imagem inversa de subconjuntos do contradominio de uma fun-

¢do F': A — B tem, entre outras, as seguintes propriedades:
i-VX,)YCBFY{XUY)=FYX)UF YY)

ii- VX, Y CB,FYXnNY)=FY{X)nF YY)

iii - VX,YCB,XCY — F}X)cC F YY)

iv- VX Cc B,F}(Cp(X)) =CAa(F1(X))

v- F71(B) = Dom(F)

vi- F7Y0) =0

Um conceito importante no estudo das fungoes é o de composicao

de funcoes. A saber:

Definigao 14.4. Sejam A, B,C trés conjuntos e F' : A — B e
G : B — (' duas fungoes. Definimos a func¢ao composta de G com
F', denotada G o F', por:

(GoF)(z) ¥ G(F(2)), vz € A

Exemplo 14.4. Vejamos um exemplo de composicao de fungoes:
Sejam A = {a,b,c}, B = {x,y} e C = {1,2,3} trés conjun-
tose FF: A— BeG: B +— C duas fungbes dadas por F =
{(a,2),(b,y),(c,z)} e G = {(x,1),(y,3)}. A fungao composta
GoF:Aw Cédadapor GoF ={(a,l1),(b,3),(c,1)} Fig 14.5.
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Figura 14.5: Fungao Composta

14.3 Algumas Demonstracoes

Nesta secao, demonstraremos algumas das propriedades da ima-
gem direta de subconjuntos do dominio de uma funcao e algumas
das propriedades da imagem inversa de subconjuntos do contrado-
minio de uma funcao.

Primeiramente mostraremos que:

Teorema 14.1. Sejam A, B dois conjuntos e F' : A — B uma

fungao de A em B entao VX, Y C A, F(XUY)=F(X)UF(Y).

PROVA: E suficiente mostrar que: F(XUY) C F(X)UF(Y) e
que F(X)UF(Y)C F(XUY).

a) Primeiramente vamos mostrar que F(X UY) C F(X)U F(Y)
Vze F(XUY).

Da defini¢ao de imagem direta temos:

dr e (XUY)Az= f(z).

Dal, temos:

&
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(FreXANz=f(x)V(@xeY Az= f(x)).
Da defini¢ao de imagem direta temos:

(ze F(X))V(z€ F(Y)).

Da defini¢ao de uniao de conjuntos temos:

z€ F(X)UF(Y).

Portanto:

Vze F(XUY) - 2ze F(X)UF(Y).

Da defini¢ao de contido:
F(XUY)CF(X)UF(Y).

b) Nesse segundo momento mostraremos que F(X) U F(Y) C
F(XUY)

Vze F(X)UF(Y).

Da defini¢ao de unido de conjuntos temos:

ze F(X)Vze F(Y).

Da definicao de imagem direta temos:

(Fz1 € X Az = f(z1))V(Fza €Y Az = f(m1).
Logo: 3z e X Vax € Y) Az = F(z).

Da defini¢ao de unido de conjuntos temos:
dJre XUY Az = F(z).

Da defini¢ao de imagem direta temos:

z€ F(XUY).

Dai, temos:

Vze F(X)UF(Y) - z€ F(XUY).

Da defini¢ao de contido temos:
FX)UF(Y)CF(XUY).

Das partes a) e b) temos:
(F(XUY)CFX)UFY)AN(F(X)UF(Y)C F(XUY)).

Finalmente, da igualdade de conjuntos temos:
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VXY CAF(XUY)=F(X)UF(Y).O

Vamos agora a uma demonstracao de uma das propriedades da
imagem inversa de subconjuntos do contradominio de uma fungao.

A saber:

Teorema 14.2. Sejam A, B dois conjuntos e ' : A — B uma

fungdo de A em B entio VX C B, F~}(Cp(X)) = CAo(F1(X)).

PROVA: E suficiente mostrar que: F~'(Cp(X)) c Co(F~1(X))
e CA(F1(X)) € FL(Ca(X)).

a) Primeiramente, mostraremos que F~!(Cp(X)) C CA(F~1(X))
vz € F~1(Cp(X)).

Da defini¢ao de imagem inversa temos:

F(x) € Cp(X).

Da defini¢ao de complementar temos:

F(z)e BAF(x) ¢ X.

Como F(z) € B — z € A temos:

reAN-(F(x) € X).

Da defini¢ao de imagem inversa temos:

r€AN-(z € FHX)).

Dali, temos:

r€ANT ¢ F71(X).

Da defini¢ao de complementar temos:

z € CA(F7L(X)).

Logo:

Vo e F71(0p(X)) — 2 € C4(F1(X)).

Da definic¢ao de contido temos:

F1(Ca(X)) € Ca(F1(X)).

b) Em segundo lugar mostraremos que C4(F~1(X)) ¢ F~1(Cp(X)).

O
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Vo € C4(F1(X)).

Da defini¢ao de complementar temos:
r€ANT ¢ FHX).

Como da defini¢ao de fungao z € A — F(x) € B temos:
F(z)e BAz ¢ F1(X).

De outro modo:

F(z) € BA—(z € F7Y(X)).

Da defini¢ao de imagem inversa temos:

F(z) e BA=(F(z) € X).

Dal, temos:

F(z)e BAF(x) ¢ X.

Da definicao de complementar temos:

F(z) € Cp(X).

Da defini¢ao de imagem inversa temos:

r e F1(Cp(X)).

Logo: Vo € CAo(F~Y(X)) — 2 € F}(Cp(X)).
Da defini¢ao de contido temos:

Ca(F~1(X)) € F7(Cp(X)).

Das partes a) e b) temos:

(FH(Cp(X)) c Ca(F~H (X)) A Ca(F~H(X)) € FH(CB(X))).
Finalmente, da igualdade de conjuntos temos:

VX C B,F1((p(X)) =Ca(F1(X)). O

14.4 CONCLUSAO

Funcgoes sao menos intuitivas que as relagoes. Porém, nem por

isto sao menos importantes.
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14.5 RESUMO

Nosso resumo consta das seguintes definigbes e propriedades:
Definicao de funcao:
Definigao: Sejam A e B dois conjuntos e F' C A X A uma relagao.
Dizemos que f é uma funcdo de A em B, denotada F' : A — B se,

somente se:

Funcl Vz € A,3y € B|(z,y) € F
Func2 Vz € A,Vy,z € B,(z,y) e FA(z,2) e F - y==z

Defini¢cao de fungao composta:

Definigao: Sejam A, B,C trés conjuntos e F': A — Be G :
B — (' duas fungoes. Definimos a fungdo composta de G com F,
denotada G o F', por:

(GoF)(z) ¥ G(f(z)),Vr e A

Defini¢ao de imagem direta de um subconjunto do dominio:
Definigao: Sejam A e B dois conjuntos nao vazios, FF C A x B
uma fungdo de A em B ¢ X C A um subconjunto do dominio
da fungdo F'. Definimos a imagem direta de X por F, denotada
F(X), por:

F(X)={yeB|dzre X Ny=F(z)}.

Defini¢ao de imagem inversa de um subconjunto do contradominio:
Definigao: Sejam A e B dois conjuntos néao vazios, F C A x B
uma fungdo de Aem B e Y C B um subconjunto do contradominio
da fungdo F. Definimos a imagem inversa de Y por F', denotada
F~YY), por:

FLY) Yz e A|F(x)eY).

Propriedades da imagem direta de subconjuntos do dominio de

uma funcdo F : A — B:

"o
e
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- VX,Y CAF(XUY)=FX)UF()
ii- VXY CAF(XNY)CFX)NF(Y)
ii- VX,Y CAXCY — F(X)CF(Y)
iv - F(A) = Img(F)

v- F(0) =0

Propriedades da imagem inversa de subconjuntos do contradominio

de uma funcgédo F': A — B:
i-VX,)YCB,FY{XUY)=FYX)UF YY)
ii- VX, Y CB,FYXNnY)=FY{X)nF YY)

iii - VX,YCB,XCY — F }X)C F YY)

iv- VX c B,F71(Cp(X)) =C4(F (X))
v - F~YB) = Dom(F)

vi- F7Y0) =10

14.6 ATIVIDADES

Deixamos como atividades a demonstragao de algumas das pro-

priedades acima.

ATIV. 14.1. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios, FF C A x B
uma fungdo de A em B. Mostre que: VX, Y C A,F(XNY) C
F(X)NF().

Comentario: Reveja as demonstragoes da secao 14.3. Note que

basta provar a inclusao; a igualdade de modo geral nao vale. Como

na fungdo A = {a,b,c}, B = {1,2,3} e F : A — B dada por:
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F(a) =1, F(b) =1 e F(c) = 3. Para esta fungao temos F'({a}) =
{1}, F({b}) = {1} o que d& F({a}) N F({b}) = {1} # 0 enquanto
que {a} N{b} = 0 e das propriedades F({a} N {b}) = F(0) = 0.
Ou seja, para esta funcao F({a}N{b}) =0e F({a})NF({b}) # 0.

ATIV. 14.2. Sejam A e B dois conjuntos néao vazios, ' C A x B
uma funcdo de A em B. Mostre que: VX,Y C B, X C Y —
FYX)c FYY).

Comentario: Reveja as demonstragoes da segao 14.3.
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