Propriedades das
Funcoes

META:
Demonstrar algumas propriedades

das fungoes.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao
ser capazes de

Demonstrar propriedades das
fungoes injetoras, sobrejetoras e

bijetoras.

PRE-REQUISITOS
Aula-14 os conhecimentos de

fungoes.
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16.1 Introducao

O conceito de fungao que vimos nas aulas anterior serda ex-
plorado um pouco mais aqui demonstrando-se algumas de suas
propriedades. Focaremos nossa atengao nas fungoes classificadas
como injetoras, como sobrejetoras e como bijetoras. Esta aula,
devido ao seu contudo técnico, serd, em ntimero de paginas, mais
curta que as anteriores. Ném por isso devera ser dedicado menos

tempo para absorver seu contetido. Bom mao a obra.

16.2 Propriedades das Funcoes Injetoras

Para comegar, vale a pena ver de novo a definigao de fungao

injetora. A saber:

Definigao 16.1. Sejam A e B dois conjuntos e F' : A — B uma
fungao. Dizemos que F' é uma funcgao injetora se, somente se:

Vo,y € A,x £y — F(x) # F(y).

Vamos diretamente as propriedades das fungdes injetoras:

Sejam f: A— Beg: B+~ C duas fungbes. Se f e g sao

injetoras entdo go f : A +— C é injetora.

e Sejam f: A— Beg: B C duasfungoes. Segof: A C

é injetora entao f é injetora.

e Sejam f : A — B uma funcdo e X C A. Se f é injetora
entdo f1(f(X)) = X.

e Sejam f: A+— B uma funcdo e X,Y C A. Se f é injetora
entao f(XNY) = f(X)N f(Y).
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e Sejam f: A— Beg,h:C+— A fungodes entdo f é injetora

se, somente se fog= foh — g=h.

16.3 Propriedades das Funcoes Sobrejetoras

Aqui comecaremos também, revendo a definicdo de fungao so-

brejetora. A saber:

Definigao 16.2. Sejam A e B dois conjuntos ¢ F' : A — B uma
funcao. Dizemos que F' é uma funcao sobrejetora se, somente se:

Vy € B,3x € Aly = F(x).
Em continuacao vamos as propriedades das fungoes sobrejetoras:

e Sejam f: A— Beg: B C duas fungdes. Se f e g sdo

sobrejetoras entdo go f : A+ C é sobrejetora.

e Sejam f: A— Beg: B C duasfungoes. Segof: A— C

é sobrejetora entao g é sobrejetora.

e Sejam f: A+— B uma fungdo e X C B. Se f é sobrejetora
entdo f(f~1(X)) = X.

e Sejam f: A+ B uma funcao. Se f é sobrejetora 3¢ : B —

Alfog=1Ip.
e Sejam f: Aw— Beg,h: B— C fungdes entdo f é sobreje-
tora se, somente se go f =ho f — g = h.
16.4 Propriedades das Fungoes Bijetoras

Comegaremos também, revendo a defini¢do de funcao bijetora.

A saber:

o
N
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Definigao 16.3. Sejam A e B dois conjuntos e F' : A — B uma

funcao. Dizemos que F' é uma funcao bijetora se, somente se:
1. Ve,ye A,z #y — F(x) # F(y)
2. Yye B,3x € Aly = F(x)

Finalmente as propriedades das fungoes bijetoras:

e Sejam f: A— Beg: B+ C duas fungdes. Se f e g séo

bijetoras entdao go f : A +— C ¢ bijetora.

e Seja f : A+— B uma fungdo. Se f é sobrejetora entdo dg :

B Alg=f~"

e Sejam f: A+ Beg,h:B— C fungbes entdo f é bijetora

se, somente se go f =ho f — g=h.

16.5 Algumas Demonstracoes

Vamos, aqui, demonstrar algumas das propriedades das fun-
¢oOes injetoras, sobrejetoras e injetoras. As demais podem ficar

como excelentes exercicios. Vamos la.

Primeiramente vamos demonstrar uma das propriedades das fun-
coes injetoras. Mais precisamente.

Propriedadel: Sejam f: A +— B uma fungdo e X C A. Se f é
injetora entdo f~1(f(X)) = X.

PROVA: Precisamos de um resultado intermediario, que vale para
qualquer fungdo. A saber:

Resultado A: f : A — B uma fungdo e X C A entdo X C
FHAX)).
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PROVA: Vx € X.

Da defini¢ao de imagem direta de uma fungao temos:
f() € F(X)

Da defini¢ao de imagem inversa de uma funcao temos:
v e fUfX))

Logo:

Ve e X -z e fH(f(X))

Portanto, da defini¢ao de contido:

X ¢ fUf(X)). O

Voltemos & prova propriamente dita.

Vo € fUf(X)) — (@) € F(X)

Como f é injetora temos:

f(z) e f(X)—xeX.

Caso contrario, Jy ¢ X|f(z) = f(y) e como z € X Ay ¢ X temos
x #yA f(x) = f(y) o que contraria o fato de f ser injetora. Logo:
Vz e fHf(X)) -z e X.

Portanto da defini¢ao de contido temos:

FLUFX) © X

Juntando isto ao Resultado A temos:

(X)) € X) A (X C fHA(X))).

Da defini¢ao de igualdade de conjuntos temos:

fHfX) = X.

Portanto:

Se f & injetora entdao f1(f(X)) = X. O

Continuando, vamos agora a uma propriedade das fungoes sobre-
jetoras. A seguinte:

Propriedade2: Sejam f: A+— B uma funcdoe Y C B. Se f é
sobrejetora entdo f(f~1(Y)) =Y.

c
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PROVA: Precisamos de um resultado intermediario, que vale para
qualquer funcao. A saber:

Resultado B: f : A+ BumafuncioeY C Bentdo f(f~1(Y)) C
Y.

PROVA: vy € f(f~1(Y))

Da definicao de imagem direta de uma funcao temos:
e fUY)|y = f@)

Dali, temos:

y=f@)Af(2) €Y

Logo:

yevy.

Dai, temos:

Vye f(fTI(Y)) —yeY

Portanto, da defini¢ao de contido temos:

fHY) cy.O

Voltemos & prova propriamente dita.

VyetY

Como f é sobrejetora temos:

e fUY)|y = f).

E neste caso temos:

y=f@)Aflx) € f(F7HY).

Logo:

ye F(FHY)).

Dali, temos:

VyeY —ye f(f7H(Y))

Da definic¢ao de contido temos:

Y. f(fH(Y)).

Juntando isto ao Resultado B temos:
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Y CfFT@MAUETIY)) CY).

Da defini¢ao de igualdade de conjuntos temos:
fUHY) =Y.

Portanto:

Se f ¢ sobrejetora entdo f(f~H(Y)) =Y. O
Vamos concluir esta segdo com uma demonstragao de uma propri-
edade das fungoes bijetoras.

Propriedade3: Sejam f: A— Beg: B — C duas fungoes. Se
f e g sado bijetoras entdo go f : A+ C & bijetora.

PROVA Dividiremos a prova em duas partes:

a) Primeiramente vamos provar que g o f é injetora.
Vr,y € A

(g0 @) = (g0 D).

Da defini¢ao de composicao de fungoes temos:
9(f(@)) = g(f(y))-

Fazendo u = f(z) e w = f(y) temos:

g9(u) = g(w).

Como g é bijetora é também injetora. Dai, temos:
u = w.

f(@) = ().

Como f é bijetora é também injetora. Dai, temos:
T =y.

Juntando tudo.

Vo, € A (go f)() = (g0 f)y) =z = .

Portanto g o f é injetora.

b) Em segundo vamos provar que g o f é sobrejetora.
VzeC.

Como g é bijetora é também sobrejetora. Dai,

O
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Jy € Blg(y) = 2.

Por outro lado, como f é bijetora:

dz € Aly = f(z).

Dai, temos:

z=gy) Ay = f(z) = g(f(x) =2 — (g0 f)(z) =2
Combinando tudo temos:

Vze C,3z € Al(go f)(z) = 2.

Portanto g o f é sobrejetora.

Das partes a) e b) temos que g o f é portanto bijetora. [J

16.6 CONCLUSAO

Concluimos que a operagao de composi¢ao de funcoes preserva
a caracteristica das mesmas. Assim, a composicao de funcgoes inje-
tora é injetora, a composicao de fungoes sobrejetoras é sobrejetora

e a composicao de fungoes bijetoras é bijetora.

16.7 RESUMO

Nosso resumo hoje consta das seguintes propriedades:

Propriedades das fungoes injetoras:

e Sejam f: A— Beg: B+ (C duas fungbes. Se f e g sdo

injetoras entdao go f : A — C é injetora.

e Sejam f: A— Beg: B+ C duasfungoes. Segof: A— C

é injetora entao f é injetora.

e Sejam f : A +— B uma fungdo e X C A. Se f é injetora
entdo f71(f(X)) = X.
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e Sejam f : A+— B uma funcdo e X, Y C A. Se f é injetora
entao f(XNY) = f(X)N f(Y).

e Sejam f: A~ Beg,h:C+— A fungdes entdo f é injetora

se, somente se fog= foh — g=h.

Propriedades das fungbes sobrejetoras:

Sejam f: A~ Beg: B~ C duas fungoes. Se f e g sao

sobrejetoras entdo go f : A— C é sobrejetora.

Sejam f : A— Beg: B+ C duasfungoes. Segof: A— C

é sobrejetora entao g é sobrejetora.

Sejam f : A +— B uma funcdo e X C B. Se f é sobrejetora
entdo f(f~H(X)) = X.

Seja f : A — B uma fungdo. Se f é sobrejetora entdo Jg :

B— A|fog=1Ip.

Sejam f: A Beg,h: B+ C fungoes entao f é sobreje-

tora se, somente se go f =ho f — g=h.
Propriedades das fungoes bijetoras:

e Sejam f: A— Beg: B C duas fungdes. Se f e g sdo

bijetoras entdo go f : A — C é bijetora.

e Seja f : A+— B uma fungao. Se f é bijetora entdo 3¢ : B —
Alg=f"

e Sejam f: A— Beg,h:B— C fungbes entdo f é bijetora

se, somente se go f =ho f — g=h.

G
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16.8 ATIVIDADES

Deixamos como atividades a demonstracao de algumas das propri-

edades acima.

ATIV. 16.1. Prove as seguintes propriedades das fungoes injeto-

ras:
e Sejam f: A— Beg: B+ C duasfungoes. Segof: A— C

é injetora entao f é injetora.
e Sejam f: A— Beg,h:C+— Afungoes entao f é injetora

se, somente se fog= foh — g=h.

Comentario: Reveja as demonstragoes acima.
ATIV. 16.2. Prove as seguintes propriedades das fungdes sobre-

jetoras:

e Sejam f: A— Beg: B~ C duas fungdes. Se f e g séo

sobrejetoras entdao go f : A — C é sobrejetora.

e Sejam f: A— Beg: B+ C duasfungoes. Segof: A— C

é sobrejetora entao g é sobrejetora.

Comentario: Reveja as demonstragoes acima.
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