Operacoes em N

META:
Definir as operagoes de soma e
produto e uma relacao de ordem no

conjnto dos niimeros naturais.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao
ser capazes de

Demonstrar propriedades da soma
e do produto no conjunto dos
ndameros naturais,

Demonstrar propriedades da relacao
de ordem no conjunto dos niimeros

naturais.

PRE-REQUISITOS

Aula-04 e Aula-17 os conhecimentos
de regras de inferéncia e regras
de equivaléncia e dos axiomas de

Peano.
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Operagoes em N

18.1 Introducao

Em nossa aula anterior, tivemos nosso primeiro contato com os
axiomas de Peano na definicao do conjunto dos nimeros naturais
e provamos a independéncia deles. Hoje, definiremos uma soma,
um produto e uma relacao de ordem no conjunto dos ntimeros na-
turais e provaremos alguma de suas propriedades. Devido ao seu
contetdo mais técnico, a aula de hoje é mais curta que as anteri-
ores. Espero que vocé tenha cumprido o pré requisito solicitado,
pois ele ajudaré na compreensao e no bom andamento dessa aula.

Concentre-se e tenha uma otima aula.

18.2 Soma no Conjunto dos Ntimeros Natu-
rais

Em nada adiantaria definir axiomaticamente o conjunto dos
nimeros naturais se nao fosse possivel, partindo dos axiomas, defi-
nir e provar as propriedades de operagoes como a soma e o produto
no conjunto dos numeros naturais. Algumas destas propriedades
foram provadas inicialmente por Grassmam em seus trabalhos so-
bre a axioméatica dos nimeros naturais; outras foram por Peano,
que consolidou a definicdo dos ntimeros naturais com seus axi-
omas. Além das operacoes citadas, complementaremos o assunto
definindo uma relagdo de ordem no conjunto dos naturais e suas

propriedades. Comecaremos entao pela definicao de soma.

Definigao 18.1. Definimos a soma + : N x N +— N, de modo

recorrente, por:

i- VneN,n+1=s(n)
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ii- Vm,n e N,m+s(n)=s(m+n)

18.3 Propriedades da soma

A soma, acima definida tem, entre outras, as seguintes propri-

edades:

S1 Vm,n,p € Nym+ (n+p) = (n+m) + p (propriedade associa-

tiva).
S2 Vm,n € N,;m +n =n+ m (propriedade comutativa).
S3 Vm,n,pe Nym+p=n+p— m=mn (lei do corte).
S4 Vm,n € N apenas uma das condigbes ocorre:

i-m=n
ii-peNm=n+p

iii - 3¢ € Njn = m + ¢ (tricotomia).

18.4 Produto no Conjunto dos Nameros Na-

turais

Prosseguindo definiremos aqui, um produto no conjunto dos

numeros naturais. A saber:

Definigao 18.2. Definimos o produto e : N x N — N, de modo

recorrente, por:
i-VYneNnel=n

ii-VmneNmes(n)=(men)+n

&
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18.5 Propriedades do Produto

O produto, acima definido tem, entre outras, as seguintes pro-

priedades:

P1 Vm,n,p € N,;me(nep) = (nem)ep (propriedade associativa).
P2 Vm,n € N,;m e n = n em (propriedade comutativa).
P3 Vm,n,pe Nymep=mnep— m=n (lei do corte).

P4 VYm,n,p € N,(m +n) ep = (m e p) + (n e p) (propriedade

distributiva).

18.6 Relagcao de Ordem no Conjunto dos N1i-

meros Naturais

Para finalizar, definiremos uma relagao de ordem no conjunto

dos numeros naturais. A saber:

Definigao 18.3. Definimos uma relagao de ordem no conjunto dos
nimeros naturais, >C N x N por:

Vm,n e Nym >n < (m=n)V (Ip € Njm =n +p)

OBS 18.1. Podemos definir uma relagdo de ordem estrita >C
N x N por:

Vm,n € Nym >n < 3k € Nlm =n+ k.

18.7 Propriedades da Relagao de Ordem

A Relagdo de Ordem, acima definida, tem entre outras, as se-

guintes propriedades:
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01 Vm,n,p € Nym >n — m+ p > n+ p (compatibilidade com

a soma).

02 Vm,n,p € Nym >n — mep > nep (compatibilidade com o

produto).
03 Vm,n,p € Nym+p=n-+p— m =n (transitividade).
04 Vm,n € N apenas uma das condigoes ocorre:

i-m=n
i-m>n

iii - n > m (tricotomia).

18.7.1 Demonstracao de Algumas Propriedades

Neste momento, demonstraremos trés das propriedades lista-

das acima. As demais ficam como excelentes exercicios.

Comegaremos demonstrando a propriedade associativa da soma.
A saber:

Propriedade 1 VYm,n,p € Nym+ (n+p) = (m+n) + p.
PROVA: Comecamos definindo o conjunto X C N dado por:
X ={peNVm,ne Nym+ (n+p)=(m+n)+p}

a)Da segunda parte da definigdo de soma temos:

Vm,n € Nym+ s(n) = s(m + n).

Da primeira parte da definigdo de soma temos:
s(n)=n+1As(m+n)=(m+n)+ 1

Dali, temos:

Vm,ne Nym+ (n+1)=(m+n)+ 1.

Portanto:

i3
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leX.

b) Por outro lado,

Vp € X.

Vm,n € Nym+ (n+p) = (m+n) + p.

Como s é uma funcao temos:

s(m+ (n+p)) = s((m+n) +p).

Da segunda parte da definicdo de soma temos:
s(m+ (n+p)) =m+ s(n+p).

Da segunda parte da definicao de soma temos:
s(m+ (n+p)) =m+ (n+s(p)).

Por outro lado, da segunda parte da definicdo de soma temos:
s((m+n)+p) = (m+n)+s(p).

Como s(m+ (n+p)) = s((m+n)+p), s(m+(n+p)) =m+s(n+
s(p)) e s((m+n) +p) = (m+n) + s(p) temos:
m+ (n+s(p)) = (m+n)+s(p)

Da defini¢ao de X temos:

s(p) € X.

Logo: Vp € X — s(p) € X.

Da defini¢ao de contido temos:

s(X)C X.

Juntando tudo:

XCNAle X As(X)CX.

Do axioma A3 temos:

X =N.

Portanto:

vm,n,p € Nym+ (n+p) = (m+n)+p. O

Partimos agora & demonstracao da propriedade distributiva do pro-

duto sobre a soma. Admitiremos como provadas, pois serao neces-
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sarias, as propriedades: associativa S1 e comutativa S2 da soma.

Vejamos:

Propriedade 2 Vm,n,pe N,(m+n)ep= (mep)+ (nep).
PROVA: Comecamos por definir o conjunto X C N dado por:
X={peNVm,neN,(m+n)ep=(mep)+ (nep)}.

a) Da primeira parte da definigao de produto temos:

Vm,n € N,(m+n) el =m+n.

Também, da primeira parte da defini¢do de produto m = melAn =
n e 1. Dai, temos:

(m+n)el=(mel)+ (nel).

Portanto:

leX.

b) Por outro lado:

Vp € X.

Vm,neN,(m+n)ep=(mep)+ (nep).

Da segunda parte da definicao de produto temos:
(m+n)es(p)=(m+n)ep+ (m+n).

Dali, temos:

(m+n) e s(p) = ((mep) +(nep)) + (m+n).

Da propriedade associativa da soma S1 temos:

(m+n) e s(p) = (mop)+ ((nep)+ (m+n)).

Da propriedade comutativa da soma S2 temos:

(m+n)es(p) = (mep)+ ((nep)+(n+m)).

Da propriedade associativa da soma S1 temos:

(m+n) e s(p) = (mop)+ (((nep)+n)+m).

Como da segunda parte da definigao de produto (nep)+n = nes(p)
temos:

(m +n)es(p) = (mep)+ ((nes(p)) +m).

s
e
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Da propriedade comutativa da soma S2 temos:
(m+mn)es(p)=(mep)+ (m+(nes(p))).

Da propriedade associativa da soma S1 temos:

(m+n) o s(p) = ((m e p) +m) + (n e 5(p)).

Como da segunda parte da defini¢gao de produto (m e p) + m =
m e s(p) temos:

(m+mn)es(p)=(mes(p) + (nes(p)).

Da defini¢ao de X temos:

s(p) € X.

Logo: Vp € X — s(p) € X.

Da defini¢ao de contido temos:

s(X) C X.

Juntando tudo:

X CNAle X As(X)CX.

Do axioma A3 temos:

X =N.

Portanto:

Vm,n,pe N,(m+n)ep=(mep)+ (nep). O

Para finalizar, faremos a demonstracao da propriedade transitiva
da relagao de ordem. Admitiremos como provadas, pois serao ne-
cessaria, as propriedades associativa S1, comutativa S2 e a lei do
corte da soma S3.

Propriedade 3 Vm,n,pe Nm>nAn>p—m > p.
PROVA: para: Vm,n,p € Nym > n An > p temos:
(m=n)V(m>n)A((n=p)V(n>p)

Distinguimos quatro casos:

Caso 1 (m=n) A (n=p).

Neste caso, usando a propriedade transitiva da igualdade temos:
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m = p.

Como m =ptF (m =p)V (m > p). Regra de inferéncia adigao.

Logo:

m > p.

Caso 2 (m=n) A (n>p).

Do axioma da substituicao da Logica Matematica.
(m=mn)A(n>p) —m>np.

Por outro lado da regra de inferéncia adigao temos:
m>pk (m=p)V(m>p).

Logo:

m > p.

Caso 3 (m >n) A (n=p).

Do axioma da substituicao da Logica Matematica.
(m>n)A(n=p) —m>p.

Por outro lado da regra de inferéncia adigao temos:
m>pk (m=p)V(m>p).

Logo:

m > p.

Caso 4 (m > n) A (n > p) o mais complicadinho.
Como m > nAn > p da definicdo da relagdo de ordem no conjunto
dos ntmeros naturais temos:

ki, ks e Nlm =n+ ki An=p+ ko.

Do axioma da substituicao da Logica Matematica temos:
m = (p+ ka) + k1.

Da propriedade associativa da soma S1 temos:

m =p+ (k2 + k1).

Dali, temos:

HkGN,k:kQ-I-kﬂm:p-l-k.

&
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Portanto:

m > p.

Da regra de inferéncia adicao temos:
m>phk (m=p)V(m>p).
Portanto:

m > p.

Em todos os casos temos:
m2>2nAn=p—m2>p.

Dali, finalmente temos:

Ym,n,pe Nm>nAn>p—-m=>p. I

18.8 CONCLUSAO

Concluimos que, embora, feita de forma interativa, as defini-
¢oes de soma e de numeros naturais parecam artificiais, elas tém

as mesmas propriedades intuitivas a que estamos acostumados.

18.9 RESUMO

Resumiremos nossa aula com as seguintes defini¢oes e proprie-

dades:

Definicao da soma no conjunto dos ntimeros naturais:
Definicao:

Definimos a soma + : N x N — N, de modo recorrente, por:
i-YneNn+1=s(n)

ii-Vm,neNm+s(n)=sm+n)
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A soma no conjunto dos nitmeros naturais tem, entre outras, as

seguintes propriedades:

S1 Vm,n,p € Nym+ (n+p) = (n+m) + p (propriedade associa-

tiva).
S2 Vm,n € N,m 4+ n = n+ m (propriedade comutativa).
S3 Vm,n,pe Nym+p=n+p— m=n (lei do corte).
S4 Vm,n € N apenas uma das condigbes ocorre:

i-m=n
ii-peNm=n+p

iii - 3¢ € N|n = m + ¢ (tricotomia).

Defini¢ao do produto no conjunto dos nimeros naturais:
Definicao:

Definimos o produto e : N x N — N, de modo recorrente, por:
i-VneNnel=n
ii-Vm,neNmes(n)=(men)+n

O produto no conjunto dos nimeros naturais tem, entre outras, as

seguintes propriedades:

P1 VYm,n,p € N;me(nep) = (nem)ep (propriedade associativa).
P2 Vm,n € N;m e n = n em (propriedade comutativa).

P3 Vm,n,pe Nymep=mnep— m=n (lei do corte).

P4 Vm,n,p € N,(m +n) ep = (m ep) + (n e p) (propriedade

distributiva).
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Defini¢ao de uma relagdo de ordem no conjunto dos ntimeros na-
turais:

Definicao:

Definimos uma relagao de ordem >C N x N por:
Vm,neNm>n«— (m=n)V(IpeNm=n+p)

A relacao de ordem no conjunto dos ntimeros naturais, acima de-

finida, tem, entre outras, as seguintes propriedades:

O1 Vm,n,p € Nym >n — m+p > n+ p (compatibilidade com

a soma).

02 Vm,n,p € Nym >n — mep > nep (compatibilidade com o

produto).
03 Vm,n,p € Nym+p=n+p— m =n (transitividade).
04 Vm,n € N apenas uma das condigdes ocorre:

iI-m=n
i-m>n

iii - n > m (tricotomia).

18.10 ATIVIDADES

Deixamos como atividades a demonstracao de algumas propri-

edades acima.

ATIV. 18.1. Prove a propriedade comutativa da soma Vm,n €
Nym+n=n4+m.

Comentario: Primeiramente mostre que a soma de 1 com qual-
quer numero natural n € N é comutativa, partindo do conjunto

X ={neN|n+1=1+n}. Em seguida, defina o subconjunto

112,
-
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dos nameros naturais Z = {m € Njm +n = n+m,¥n € N} e

mostre entao que Z = N.

ATIV. 18.2. Prove a propriedade comutativa do produto Vm,n €
N,men=nem.

Comentario: Primeiramente mostre que o produto de 1 com qual-
quer ntimero natural n € N é comutativo, partindo do conjunto
X ={neN|nel =1en}. Em seguida, defina o subconjunto dos
nameros naturais Z = {m € N|m en = n em,Vn € N} e mostre

entao que Z = N.
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