Principio da
Boa Ordem

META
Introduzir o principio da boa ordem
nos numeros naturais e algumas de

suas conseqiiéncias.

OBJETIVOS
Ao fim da aula os alunos deverao
ser capazes de:
Aplicar o principio da boa ordem na
demonstracao de algumas proposi-

¢oOes envolvendo ntmeros naturais.

PRE-REQUISITOS
Aula-18 os conhecimentos das
operagoes no conjunto dos niimeros

naturais.
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19.1 Introducao

A relacdo de ordem, definida na aula anterior no conjunto dos
nimeros naturais, € uma relacao de ordem total e como veremos
em nesta aula, ela garante no conjunto dos ntmeros naturais o
Principio da Boa Ordem, isto é, todo subconjunto dos naturais
possui um menor elemento. Este fato serd provado como base

para o segundo principio da indugao finita.

19.2 Alguns Teoremas
Para comegar, veremos o seguinte teorema:

Teorema 19.1. Vn € N, s(n) > n. Todo nimero natural é menor

que Seu Sucessor.

PROVA: Da primeira parte da defini¢do de soma no conjunto dos
nimeros naturais temos:

Vn e N,n+1=s(n).

Da propriedade comutativa da igualdade temos:

VneN,s(n) =n+1.

Que podemos reescrever como:

VneN,Fk e Nk =1|(n) =n+k.

Da defini¢ao da relagdo de ordem estrita temos:

Vn eN,s(n)>n. 0O
Teorema 19.2. Vn € Nyn > 1.

PROVA: Vn € N, distinguimos dois casos:
Caso 1 n=1.

Da regra de inferéncia adicao temos:
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n=1FMn=1)V(n>1).

Portanto:

n > 1.

Caso 2 -(n=1).

E usamos a hipotese nula:

HN 1> n.

Da defini¢ao de > temos:

dpeN1l=n+p.

Da propriedade comutativa da soma S2 temos:
l=p+n.

Como —(n = 1) do axioma A1 temos:

dm € Njn = s(m).

Dali, temos:

1=p+s(m).

Da segunda parte da defini¢do de soma temos:
1=s(p+m).

Do axioma A1 isto é um absurdo (1 nao é sucessor de nenhum
nimero natural). Portanto a hipotese nula é falsa e:
-(n < 1).

Como —(n = 1) A =(n < 1), da tricotomia da relagdo de ordem
temos que a linica opgao é:

n > 1.

Dos dois casos temos:

(n=1)V(n>1).

Portanto, da definicao da relagao de ordem temos:

YneNn>1.0

OBS 19.1. O teorema 19.1 diz que o conjunto N dos nimeros

naturais é limitado inferiormente e seu elemento minimo é o 1.
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Uma conseqiiéncia do teorema 19.2 é que nao existe um nimero
natural entre um niimero natural e seu sucessor, como veremos no

proximo teorema. A saber:
Teorema 19.3. Vn € N, #m € Njn < m < s(n).

PROVA: Consideremos a seguinte hipotese nula:
HN 3n € N,3Im € Njn <m < s(n).

Como n < m temos:

dkeNm=n+ke,

Como m < s(n) temos:

dp € Nis(n) =m +p.

Dal, temos:

s(n) = (n+k)+p.

Da propriedade associativa da soma S1 temos:
s(n) =n+ (k+p).

Da primeira parte da definicdo de soma temos:
n+1=n+(k+p).

Da lei do cancelamento da soma temos:
1=k+0p.

Logo:

1>k

Do teorema 19.2 temos:

k> 1.

Da tricotomia temos que:

1> kA1<k éum absurdo, pois apenas uma das possibilidade é
verdadeira. Logo HN é falsa e:

Vn € N,#m € Njn <m < s(n). O
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Os teoremas a seguir darao sentido a relagao de ordem no conjunto

dos numeros naturais. A saber:

Teorema 19.4. VYn € N;n > n. (propriedade reflexiva)

PROVA: Como do axioma da igualdade da Légica Matemética
Vn € N,n =n.

Da regra de inferéncia adicao temos:

n=nkn=nVn>n.

Portanto:

VneN,n>n 0O

Teorema 19.5. Vm,n € N\n > mAm >n — m =mn. (proprie-

dade anti-simétrica)

PROVA: Da hipotese do teorema temos:

n>mAm>n.

Da defini¢ao da relagao de ordem temos:
(n=mVn>m)A(m=nVm>n).

Da regra de equivaléncia distributiva da conjungao sobre a disjun-
¢ao temos:
(m=mA(m=nVm>n))V(n>mA(m=nVm>n)).
Novamente da regra de equivaléncia distributiva da conjungao so-
bre a disjuncao temos:
(m=mAm=n)V(n=mAm>n))V((n>mAm=n)V(n>
mAm >n)).

Como a disjungao tem propriedades associativa e comutativa, sao
desnecessarios parénteses para indicar a ordem de precedéncia deste
modo temos:

(mn=mAm=n)V(n=mAm>n)V(n>mAm=mn)V(n>
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mAm>n).

A propriedade de tricotomia diz que as opc¢oes 2, 3 e 4 nao sao
possiveis isto ¢, n = mAm >n =L, n>mAm=n=Le
n>mAm>n=1 e temos:

(n=mAm=n)v.LVv.LVv.L

Portanto:

m=n.

Logo:

Ym,neNn>mAm>n—-m=n.O

Desta forma a nossa relacao >C N x N dada por Vm,n € N,;m >

n < (m =nVIp € Nlm = n+p) possui as seguintes propriedades:

1. Vm e Nym > m.
2. Vm,n, e Nm>nAn>m—m=n.
3. Vmyn,peNm>nAn>p—m>np.

4. VYmneNm>nvn>m

Portanto nossa relacdo > é uma relacdo de ordem total no con-
junto N dos niimeros naturais. As propriedades 3 e 4 ficam como

exercicios.

19.3 Principio da Boa Ordem

Veremos agora, o Principio da Boa Ordem que diz que qual-
quer subconjunto nao vazio do conjunto N dos niimeros naturais

tem um menor elemento, isto leva & definigao:

(120,
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Definigao 19.1. Sejam A um conjunto e > A x A uma relagdo de
ordem total em A. Dizemos que A é bem ordenado, somente se:

VX CAX #0,3z € X,z >2,Vz € X.

A seguir, um teorema de facil demonstracao porém, 1util na de-
monstracao do principio da boa ordem no conjunto N dos ntmeros

naturais.

Teorema 19.6. Vn € N, —(a > a).

PROVA: Do axioma da igualdade da Légica Matematica temos:
a=a.

Portanto, da tricotomia temos:

=(a>a). O

Agora ao teorema da boa ordem. A saber:

Teorema 19.7. VAC N, A # (),3a € Alx > a,Vx € A.

PROVA: Como A # (), dois casos sao possiveis:

Caso 1 1€ A

Neste caso, como Vn € N,n > 1 temos:

da€ Aja= 1|z > 1,Vx € A.

E a =1 é o menor elemento de A e esta provado o teorema.
Caso 2 1¢ A.

Neste caso, definimos o conjunto X C N dado por:

X ={z eN|z >aVz € A}.

Vamos a alguns fatos:

Primeiramente como Vn € N, =(n > n) temos:

Va € A=(a > a).

5,
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Portanto:
VacA—a¢ X.

Desta forma:

ANX =1
E como A # () temos:
X £N.

Em segundo como Vn € N;n > 1 temos:
Vze A z> 1.

Como 1 ¢ A da tricotomia temos:
Vze A,z > 1.

Dali, temos:

leX.

Vamos agora a uma hipétese nula:
HN Ve X — s(z) € X.

Da HN temos:

s(X) C X.

Logo:

XCNAle X As(X)CX.

Do axioma da indugao A3 temos:

X =N

Dali, temos:

X#NAX =N

Absurdo. Logo HNN é falsa e sua negativa verdadeira:
Jre Xz e X As(x) ¢ X.

Como z € X temos:

z > aVz € A.

Por outro lado como s(x) ¢ X temos:

Jda € Als(x) > a.
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Mais uma hipétese nula:

HN1 s(z) > a.

Neste caso temos:

s(x) >a>x.

Do teorema 19.3 temos:

a(s(x) >a>x)ANs(z) >a>w.
Absurdo. Logo HIN1 é falsa e temos:
=(s(z) > a).

Dai, temos:

s(s) > aA—(s(x) > a).

Da defini¢ao de > temos:

((s(z) =a) V (s(x) > a)) A=(s(x) > a).
Portanto, temos:

s(z) = a.

Vamos & tltima hipotese nula.

HN2 3z € Ala > z.

Como z € X A z € A temos:

zZ>x.

Como de HN2 a > z A s(x) = a temos:
s(x) >z > x.

Do teorema 19.3 temos:

a(s(x) > z>x) As(z) > 2> x.
Absurdo. Logo HIN2 é falsa e temos:
Vze A —(a> 2).

Da tricotomia temos:

Vze A z>a.

E a € A é o menor elemento.

Juntando os caso 1 e caso2 temos:
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VACN,A#(,Ja € Alx > a,Vx € A. O

19.4 Primeiro Principio da Indugao Finita

O Primeiro Principio da Indugao Finita nada mais é que uma
reinterpretagao do terceiro axioma de Peano reescrito da seguinte
forma:

Primeiro Principio da Indugao Finita Seja p(n) uma proposi-

cao aberta satisfazendo:
i-p(1)
ii - p(n) — p(s(n))

entao VYn € N, p(n).

O Primeiro Principio da Indugao Finita pode ser ilustrado com o
seguinte raciocinio:

Tendo como exemplo uma fileira de pedras de dominé:

a) a primeira pedra cai.

b) se n-ésima pedra cai entao a (n + 1)-ésima pedra cai.

Conclusao: todas as pedras do domind caem.

19.5 Segundo Principio da Indugao Finita

Usaremos aqui o teorema da boa ordem para provar o Segundo
Principio da Indugao. Um principio mais elaborado que o primeiro
e tao util quanto este.

Segundo Principio da Indugao Finita Seja p(n) uma proposi-

¢ao aberta satisfazendo:

i- p(1)
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ii- (VzeN/1<z<n,p(z)) — pn)

entao Vn € N, p(n)
PROVA: Vamos supor, por absurdo, a hipdtese nula de que sejam
validos o {tem i e a hipdtese do item ii porém, a conclusao do item
ii seja falsa para alguma proposigao p(n) aberta no conjunto N dos

nimeros naturais isto é:

HN
i-p1)
i- (VneN,(VzeN/1<z<n,p(z)) —pn)A-(vYn e N,pn))

e definimos o conjunto:

X ={n € N|=p(n)}.

Como assumimos a hipétese nula:

X £4.

Primeiro fato:

Como p(1) temos:

1 ¢ X. Do teorema 19.7 X tem um menor elemento:
dm e X|m < z,Vze X.

Como 1 ¢ X temos:

m # 1.

Portanto, como m é o menor elemento de X temos:
VzeN,1<z<m,z¢ X.

De outra forma:

Vze N1 <z<m,p(z).

Portanto, do item ii da suposicao temos:
(VzeN,1<z<m,z,p(z)) — p(m).

Porém, como m € X temos:

—p(m).

&
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Dali, temos:

p(m) A —p(m).
Absurdo. Logo HN é falsa e:

i- p(1)

ii- (vn € N,(Vz € N,1 < z < n,p(2)) — p(n)) — (Vn €
N,p(n)). O

19.6 Algumas Demonstragoes

Aqui vermos algumas demonstragoes que ilustraram aplicagoes
do Principio da Indugao Finita. Nas atividades serao propostas
também alguns problemas, cuja solugdo envolve a aplicacao do
Principio da Inducao Finita.

PROBLEMA 1: Vn e N,n < 2"

PROVA: Considerando a proposi¢ao aberta:

p(n) =n < 2™

a) A proposigao é verdade para n = 1 pois,

p(1) =1 < 2! é verdade.

b) Supondo que a desigualdade vale para um ntmero natural n
temos:

p(n) =n < 2™

Paran+1 , do axioma da igualdade da Logica Matemética, temos:
n+l=n+1.

Como, Vn € N, 1 < n temos:

n+1<n+n.

De outra forma:

n+1<2n.

Como, por suposicao, n < 2" temos:
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n+1<22™

Usando propriedade das poténcias de mesma base temos:
n+1<2nt

Dali, temos:

p(n+1) =p(s(n)) =n+1 < 27! ¢ verdade.

Portanto:
L. p(1)
2. p(n) — p(s(n))

Do Primeiro Principio da Inducao Finita temos:
Vn € N, p(n).
De outra forma:

VYneN,n<2™ O

n(n—i—l).

PROBLEMA 2: VneN,14+243+---4+n= 2

PROVA: Considerando a proposicao aberta:

p(n) El+2+3+---+n=@.
a) A proposigao é verdade para n = 1 pois,
p(l)=1= M, é verdade.

)

b) Supondo que a férmula vale para o natural n € N temos:
n(n+1)

p(n)=1+2+3+---+n= 5

Para n + 1 podemos escrever:

142434+ +n+1)=(1+2+3+-+n)+(n+1).

Como supomos que a proposi¢ao vale para o natural n € N temos:

1
1+2+3+---+(n+1):@

Operando a fracao do lado direito da expressao temos:
n(n+1)+2(n+1)

1+2+43+--+(n+1) = 5 .

+(n+1).

Simplificando temos:

2,
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1 2
1+2+3+~-+(n+1):(n+)2(n+).
Que pode ser reescrita como:
(n+1)((n+1)+1)
5 :
Ou seja p(n+ 1) = p(s(n)) é verdade.

142434+ (n+1)=

Dali, temos:

p(n) — p(s(n)).

Como:
i-p(1)
ii - p(n) — p(s(n))

Do Principio da Indugao Finita temos:

Vn € N,p(n).
Ou seja:

1
VneN,1+2+3+---+n:"(n2+).D

Para finalizar, vamos a um problema em que, para sua solucao, é

necessario o segundo principio da inducgao finita.

PROBLEMA 3: YVneN,n>2,n=pi.ps- - pmemque m € N
e pi,P2, ..., Pm SA0 primos possivelmente repetidos.

PROVA: Considerando a proposi¢ao aberta:

p(n) =n=pi.p2--pm

a) A proposigao é verdade para n = 2 pois,

p(2)=2=2

em que m=1ep =2

b) Supondo que Vk € N,2 < k < n,p(n) vale temos, para n + 1
dois casos:

Caso 1: n+ 1 é primo. Neste caso:
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pln+1)=n+1=p

E a proposicao vale para n + 1.

Caso 2 n + 1 nao é primo. Neste caso:
n+l=abemque2<a<ne2<b<n.
Como Vk € N;2 < k < n,p(n) temos:
a=p1-Pmeb=pui1-Ds.

Dali, temos:

p(m+1) =p1- pmPm+1 - Ps.

Ou seja p(n + 1) = p(s(n)) é verdade.
Dali, temos:

(VE e N,2 <k <n,p(n)) — p(s(n)).

Como:

i- p(2)

i- (VEeN,2<k<n,pn)) — p(s(n)

Do Segundo Principio da Indugao Finita temos:
Vn € N, p(n).

Ou seja:

VneN,n>2n=p.ps- pmemquemé€EN e p,ps,..

primos. [

19.7 CONCLUSAO

., Pm SA0

Concluimos que o Principio da Boa Ordem corresponde a mossa

experiéncia do dia a dia, em qualquer conjunto de ntimeros naturais

um deles serd o menor de todos.

2
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19.8 RESUMO

Nosso resumo hoje consta dos seguintes teoremas:

TEOREMA 1 VneN,n> 1.

TEOREMA 2 Vn e N,n > 1.

TEOREMA 3 V¥n € N,#m € Njn < m < s(n).

TEOREMA 4 Vn e N,n > n.

TEOREMA 5 Vmne Nn>mAm>n—m=n.

TEOREMA 6 Vn € N, ~(a > a).

TEOREMA 7 VACN,A+# 0,3a € Alz > a,Vz € A.

19.9 ATIVIDADES

Deixamos como atividades a demonstracao de algumas proposi-

¢oes definidas sobre o conjunto N dos niimeros naturais.

ATIV. 19.1. Mostre que: Vn € N, 7" — 1 é divisivel por 6.
Comentario: Escreva a proposigao aberta p(n) = 6|7 — 1 (seis
divide 7" — 1) e use o principio da indugao finita.

ATIV. 19.2. Mostre que: Vn € N, 12 +22 +32 4 ... 4 n? =

nn+1)2n+1)
5 .
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Comentario: Escreva a proposigao aberta p(n) = 12 4+ 22 + 3% +
n(n+1)(2n+1)
6

s dn? = e use o principio da indugao finita.
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