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Polinbmios de Legendre.
Harmonicos Esféricos

METAS
Apresentar definicdo e propriedades dos polindmios de Legendre, das funcdes

associadas de Legendre e dos harménicos esféricos. Estudar a aplicacdo destas
funcdes especiais em problemas fisicos.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: reconhecer as equacdes diferenciais
de Legendre, associada de Legendre, e da equacio diferencial parcial para os
harmonicos esféricos; aplicar as funcdes de Legendre e os harménicos esféricos na

solucdo de problemas de contorno de fisica.

PRE-REQUISITOS

Equacdes diferenciais parciais, espacos vetoriais e métricos, teoria de Sturm-Liouville.
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INTRODUCAO

Quando efetuamos a separacao de varidveis em equagoes como a
de Laplace ou Helmholtz, em coordenadas esféricas, somos levados a
equacoes diferenciais cujas solucoes estao relacionadas aos polindémios
de Legendre.

Problemas fisicos com determinadas simetrias, como por exemplo
aqueles envolvendo potenciais centrais, tém como solugao angular os
harmonicos esféricos, que incluem as func¢oes associadas de Legendre.

Em fisica quantica, a hipotese de existéncia de um potencial cen-
tral é essencial para que se possa resolver os problemas de muitos
corpos, seja ao nivel de atomos ou mesmo dos niicleos, de modo que
os harmonicos esféricos sao intensamente empregados nesses ramos
(fisicas atdomica e nuclear).
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5.1 Polindmios d Legendre

Em nossa pentltima aula, separamos as variaveis da equagao di-
ferencial parcial de Laplace em coordenadas esféricas. Encontramos,
para a variavel 6, a equacao diferencial associada de Legendre. Se
fizermos m = 0 naquela equacao, chegaremos a equagao de Legendre,

(1—2®)ij—2z29+ XA +1)y=0.

Lembre-se que a variavel independente x esta restrita ao intervalo
[—1,+1] do eixo real, ja que = foi obtido por mudanca de variavel,
x = cos .

A equacao diferencial pode ser resolvida por Frobenius,

) = S,
0

e substituindo esta expansao na equacao de Legendre, obtemos as
equacoes indiciais:
ack(k—1)=0

ark(k+1)=0.

Segue que k£ = 0, ag # 0, a; # 0, ou entdao que k = 1, ag # 0,
ay = 0.
Pode-se achar também a relagao de recorréncia,

(k+i)(k+i—1)—AA+1)
(k+i+1)(k+i+2)

Aj+2 = i
Nos pontos z = +1 ha divergéncia da série (calcule o limite da

razdo a;,2/a; quando i tende ao infinito, e lembre-se dos critérios de

convergéncia das séries infinitas para conferir esta afirmagao).

E note que esses pontos © = £1 correspondem a 6 = 0, 7, valores
de 6 que sao importantes quando analisamos um problema de fisica
(correspondem & posi¢ao angular costumeira do semi-eixo z positivo e
do semi-eixo negativo, respectivamente).

71,



Métodos de Fisica Teodrica |

Uma solugao para evitar tal divergéncia é "truncar" a série infinita
para y(x), o que é conseguido anulando-se o numerador da relagao de
recorréncia para algum indice i. Isto s6 é possivel se tivermos

A = ¢ = inteiro

j& que 7 e k sao inteiros.
Escolhemos:
A=(=0,1,2,...

e para cada um desses valores de ¢ teremos um polinémio, de grau /.
Com uma escolha adequada de a,, escreve-se a solucao da equacao
diferencial de Legendre como:

1 = ( >< 0)!
=5 X

para f =0,1,2,...

Esses polindomios também podem ser calculados pela féormula de
R odrigues (esta formula é deelyapos certa quantidade de algebra,
da expressao anterior, em série para Fy),

1 dt o,

Pg(QE) = 2£—€' w [(33 — 1)6] .

Os primeiros polinémios de Legendre sao:

P = 1;

P = z;

P = g$2—%§

Py = gas?’—gx;

P, = %ﬁ—%ﬁ%—g;...

Pode-se ver desses exemplos que a paridade dos polindomios de Le-
gendre é bem definida:

Pi(—z) = (1) Py(x).
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Apresentamos agora a relacao de ortogonalidade e normalizagao
para os polindmios de Legendre. Ela pode ser mostrada a partir da
formula de R odrignae faremos esse calculo aqui). Esta relagio é
da mais alta importancia, em funcao das aplicacoes:

+1 2

onde 0, ,, € o delta de Kronecker, definido por:

5n,m =

1, sen=m,
0, sen#m.

Se vocé observar a forma da equacao diferencial de Legendre,
(1—a2®)ij—2z9+Ll+1)y=0.

verd que b(x) = —2z é a derivada de a(z) = (1 — 2?), ou seja, ela é do
tipo Sturm-Liouville, portanto nao é de surpreender que os polindmios
de Legendre sejam dois a dois ortogonais.

Além disso, o conjunto das solucoes {Fy(x)}r—012.. da equacdo
diferencial de Legendre é completo. Tais solugoes P, sao autofungoes
de um operador tipo Sturm-Liouville, portanto autoadjunto:

(1 — LE2) — — 2x — Pg(x) = —é(g + 1) Pg(x) s

e assim, formam uma base para o espaco das funcoes integraveis em
[—1,+1]. Esta propriedade é bastante importante, e em consequéncia
dela, qualquer funcao f(z) integravel em [—1,+1] pode ser escrita
como uma expansao em termos dos polindomios de Legendre:

o0

flx) =) arPix),

£=0

onde os coeficientes a, da expansao podem ser calculados multiplican-
do-se os dois lados da equagao acima por um P, (), e integrando entre
—1e+1,

1

/ Py(z) f(x)dz = a / P, () P)(z) dx
- /=0 -1

Aula
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mas essa iltima integral pode ser obtida a partir da relagao de orto-
gonalidade,

+1 o0 9
/ P,(x) f(zx)dx = Zaz 5
-1 =0
B 2
T a1 ™

Tiramos o valor de a,, dessa expressao:

2n+1

: /:1 Po(2) f(z) d.

Ay —

Existe uma fungéo g(z, t), chamada fungio geratriz dos polinémios
de Legendre,

1
V1—2xt + 2

que possui uma propriedade interessante: quando expandida em série
de poténcias de t, os coeficientes dessa expansao vem a ser exatamente
os polinomios de Legendre,

g(l’,t) =

x,t:— ot (|t <1
o) = g~ RO (1<

tal expansdo sendo convergente apenas se |t | for menor que 1.
Para valores de ¢ maiores que 1, pode-se construir outra expansao
semelhante,

93775:— t>1).
oot) = e = D Al) gy (11171)

A interpretagao fisica de g(x,t) é a seguinte. Considere uma carga
elétrica +¢q colocada sobre o semi-eixo positivo de z, a uma distancia
a da origem (veja a figura 5.1). O potencial eletrostatico num ponto
P = (z,vy, z) distante r da origem e r; da carga, devido apenas aquela
carga é dado por
qg 1

4meg 11

Vi(r,y,2) =
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Figura 5.1: Carga elétrica colocada a uma distancia a da origem.

ou, em termos das coordenadas polares 7, 0,

q 1
Vr,0) =
(r.0) dmey /12 — 2ar cos + a2
1

q
dmeoa \/1 —2(%) cosf + (2)2

Pondo ¢ = r/a nessa expressdao, vemos que a menos de uma cons-
tante multiplicativa, o potencial eletrostatico tem a mesma expressao
da funcdo geratriz dos polinémios de Legendre (a fragdo um sobre a
raiz quadrada daquela forma quadratica em ¢).

Se r for menor que a, usamos a expansao em termos de polinémios
de Legendre para t = = < 1,

Virg) = 1 f:Pn(COSQ) (2)" (r < a),

4
TEQQ -

e para 7 maior que a, com ¢ = = > 1, a expansao fica:

V(r,0) = —2 iPn(cose) (9)”“ (r>a).

4mega r
n=

A vantagem em usar tal expansdo em termos de polinémios de Le-
gendre é que cada termo podera ser interpretado como um multipolo
elétrico, podendo-se calcular separadamente as contribuicées do mo-
nopolo, dipolo, quadrupolo, etc.
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Exemplo Calcule o potencial eletrostatico no interior de uma
esfera de raio R, onde nao existem cargas, quando o potencial da
superficie esférica vale:

V(R,0,¢) = f(0) = funcdo conhecida .

Antes de mais nada, vamos sumarizar alguns resultados obtidos
numa aula anterior, sobre separacao de varidveis da equacao de La-
place em coordenadas esféricas. A equagao de Laplace vale na regiao
em que nao h4 cargas elétricas,

V2V (r) =0

e a separacao de varidveis em coordenadas polares esféricas quebra
tal EDP em trés EDQO’s,

PR+ 2rR—AA+1)R=0 — | R(r) = Ar* + Br!

Caso m = 0,
©(0) = Py(cosh)

(1—2?)j—2zy+[AA+1)—m?/(1—2H)]y =0 | —

Caso m # 0,
o) =

Caso m =0, simetria azimutal
®(p) = Ay = constante

P4+ m?d=0 —

Caso m # 0,
O(p) = A,,e"™¥,  m inteiro

Na solucdo radial, a parte r—“~! nio nos serve, por ser divergente

na origem r = 0, que corresponde ao centro da esfera. Portanto,

R(r) = Ar".
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Como este problema possui simetria azimutal (o potencial na su-
perficie esférica ndo depende da variavel ¢), adotamos m = 0, e com
isso,

P(p) =1.

Como m = 0, a equagao associada de Legendre transforma-se na
equacao de Legendre, e a solugao na variavel 6, ou em x = cosf é:

©(0) = Py(cosb) (=0,1,2,...
A solugao mais geral possivel combinando essas trés solugoes é
V(r,0,¢) = R(r) ©(0) ®(¢)

ou seja,

V(r,0) = Z Ayt Py(cos ).
=0

Utilizaremos em seguida a condigdo de contorno (o potencial na
superficie foi dado),

V(R,0) = f(0)

e assim,

V(R,0) => AR Py(cost) = f(6) = g()
=0
onde g seria a mesma func¢ao f, modificada pela troca de # a x = cos 6.
Os coeficientes A, podem ser encontrados multiplicando-se a 1l-
tima equagdo por um P, (z), integrando em relagdo a x, e usando a
relacao de ortonormalidade dos polinomios de Legendre, como fizemos
na pagina 73. Obtém-se:

1 [*2041
Ay = ﬁ/—l TPg(x)g(x) dx

para/ =0,1,2, ...
Encontramos, finalmente, para r < R,

Vir,0) = :0 %TH (%)e [/j Py() g(2) dm} Py(cosd)

Aula
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5.2 Fu coes Associad ds Legendre

As fungoes associadas de Legendre aparecem como solugoes da
equagao associada de Legendre,

2

1 — 22

(1—a?) j—2zy+ [L(0+1)— y=0
onde —1 <z < 41 (pois z = cosf).
Se u for solugao da equacao de Legendre,

(1—aHi—2va+L(l+1)u=0

entao .
mj2 &7 U

dx™
serd solugao da equagao associada de Legendre, como se pode verificar
por substituicao.

As fungoes associadas podem, portanto, ser escritas para m > 0
como

v=(1-2?%

dm
Ppp(z) = (1-— x2)m/2 e Py(z)
(1 _ x2)m/2 dé-i—m ) '
- o dgem @

tendo sido utilizada a formula de R odrigues na ultpassagem. E
bom observar que alguns autores preferem denotar as fungoes associ-
adas com um indice inferior, e um superior:

p"(z),

o que significa 0 mesmo que nossos Py, (z). As vezes denotaremos
essas fungoes sem a virgula, Py, ().

Pode-se definir as funcoes associadas também para o segundo in-
dice negativo,

(1 _ x2)—m/2 dﬂ—m

2 ¢
T

P&_m(%) =

Vé-se destas tltimas duas expressoes que

Pg,m(l’) = P&_m(x) = O
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sempre que tivermos |m| > ¢, de forma que vamos nos restringir a
—<m< +L.

A relacao entre Py, e P;_,, é:

Pole) = ()" S b )

(L +m)

o que indica que essas solugoes sao l.d. e nao l.i..
A paridade das fungoes associadas de Legendre também é bem
definida:
Prp(—2) = (=1)™ Prp(z)

E, é claro, as funcoes associadas de Legendre sao idénticas aos
polinémios de Legendre quando m = 0 (porque nesse caso a equagao
associada se reduz a equacao de Legendre),

Pg,o(x) = Pg(x)

para todo = € [—1,+1] e todo ¢ inteiro.
Uma expressao de muita utilidade é a relagdo de ortogonalidade e
normalizacao,

1 2 (L+m)
/_1 P&m(x) Pg/7m(x) dl’ = 2£+ 1 (E—m)‘ 5@75/

e note que os valores do indice m sao iguais nas duas fungoes associa-
das. H& uma outra relagao de ortonormalidade,

1 1 (+m)!

1 1—22 " m{—m)

O conjunto {P;,(x)}, para £ > 0 e |m| < ¢ é completo, e em
termos desse conjunto, toda func¢do integravel em [—1,+1] pode ser

expandida:
o  +L

f(z) = Z Z o Po () diz

=0 m=—{

onde
_2U+1 (£ —m)! +1

2 (+m) ),

f(x) Ppp(x) dx .

Qym
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Vamos exibir algumas fungoes associadas de Legendre, as de indices
mais baixos. Vocé encontra mais dessas funcées nos livros citados na
bibliografia, e em tabelas mateméticas.

PO,()(.I') = P()(JI> =1 3

1 1
P _4(x) = —5\/1 — 1?2 = ~5 send;

Py o(z) = Pi(z) = = cosb;
P () =vV1—122=senf;

3 1
Py _5(x) = oY (1—27%) = 3 sen’? 6 ;
1 1
Py _4(x) = —ix\/l — 2?2 = ~5 send cosf;
3 1 3 1
P2,0(13> :PQ(JI) = 5.732—5 :§COS26—§;

Py 1(x) = 32v1 — 22 = 3 cosfsen b ;
Py o(z) = 3(1 — 2%) = 3sen? .

Vé-se dai que as fungoes associadas de Legendre F;,, nao sao po-
linémios em z (apesar disso, alguns autores usam o termo "polinémios
associados de Legendre").

Outra propriedade dessas fun¢oes associadas é seu valor nulo nos
pontos z = £1 (ou seja, para 6 zero ou 7), se m # 0,

Ppo(£1) =0.
A funcao geratriz das funcoes associadas de Legendre é:

(2m)! (1 — 22)m/?
2mm! (1 — 2zt + ¢2)m+1/2

= Z Pi-i-m,m(x) ti :
=0

Im(7,1)

Tal funcao geratriz permite provar a validade de relacoes de recor-
réncia, como:

(2£—|— 1) l’Pg,m = (6 + m) Pg_Lm + (6 —m + 1) Pg+1’m;

80 .
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2
D Py + [0(0+1) = m(m + 1)] Poyy = 0

Prmi1 — e

VT a2
d

2\/1—x2%Pg7m:P&m+1—(€+m)(€—m+1)Pg7m_1

que sao lteis em procedimentos numéricos usando as fungoes associa-
das.

Antes de encerrar esta secdo, gostaria de alerti-lo sobre um de-
talhe que normalmente passa despercebido. Como vocé sabe, uma
equacao diferencial linear de segunda ordem possui duas solucoes l.i.,
logo ha uma segunda solu¢ao que nao discutimos. Costuma-se denotar
a segunda solucao da equagado diferencial associada de Legendre por
Qem(x). Como elas sdo irregulares para = +1 (e esses pontos sdo
importantes nas aplicagoes fisicas!), elas ndo serdo usadas neste nosso
Curso.

5.3 Harmonicos Esféricos

Quando efetuamos a separacao de variaveis da equacao de Laplace,
na terceira aula, em coordenadas esféricas, usamos:

Y (0,0) =0(0) 2(p)

Encontramos solugdes na forma P ,,(z) para ©, e e"¢ para ®, de
modo que
Yim(0,0) = Agm Prm(cos ) e

As constantes Ay ,, s@o escolhidas com base em uma relacao de
ortonormalidade, que ja discutiremos. Introduzindo tais constantes
convenientes,

m 2041 (L —m)! im
Yim(0,¢) = (—1) \/47r E£+m;!Pg,m(0089)e 2.

Estas fungoes sao os chamados harmonicos esféricos. Em inglés,
escreve-se spherical harmonics; o substantivo "harmonicos" aqui se re-
fere as fungoes harmonicas, seno e cosseno, que sao suaves, continuas,
existindo suas derivadas de todas as ordens. Se preferir, sao fungoes
"harmoniosas". Ja o adjetivo "esféricos" lembra que eles sempre apa-
recem, como parte da solucao, em problemas com simetria esférica,

Aula
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como o de potenciais centrais, do qual o potencial gravitacional é um
exemplo importante.

Alguns autores nao incluem, na definicdo dos harmonicos esféricos,
o fator (—1)™, que é chamado de fator de fase de Condon-Shortley,
mas em calculos quanticos de fisica atémica e nuclear o uso de tal fator
é bastante conveniente.

Adotada a constante A, adequada, os harmonicos esféricos satis-
fazem uma relagao de ortonormalidade bem simples,

/ dS2 )/Zjn(87 @) }/é’m’ (‘97 90) = 62,@’ 5m,m’
(4m)

onde df2 é o elemento infinitesimal de angulo sélido,

/(4@ aQ(...) = /027r dyo /Owdﬁsene(...)

O conjunto dos Yy, é completo, de modo que se pode expandir
qualquer funcao arbitraria dos angulos 6, ¢ em termos dessa base:

f(97 @) = Z Qpm nm(& @) .
lm

Essa expansao é conhecida como série de Laplace.

Consegue-se achar os coeficientes dessa expansao multiplicando-se
por um Y7, 5/, integrando-se em todo o angulo s6lido (47), e buscando
o auxilio da relacao de ortonormalidade dos Y/,,. Encontra-se:

afvm = dQ }/Zn(e? 90) f(gv 90) .

(4m)

Listamos em seguida alguns harmonicos esféricos, os de indices
mais baixos.

Y _ —
8 4
Yif1=— i senfe™: Yy 5= i 3sen @ e 2% -
SV g T G6r ’
| 5 : /5 1
Yo 1= Y 3senf cosfe ?; Yoo = g (3 cos 6 — 5) :
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5 : 5 ,
Yo 1= —\/%3861&9 cosfet™;  Yy.5= \/%3861&206”“0.

Enunciaremos no que segue o teorema da adi¢cao para os harmo-
nicos esféricos. Sejam dados dois pontos de uma mesma superficie
esférica,

PZ(&@): Q:(aaﬁ)

H4 uma relacao trigonométrica relacionando o angulo v, que é formado
entre os vetores posi¢ao de P e ), com os angulos «, 3, 0, ¢ (veja a
figura 5.2),

cosy = cosa cosf + sen asen  cos(p — f3)

e a partir dessa expressao prova-se o teorema da adicao para os harmo-
nicos esféricos:

i )
Py(cosy) = 55— Z Y/ (a, B) Yem (0, 0) .

Figura 5.2: Dois pontos P e Q no espago; os vetores posicao desses
pontos definem um angulo 7.

Esse resultado, que nao provaremos aqui, é util particularmente
para se descrever o potencial no ponto P = (r,6, ¢) do espago produ-
zido por uma carga elétrica pontual colocada em @ = (a, o, 3),

+£

¢ ~=/a\! 4r .
Vib.9) = m ; <F) 5011 2 Yim(@ B)Yin(6,9)

= m=—

Aula
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para r > a.

Com o0 que vimos nesta secao, ja temos condigoes de preencher o
espaco em branco na tabela da pagina 76. Tratdvamos 14 de compilar
as solucgoes da equacgao de Laplace, e no caso da variavel 6, faltou o re-
sultado da funcao ©(6), que é dado pela solucdo da equagao associada
de Legendre,

©(0) = Pym(cosh),

para —¢ < m < +/{. A aplicagdo em que trabalharemos agora é uma
extensao daquele exemplo discutido na péagina 76.

Exemplo Calcule o potencial eletrostatico no interior de uma
esfera de raio R, onde nao existem cargas, quando o potencial da
superficie esférica vale:

V(R,0,¢) = f(0,p) = fun¢ao conhecida .

Para » < R, o potencial eletrostatico serd uma superposicao de
objetos do tipo:
7’ Py (cos 0) ™

ou seja, em geral para pontos interiores a casca esférica de raio R,

00 +¢

V(r,0,p) = Z Z Com (%)E Yim(0, ).

=0 m=—¢

Observe as alteragoes em relacao ao Exemplo da péagina 76: a fun-
¢ao ®(p) agora vale €% e a fungao O(0) = P,,(cosf), assim o pro-
duto destas duas foi substituido pelos harmoénicos esféricos Yy ,,,(6, o).

As constantes Cy,, podem ser calculadas com base na condicao de
contorno na casca esférica, V (R, 0,¢) = f(0, ), resultando em:

A

Exemplo Ache o potencial eletrostitico no interior de uma distri-
buicao de cargas:

Are " sen?f cos2p, 0<r <R,
plr) = 0 r>R
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onde A e a sdao constantes conhecidas.
Sabemos que

por outro lado,

e L5 () o
= = — = »(cosy
lr— 1| \/7’2—1—7”2—27’7“’ cosy > g \I'>

onde r~ = max(r,r’) (r- é o maior dentre r e 1’), r- = min(r,r’") (o
menor dentre os valores de 7 e 1’).
Mas, pelo teorema da adicao,

+4

47r * / /
PZ(COS’}/) = 2€+ 1 m;énm(e,gp)}/ém(e?gp) .
Assim,
1 At o 1 e ¢+
= — — _~ Y* 9/ / Ym 9’ ]
r—x| s ;264—1 (r>) Z im0, 0") Yem (0, )

Ha dois casos a considerar. Como queremos calcular o potencial no
interior da distribuicao de cargas, digamos, num ponto a uma distancia
r do centro, entao r < R. Mas o raio r divide a distribuicao de
cargas em duas partes, uma interior, onde " < r (' denota um ponto
qualquer onde ha cargas), e outra exterior ao ponto r, sendo r’ > r
neste caso.

(i) Para r' < r:

00 +£

1 1 47
‘/inerior = —7Ym97
¢ 47TEOZZ7’“1 2011 " (0, )

£=0 m=—¢

T
2 e
X /dQ’ Y (0, ¢') [sen? & cos 2y / r’odr Arte " !
0
mas o que aparece dentro dos colchetes pode ser escrito como uma
combinacgao linear de harmonicos esféricos:

8
sen? @’ cos2y’ = 1—75T [Ya2(6',¢") + Yo o(0', )] ,
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com o que calcula-se a integral no angulo sélido d€Y = sen @' d#’ dy’,
usando a relacao de ortonormalidade dos harménicos esféricos,

* / / 87T / / /
Ja i 0. 9) 15 (V2(0¢) + Yo 0(0',) =

8
=\ 1 (06,2 0m,+2 + 002 6m, —2) -

Lembre-se que esses deltas de Kronecker s6 nao sao nulos quando
{ =2 em = %2, essa restricdo vai eliminar todos os outros termos
das somas em ¢ e m. Portanto, a contribui¢ao ao potencial devido &
parte interior ao raio r da distribuicao fica:

/81 A

‘/intem'or = _7T = (Parte radial<) [}/2,2(87 @) + }/2,—2(87 90)]
15 560

onde ndo chegamos a calcular a integral radial (chamamos seu resul-

tado de "Parte radial" simplesmente).

(ii) Para r' > r:

oo+

1 47
‘/exem'or: ¢ Ymea
‘ dreg ;m;f 21 eml® )

R
X /dQ’ Y (0, ¢)) [sen? @ cos 2¢] /T P dr Ar'emo" ()

e efetuando o mesmo tipo de calculo do caso (i), chega-se a
[8m A
‘/e:ctem'or = % ? (Parte I‘adial>) [}/'2,2(97 90) + }/2,—2(97 SO)] :
0

Neste caso a integral radial pode ser efetuada sem dificuldade, e a
dependéncia radial completa é:

2
(Parte radial.) = T [e" — e f] .
a

Finalmente, o potencial numa posicao r < R é dado pela soma das
duas contribuicoes,

V= V;Lnte’r‘ior + ‘/e:cterior .
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ATIVIDADES

1. Usando a férmula de R odrigues, caléule).

2. Calcule
W +1
Il = / P2 (JI) dx
(i) +1
I, = /_ Ps(z) Po(x) dx

1

3. Expanda f(z) = z® em polinémios de Legendre.

4. Escreva x* — 222 como uma combinacao linear de polinémios de
Legendre.

5. Mostre (i) como e (ii) por qué uma fungao f(z) pode ser expan-
dida na forma de uma combinagdo linear (normalmente, uma
série infinita) de polindmios de Legendre. (iii) Ache os coefici-
entes da expansao.

6. Expanda:
1

V1—2xt +t?

em série de poténcias de ¢, para t < 1, utilizando a expansao de
Taylor em torno de ¢t = 0, para mostrar (pelo menos para os trés
primeiros termos) que os coeficientes da expansao correspondem
exatamente aos polinémios de Legendre.

7. Prove as relagoes de recorréncia abaixo. Elas encontram utili-
dade, com frequéncia, na construcao de rotinas computacionais
envolvendo os polindmios de Legendre. Sugestao: utilize, como
ponto de partida, a funcao geratriz dos polinémios. Aqui, n > 1.

(1)
(1—2?) % P,(x) =n P, 1(z) — nz P,(z) .
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(ii)
nP,(z)=x % P.(z) — % P, 1(x)

(iii)
(n+1) Poyi(x) = 2n+ 1)z Py(x) — n Pyy(x)

8. Mostre que a solucao do problema do potencial eletrostéitico
no exterior de uma esfera de raio R, onde nao existem cargas,
quando o potencial da superficie esférica vale f(f), é dada por:

Vg =S 21 (E)M [ /_ " Bi) o) dx} Py(cosh)

2 T
=0 1

(r>R).

9. Calcule o potencial elétrico produzido por um dipolo elétrico,
como mostrado na figura 5.3.

P=(,0)

+a

Figura 5.3: Um dipolo elétrico colocado sobre o eixo z.

10. Calcule o potencial elétrico produzido por dois dipolos elétricos
superpostos, dando origem a um quadrupolo elétrico (ver figura

5.4).
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P=(r,0)
r
+q -2q 0 +q
iy i .
pu—y wr oy SR
0
_a +a

Figura 5.4: Dois dipolos elétricos superpostos, colocados no eixo z.

11. Calcule:
(i)

+1
Ilz/ Py () do
1

(i)
]2 = /_ Pg’_g(x) P47_3($) dSL’

(iii)
I — /_ Pya(2) Pys() de

1

12. Que operador linear possui os Py, (z) como autofuncgoes? Quais
os autovalores associados aos Fy,,? Escreva o produto escalar do
espaco de Hilbert sobre o qual o referido operador atua.

13. Calcule as seguintes integrais:

(i)
IL— / Yas(0, ) Yaa(0, o) d2
(4m)
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14.

15.

16.

17.

18.

]2 - }/3,—1(‘97 90) }/3,1(87 @) df
(4)

I3 =/ |Yo5,5(6, ©)* d2
(4m)

Mostre que a paridade dos harménicos esféricos Yy, ¢ (—1)°,
isto é, é par se { for par, e impar se ¢ for impar.

Prove que Y7,,(0,¢) = /(20 + 1) /47 6.y, 0-

Mostre que os operadores L, e L_,

, oo . 0
Ly=1L,+il,=+e* {%izctge%}

aplicados sobre os Y, ,, aumentam ou diminuem m de uma uni-

dade:

Ly Yo = /(€ —=m)(l+m+1) Yy

L Yo =V {+m)(l —m~+1) Y.

Mostre:
n,—m(9790) = (_1)m [Y'E,M(ev 90>]* .

Considere a expressdo para o potencial no ponto P = (1,0, )
do espaco produzido por uma carga elétrica pontual colocada no
ponto Q = (a, o, 3) (veja logo apos o teorema da adi¢do para os
Y:m). Construa uma expressao semelhante para o caso r < a.

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

No problema 2, use a relacao de ortogonalidade dos polin6-
mios de Legendre. Lembre-se que P;(z) = 1.

No problema 3, faga 23 = AP; + BP, e determine A e B (por
qué nao colocamos F, ou P, nessa expansao, ou termos de
maior £7...).
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O problema 4 é semelhante ao 3.

Quanto ao problema 5, ele esté resolvido no texto! Vocé conse-
gue achar onde? (quanto ao por qué, lembre-se que o operador
envolvido na equagao de Legendre é do tipo Sturm-Liouville,
portanto as autofuncoes formam um conjunto completo).
Problema 6: recorde como obter a série de Taylor (Métodos
de Fisica Teorica I, aula 07).

Para obter as relagoes de recorréncia do problema 7, vocé pode
derivar de um lado e do outro, a relacao da funcao geratriz
dos polinémios de Legendre. Isto pode ser feito em relagao a
(uma equagao) ou em relagao a t (da outra equagao). Talvez o
que se quer provar num dos itens seja uma combinacao linear
dessas duas equacoes que se obtém derivando em relagao a x
eat!

O problema 8 é bem similar ao resolvido no texto, apenas use
agora a expansao em multipolos para ¢t = > 1.

No problema 9 vocé usard o que foi desenvolvido no texto
para o potencial de uma carga, primeiro para a carga +gq,
cujo angulo com o eixo z é A, e depois para a carga —gq, 0
angulo nesse caso é m — 6. Os termos com n = 0 nas duas
expansoes se anulam, mas com n = 1 se somam, resultando:

v 2aq cosf

4regr?

(que é o potencial de um dipolo elétrico).

Problema 10, semelhante, agora fazendo o mesmo que no pro-
blema 9, mas para trés cargas. Note que o potencial produzido
pela carga na origem nao precisa ser expandido, e vale %.
Quando somar esse potencial com as expansoes para as cargas
+¢ (angulo 0) e +¢ (angulo m—6), a contribui¢do de monopolo

(n = 0) é nula, a de dipolo (n = 1) & nula, e a de quadrupolo
+ —2a?
47remg’ -
Problema 11: use a ortogonalidade das funcoes associadas de

Legendre. Lembre-se que Fyo = 1.

Problema 12, volte ao texto para localizar a equacao diferen-
cial associada de Legendre, e sua relacao de ortogonalidade
(produto escalar).

Aula
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Problema 13: use a ortogonalidade dos harménicos esféricos.
Problema 14, obtenha a paridade separadamente para os P,
e para e™?, e multiplique. Note que quando analisamos a pa-
ridade de uma funcao de z, fazemos f(—xz) = ... Aqui, como
trabalhamos com angulos, devemos partir de Y (7 — 0, o + 7)
e tentar relacionar isso com Y (6, o).

Problema 15: use o valor de Fy,,(+1) de uma expressao que
consta no texto.

Problema 16. A dica aqui é ver qual a a¢do do operador 0/
atuando sobre €™ (esta ¢ a dependéncia em ¢ dos Yy,,,). O
mesmo para o 0/00, que atuara sobre os Py .

Problema 17: use a definicao dos Y, _,, e tente relacionar isso
com 0 Yy .

Problema 18: a dica é similar & do problema 8.

CONCLUSAO

Vimos nesta aula que as equagoes diferenciais de Legendre e asso-
ciada de Legendre aparecem do tratamento de equagoes diferenciais
parciais da fisica, como aquelas envolvendo o operador Laplaciano.
Suas solucoes, portanto, sao muito usadas. Chama a atencdo o uso
dos harménicos esféricos, que sempre fornecem a solucao angular para
problemas com simetria esférica.

RESUMO

Nesta aula vocé tomou contato com os polindmios de Legendre, as
fungoes associadas de Legendre e os harménicos esféricos, e aprendeu
como aplica-los em problemas de contorno.

PROXIMA AULA

Na proxima aula estudaremos as fungoes de Bessel, que encontram
aplicacao em problemas de contorno da fisica tedrica.
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