Funcdes de Bessel Aula

Funcoes de Bessel

METAS
Introduzir funcdes de Bessel de diferentes espécies, estudar suas propriedades e

aplicacdes a problemas fisicos.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno deverd ser capaz de: reconhecer as equacdes diferenciais
que tém como solucio as funcdes de Bessel; propor solucdes para tais equacdes,
aplicando as condicdes de contorno adequadas a cada problema fisico considerado.

PRE-REQUISITOS
Espacos vetoriais e métricos, equacdes diferenciais ordinarias, teoria de
Sturm-Liouville, separacdo de variaveis, funcdes de Legendre.
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INTRODUCAO

Em alguns problemas das fisicas classica e quéntica, as equagoes di-
ferenciais parciais que regem os fendomenos, quando tratadas por sepa-
racao de varidveis, acabam levando as equagoes diferenciais ordinarias
de Bessel e de Bessel modificada. Assim, problemas de eletromagne-
tismo, propagacgao de calor, oscilacoes e espalhamento quantico tém
como solucoes as funcoes de Bessel, que se apresentam em diversas
espécies, e devem ser escolhidas por seu comportamento préximo a
origem do sistema de coordenadas ou por seu comportamento assin-
totico.



Funcdes de Bessel Aula

Vimos anteriormente que a equacao de Laplace,
V3 =0,

pode ser separada em coordenadas esféricas, levando as funcgoes de
Legendre. Nesta aula, efetuaremos uma separagao de variaveis desta
equagao em coordenadas cilindricas,

U(p, . 2) = R(p) ®(p) Z(2),
sendo que nessas coordenadas o Laplaciano é escrito:
82+16+1 62+82
op*  pdp  pPOp? 022

v =

Figura 6.1: As coordenadas cilindricas p, ©, z.

Com isso,
YA + R+RZ1 d2<I>+R<I>dzZ—O
dp?  pdp p? dip? dz2"
e dividindo por R®~Z,

1/ d? 1d 11 d? 1 d?
e e S S )
R(dp2+pdp)R+<I)p2dcp2 +Zdz2
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A separacao de varidveis fica evidenciada colocando:

1 [ d? 1d 11 d? 1 d?
(vt VR = =7 = 442
R <dp2 p d,o) * d p? dyp? 7 dz? a
Segue que )
Z+u*Z =0,
e trabalhamos com a equacao diferencial parcial restante,

1/ d? N 1d R B
R\dp " pdp) " TH T o dp?

Multiplicando por p?, teremos mais uma condicao de separacio, e
introduziremos a constante 412,

Obteremos dai mais duas equagoes diferenciais ordinarias,
d+ 120 =0,
P?R+ pR+ (Fp%p* —v))R=0.
A solugao para & seréa:

O(p) = Acosvp+ B senvp.

No caso de escolhermos —p? na equagao para Z(z), a solucio para
Z(z) sera:
Z(z) = Ce™ + De
Para obter a solugao radial, mudamos a variavel de p para x = up,
e passamos de R(p) para y(x). A equagdo radial transforma-se em:

a¥j+ay + (2 =)y =0,

chamada equacgao diferencial de Bessel de ordem v, que resolveremos
na proéxima secao.
Por outro lado, se escolhermos +? na equacao de Z(z), a solugao
sera:
Z(z) = F cos pz + G sen uz,

e seremos levados & equacao de Bessel modificada de ordem v,

22+ ay— (2 + )y =0.
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6.1 Fu cam d Bessel J,

Considere a equagao de Bessel de ordem v, sendo v um ntimero
real,
22+ a4+ (2 — vy =0.

R etomaremos a solugao da equacao de Bessel que fta fan nossa
primeira aula. L&, utilizamos o método de Frobenius,

Y= Z aika;
chegamos as equacoes indiciais seguintes,
ao [k(k—1)+k—v*] =0,

ar [(k+ Dk + (k+1) — 1% =0,

de onde se conclui que kK = v ou k = —v, com a; = 0.
Obtivemos, também, a relacdo de recorréncia (i > 2):
—1
;= ————— ;o .
Yok -2
Como a; = 0, a série de poténcias possuira unicamente termos com

valores pares de 1.
Adotando k =v, ag #0e a; =0,

-1

@i = (v+1i)2—v?

A;—9 .
O proximo passo que seguimos, naquela primeira aula, foi especi-
ficar os valores de as, a4, e tirar uma férmula genérica,

1 1
Crv2-n2 ™ 1w+

a9 =
Usaremos desta vez a propriedade da fungao gama:
Fv+1)=vl(v),

F'v+2)=w+1)I'(v+1),

Aula
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e, tirando o valor de (v + 1), o termo as pode ser escrito:

(—1)aoT(v +1)
1.22T(w+2)

a9 =

De modo semelhante, fazemos para ay,

-1 -1
R YN Ry Y IS
€ Como
F'v+3)=w+2)I'(v+2),
vem

(-1)T(v+2)
23T (v + 3)

Inserindo o valor encontrado de ao,

(—1)T(v +2) (=1)agD(v + 1)
BT +3)  20(v+2)

(—1)2aoT(v + 1)

12.20. T(v+3)

ayp = a9 .

Qg

Generalizando esse resultado,

(=1 a (v +1)
S 2T+ 1)

CLQj

Note que o primeiro termo da soma, ag, também poderia ser colo-
cado numa forma similar,
(=1)%ag (v +1)
0120T (v 4+ 1)

ag =

Lembramos que a série de Frobenius era:

y(z) = Zai okt
i=0

com k = +v; os coeficientes impares eram nulos, restando os do tipo

ay;. Entao,
[e.e]

J125 T(v+j+1) '

y@):‘
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Escolhendo um valor conveniente para a,

1

O T+ 1)

ficamos com:

(1) (/2)7
r) = - - =J,(z
y(@) ;]!F(V+j+1) (z)
Tal série ¢ chamada funcao de Bessel de primeira espécie de ordem

v, e denotada J,(x). Ela é convergente para qualquer v real.

Jn(*)

Figura 6.2: Fungoes de Bessel Jo(z), Ji(z), Jo(z) e J5(z).

A figura 6.2 mostra um grafico de algumas funcoes de Bessel J,
para n inteiro. Estes graficos foram feitos com valores de J,,(x) obtidos
numericamente, isto quer dizer, com o auxilio de rotinas computacio-
nais que calculam as somas das séries infinitas, até um ponto em que
os termos fiquem muito pequenos para serem considerados. .Jy se pa-
rece um pouco com um cosseno, mas sua amplitude vai diminuindo a
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medida que z cresce, além do que as distancias entre maximos conse-
cutivos variam um pouco. Ji,Js, ... se parecem com a funcado seno,
com amplitude decrescente. Os zeros das fungoes de Bessel (pontos em
que o grafico corta o eixo) ndo guardam as mesmas distancias entre si.
Um outro aspecto dessas fun¢des de Bessel J,(z) é que, para valores
muito grandes de x, elas se comportam como func¢des seno ou cosseno,
isto é, a amplitude se mantém aproximadamente constante. Dizemos
que o limite assintotico dessas fungoes sao funcées harmonicas.

Se tomarmos k = —v, ag # 0, a; = 0, podemos obter de modo
inteiramente analogo a solucao:

s (a2
(@) = Zj! T(—v+j+1)

=0

J_,(x) ndo é regular na origem. Ela é linearmente independente
(1i.) com relagdo a J,(z), exceto quando v = m for um inteiro, caso
em que sao linearmente dependentes (1.d.),

To(@) = (—1)™ T () .

No caso particularissimo de v = 1/2, pode-se achar a seguinte
forma para a funcao de Bessel:

2
Jija(x) = \/%senx.

A funcdo geratriz para as fungoes de Bessel de primeira espécie é:

gi(z,t) = e3(t=7)

que, expandida em série de Laurent de t (isto é, em série de poténcias
positivas e negativas de t), fornece:

es(t=1) = f I (z) ™

m=—00

Observe que tal procedimento fornece como coeficientes da expan-
sao as fungoes de Bessel associadas a valores m inteiros.
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Com o auxilio das fungoes geratrizes das funcées de Bessel é possi-
vel obter relacoes para derivadas dessas funcoes, e outras relacoes de
recorréncia.

Exemplo Vamos ilustrar o processo de obtencdo de uma relacio
de recorréncia. Tomaremos a derivada em relagao a x, nos dois lados
da expansao da func¢ao geratriz de J,,,

9 s 5 9 m

A derivada fornece:
1 1 o
- t - = ! m
J(1-3) = 3 s

(a linha em J denota derivada em relacdo a x); usando novamente a
expansao da funcao geratriz,

(t——) Z T = f J(z)t"

m=—0oQ m=—0oQ

Z J tm—i—l Z J tm 1_9 Z J/ pm

m=—00 m=—0Q m=—0Q

Mudando o indice da primeira soma, m+1 = n (isto &, m = n — 1),
e na segunda fazendo m — 1 =n (ou m =n + 1), vem:

o Ta@)tt = > Tttt =2 > J()t

n=—oo n=—oo n=—oo

Z {Jn 1 - n-l—l( )_2‘]7/1(37)} t" =0

n=—oo

e como as poténcias de ¢ formam um conjunto Li., os coeficientes sao
nulos, e assim achamos

Jn-1(x) — Jp1(z) = 2J)(x) .

Aula
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Outras relagoes podem ser obtidas de modo semelhante. Listamos
algumas relacoes de recorréncia a seguir.

Im—1(x) + Jpa1(x) = Q?m T () ;

Tnea(@) = = Tu(w) = (@)

m

Imi1(x) — ;Jm(x) = —Jp(2);
d m J— m .
. (2™ T (2)] = 2™ 1 () 5
d —m o —-m
o (27" ()] = =2 " T (2) .

As relagoes de recorréncia apresentadas valem também para valores
nao inteiros dos indices, isto é, para um v nao inteiro no lugar de m.

A relacao de ortogonalidade para as funcoes de Bessel é bastante
diferente das relagoes que obtivemos até entdao. Por exemplo, para os
polindmios de Legendre tinhamos:

/_ " b () P d = 2

:76nm
1 2n+1 7

o que quer dizer que duas fungdes P,(x) e P,,(z) sdo ortogonais (seu
produto escalar é nulo) se n # m.

Para obter a relagdo de ortogonalidade para as funcgoes J,(z), par-
timos da equagao diferencial de Bessel,

£E2y” +£Ey, + (1,2 o 1/2)y _ O,

(a notagdo com linha para a derivada é mais conveniente aqui) que
pode ser escrita alternativamente

x(xy) + (2 =)y =0.
Fazemos a mudanca de variavel x — bz,
x (vy) + (b*2® — v*)y = 0.

Sabemos que uma solugao de tal equacao é y = J,(bx). Escrevemos
uma segunda equacao semelhante, resultado da mudanga x — cx,

x (vw') + (2® — vHw =0
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com solu¢do w = J,(cx). Multiplicando a equagdo em y por w e a
equacao em w por y, e subtraindo, obtemos

4 wxy' — yaw'] + (b — A)ayw = 0.
dx

Integrando em relacao a x, entre 0 e 1,
1

[way' — yxw’]é + (0* — ¢2) / rywdr = 0;
0

note que o termo entre colchetes, calculado no limite inferior, fornece
o valor zero, devido & presenca de x. Suponha por um instante que

b#c, e
y(1) = (b x 1) = J,(b) = 0

w(l)=J,(ex1)=J,(c)=0

isto é, suponha que b e ¢ sejam zeros distintos de J,. Nessas condigoes,

decorre que
1
/ zywdzr =0
0

1
/ J,(bx)J,(cx)xdr =0,
0

ou que

que pode ser interpretada da seguinte maneira: as fungoes J,(bx) e
J,(cx), solugbes da equagdo de Bessel, sdo ortogonais entre si, no
intervalo (0,1), com o produto escalar incluindo a funcio peso z. E
preciso enfatizar que b e ¢ devem ser dois zeros distintos de .J,.

O procedimento acima pode ser generalizado, e se m # n,

/ JV(Mme)JV(Man)xdx - 07
0
onde p, , p, sao tais que

L (pyna) = Jo(p,,a) = 0.

J& para o caso m = n, que nos fornece a integral de normalizagao
de J,, usando uma relagdo de recorréncia para J, pode-se chegar a

2

| o 2dn = G )

Aula
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e, juntando as duas expressoes,
a2

| )t ) e = 5 i) G
0

Ainda relacionado com essa expressao, é possivel fazer uma expan-
sdo de uma funcdo f(r), integravel em (0, a), na forma de uma série
infinita, chamada série de Bessel ou série de Fourier-Bessel,

o0

f(r) = Z Aym Jy <I'Lum£> )

m=0

onde os coeficientes da expansao sao dados em termos de y,,, , 0s zeros

de J,,
2 “ r
Clmm = m /0 Jz/ </,Lyma) f('f’)’f’d?".

As vezes é ttil ter uma ideia de como a funcio considerada se
comporta para grandes valores do argumento, ou seja, é importante
conhecer seu comportamento assintotico.

Como exemplo do procedimento para se determinar tal comporta-
mento, considere a equagao de Bessel,

22+ a4+ (2 — )y =0,
sobre a qual fazemos a mudanca y(z) = z/\/x, para obter
2
v:—1/4
Z+ {1 — 72/} z2=0.
x

Mas, se estamos interessados apenas em valores muito grandes de

X, ou seja x > v, podemos tomar a equacao aproximada,
Z+2=0,
que é a equacao do MHS, com solugao conhecida,

z=Acosx+ Bsenx,

e assim
cos T sen x

~ A B——.
Y A

Usando portanto tal linha de raciocinio, é possivel obter a expansao
assintotica seguinte:

2 2 1
Jl,(x)rv\/% cos(x— VZ_ 7T).
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6.2 Fucawd eWN amm N,

Como as equagoes diferenciais de Bessel sao de segunda ordem, e o
operador associado é do tipo Sturm-Liouville, elas devem possuir duas
solucgoes linearmente independentes.

O fato de que J, e J_, nem sempre sao l.i. motiva a definicao de um
segundo tipo de fungao de Bessel, esta sim, linearmente independente
com relagao a fungao de Bessel J, sempre: qualquer que seja o indice
v.

Define-se as funcoes de Bessel de segunda espécie, também chama-
das de funcoes de Neumann, através de:

Jy(z)cosvm — J_,(x) ‘

SeEN VT

N, =

E preciso apontar aqui que alguns autores utilizam a notacao Y,
para esta funcao, o que nao faremos aqui para nao causar confusao
com os harmonicos esféricos Yy ,,.

Como J, e J_, sao solucoes da equacao de Bessel, a combinacao
linear delas, IV,, também ser4 uma solucao. Lembrando que J_, era
singular em x = 0, notamos que N, também terd singularidade nesse
ponto.

Porém, a relacao de definicao fica indeterminada para v = m in-
teiro; neste caso, devemos aplicamos a regra de L’Hospital, para achar

N, = lim N,

v—n

{ (0/0v) [cosvm J,(x) — J_,(2)] }
(0/0v) senvm b
—msennnJy,(z) + [cosnm 0J,(z)/dv — 0J_,(x)/dv],_

T COS N
_ 1[0d(x) (_DnaJ_,,(x)
T | dv dv | ,_.~

Como J,(x) e N,(x) serdo l.i. sempre, a solu¢cdo mais geral da
equagao de Bessel é escrita

n

y=AJ,(x)+ BN,(x).

A figura 6.3 mostra os graficos de algumas fungoes de Neumann;
observe a divergéncia para x = 0. Estes graficos foram elaborados
com valores de N;(x) obtidos por computador.

Aula
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No
L N |
0.5 /\l},_.\\NZ
O . ) \ '\j’
-05 :
<
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Z 1 5
-1.5 ¢ E
2| 4
-2.5 i

Figura 6.3: Fung¢oes de Neumann Ny(z), Ni(z), Na(x) e N5(z).

E possivel obter o seguinte desenvolvimento em série de poténcias
para a funcdo de Neumann Ny(x),

No(z) = 2 Jo(z) In (g) 2 i ((;nl'); (m+1) (g)zm

onde

(e uma expansdo semelhante para N,(x), com n > 0). Isto explica
aquele comportamento das fungoes de Neumann préximo da origem
x =0, ja que o logaritmo tende a (—oo) nesse limite.

H4 uma expressao analitica simples para a funcao de Neumann no
caso particular v = 1/2:

2
Nyjo(z) = _HE COS X .
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A expansao assintotica para N, é:

2 2 1
N,(z) ~ 4/ —sen (x - VZ_ 7T) :
r

6.3 QOutras Fu caes d Bessel

No caso da equagao de Bessel modificada,
22+ ay — (22 + )y =0,

a aplicagao do método de Frobenius leva a seguinte solugao em série
de poténcias:

I(x) = Z; AT Ji v+ 1) (%)MV '

1=

I, é a funcao de Bessel modificada de primeira espécie de ordem
v.

Compare isso com a série que obtivemos para a fungao J,(x): vocé
achard muita semelhanca. De fato, I, se relaciona com a funcao de
Bessel J, através de:

I(z)=e ™2 ], (x).

Introduz-se também a funcao I_,,

o0

o) =25 T(i —1 v+ 1) <g>2i_y'

=0

Da mesma forma que ocorria para as funcoes de Bessel .J,, as
solugbes I, (z) e I_,(x) serao l.i. somente se v nao for um inteiro. No
caso em que v = m (inteiro), vale:

I . (z) =1I,(x).

Como [,(z) e I_,(z) ndo sdo li. sempre, efetua-se um procedi-
mento semelhante ao realizado quando da introducao da funcao de
Neumann N,. Define-se a fun¢do de Bessel modificada de segunda
espécie, ou func¢ao de Neumann modificada K,

Kofa) — Tl@) — L)

2senvm

Aula
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e, com o auxilio da regra de L’Hospital,

(_1)n aI—I/('T) . a[,/(.T)
2 dv dv

K, =

v=n

Igualmente ao caso de J, e N, as fungoes I, e K, serdo Li. sempre,
e assim, a solugao geral da equagao de Bessel modificada escreve-se
(para v inteiro ou nao),

y=Al,(x)+ BK,(x).

J,(z) e N,(z) formam uma base para o espago das funges que sao
solucoes da equacgao de Bessel. Uma base alternativa é formada pelas
funges de Hankel (ou fungoes de Bessel de terceira espécie), definidas
por

HD(z) = J,(z) +iN,(z),

v

H(z) = J,(z) —iN,(z).

v

Portanto, nao se trata de novas solucoes, mas sim de combinacoes
lineares de J, e N,.

Propriedades adicionais das fun¢oes de Bessel modificada, I, de
Neumann modificada, K, assim como das funcoes de Hankel podem
ser encontradas nos textos constantes da bibliografia, no final das notas
desta aula, em particular no livro de Arfken, sempre muito completo
em termos das mais variadas formulas, ou da tabela de Abramowitz-
Stegun.

6.4 Fu caes d Bessel Esféricas

No inicio desta aula, separamos a equacao de Laplace em coorde-
nadas cilindricas, chegando & equagao de Bessel.
Consideremos agora a equagao de Helmholtz,

ViU 4+ \U =0

e facamos a separacao em coordenadas esféricas, que consiste em ado-
tar a forma

U(r,0,¢) = R(r)Y (0, ¢)
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na equacao de Helmholtz, que nessas coordenadas se escreve

ig 28_\11 +;g nga_\lj +#82_\Ij+)\\11—0
2or \" ar Zsenf 06\ 09 r2sen? 0 O0p? -

Note que quando A = 0, a equacao de Helmholtz se reduz a equacao
de Laplace, que ja foi separada em aula anterior (as solugdes, para as
coordenadas 6 e ¢, eram os harmonicos esféricos, e para a coordenada
radial, as fungoes associadas de Legendre).

Obtém-se, para a parte radial

(r*RY + M —=1(1+1)]R=0,

rPR+2rR+ [Mr? —1(1+1)] R =0;

é importante observar que esta equacao em r nao é exatamente igual
a equacao de Bessel.
Porém, efetuando as mudancas de variaveis,

y=VrR,
x:\/Xr,

a equacao radial toma a forma
Pitry+ [27—1(1+1)—1/4]y=0
que é a equacao de Bessel, com solucoes J, e N,,, sendo v dado por
V=1 +1)+1/4=(1+1/2)2.

Para a parte angular,

1 0 Y IS
i <sen«9%) +sen298—g02+l(l+1)y_0’

a solucao Y é dada pelos harmonicos esféricos, exatamente como no
caso da equacao de Laplace separada em coordenadas esféricas.
Com isso, escreve-se a solugao geral da equacao de Helmholtz como

1

Uiam(r,0,¢) = 7

[A Jl+1/2(\/Xr) + B Nl_,_l/g(\/X’f’)] Ylm(ﬁ, (/5) .

Aula
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E costume introduzir-se as chamadas funcdes de Bessel esféricas

através de
) T
Ji(w) = \ 2 Jis12(x),

T
m(z) = o Nz+1/2($) = (—1)l+1 o J—l—1/2($),

sendo [ um inteiro. 7; também é chamada fun¢ao de Neumann esférica.
Com isso, expressa-se a solucao geral WU na forma mais simples,

Yiam(r,0,0) = [Agi(z) + Bm()] Y,"(0,0) .-

™

in®)

04 | ]

-0.6 & 1 1 1 .

Figura 6.4: Fungoes de Bessel esféricas jo(x), ji(z) e js(x).

Utilizando as expressoes de Ji/; e Ny, obtém-se

) sen x
Jo = )
T
CcoS T
No = — )
T
e valem também
(z) ! 1d\ senz
=2 —-——— ,
Ji x dx T

il

_,:~ [ ]
110},
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1 d\' cosz
m(x) = -2 (—;%) )

x
com as quais conseguimos construir as funcoes esféricas.

A partir da relagdo de ortogonalidade das fungoes de Bessel J,
mostra-se a relacao de ortogonalidade para as funcoes de Bessel esfé-
ricas,

N . . 7TCL2 2
/0 g, r) i, ) dr = T Ji1/2 (b @] O

I,m

onde os p, = sao zeros de jj.

Nas figuras 6.4 e 6.5 estao mostradas algumas funcoes de Bessel e
Neumann esféricas. O comportamento lembra o das funcées J,, € N,,,

mas a amplitude das fungoes esféricas cai mais rapidamente & medida
em que T cresce.

n;(x)

10 12 14 16 18 20

Figura 6.5: Fungbes de Neumann esféricas ng(z), ni(z) e ns(z).

Exemplo Ache a temperatura u(r, 6, z) de equilibrio de um cilin-
dro semi-infinito de secao reta circular com raio r = 1, sendo que sua

111,
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lateral é mantida a temperatura 0°, e a tampa inferior, que repousa
sobre o plano zy, é mantida a 100°. O eixo de simetria do cilindro
coincide com o semi-eixo z positivo.

A equacao de conducao de calor permite determinar a temperatura,
u’

9 1 Ou
u=———,
K ot
mas neste problema ela reduz-se a equagao de Laplace, pois busca-se
a solucdo estacionaria (portanto du/0t é nulo),

Viu=0.
Efetuaremos a separacao de varidveis
u=u(r,0,z) = R(r)®(¢)Z(z)
para obtermos

11d [ dR 11 d&2 1 d*Z

EF%(TE) Terapt a2 ="
Dai segue, como no inicio da aula,

d+m?d=0 = ® = Csenmy + D cosmyp,

onde usamos v = m = inteiro, ja que a funcao ® deve ser periddica,
O(p+27m) = O(p) (reveja, na terceira aula, a resolucao da equagao de
Laplace). Para Z,

7-kKZ=0 =  Z=Ae"+ Be**,

e é preciso observar que a exponencial crescente nao nos serve, pois
a temperatura nao pode crescer sem limite no sentido de z positivo
(portanto, A = 0).

Como a temperatura lateral é zero, sempre, nao hi dependéncia
em ¢, de modo que m = 0.

Quanto a equagao radial,

R+7rR+k**R=0,
a substituicao x = kr leva a equacao de Bessel, com solucao

R = J()(]CT>
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(observe que a solugao Ny(kr), por ser singular na origem r = 0, foi
excluida). Como a temperatura na lateral do cilindro é nula, segue
necessariamente que

R =0 =  Jo(k1)=Jo(k)=0

e vemos que k = jig, sao os zeros de Jy. Estes zeros sao rotulados por
um indice n = 1,2, ... que enumera os varios zeros de J.
A solugao geral,

u=u(r6,z) = Z Con Jo(pt,, ) € Fon®

n=1

tem que satisfazer ainda a condigao de contorno v = 100° para z = 0,
100 = u(r,0,0) = Z Con Jo(tty,T) -
n=1

Multipliquemos os dois lados desta equac@o por 7 Jo(f,,7) € inte-
gremos em relacdo a r em (0, 1):

1 i 1
100 / Jo(,MONT> rdr = Z Con / JO(MOTLT) JO(/’LONT) rdr.
0 n=1 0

Usando a relacao de ortonormalidade das fun¢oes de Bessel,

1
L
[ ot i) i = 5 )
0

obtemos

9 1
con = ——— x 100 / Jo(pyy ) rdr .
[J(SILLON)]2 0 o

Para calcular a integral do lado direito, fazemos a mudanca de
varidvel © = p,, 1,

1 1 Hon
I :/ Jo(phonr) rdr = —/ Jo(x) zdx
0 0

2
Hon
e, usando a relacao de recorréncia:

d

@) =0 dae) = e ()] = ()

dx
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Métodos de Fisica Teodrica |

1 Hon
[ = T/ N (@) da
wey Jo dx
1
= T3 [IUON‘Jl(IUON) 0]
Hon
1
= J1 (/’LON) )
ON
200 1
Con = J1 (o)
(o )1 o
200

Hon ‘]1 (IUON) .

A solugao completa é, entao, dada por

e}

200

————— Jo(p,, ) € Fon”
n=1 /’LOnJl(/’LOn) ’

u=u(r6,z) =

Exemplo Obtenha as vibracdes transversais de uma membrana
circular de raio r = a.

Figura 6.6: Vibragoes na membrana de um tambor.

Este problema objetiva determinar os modos de vibragao dos pon-
tos da membrana de um instrumento como o tambor (figura 6.6).

o2
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Figura 6.7: Um ponto P da membrana do tambor é referido pelas
coordenas polares r e 6.

Chamaremos de z = z(r, 0, t) o deslocamento do ponto P da mem-
brana em relacao a posicao de equilibrio; o ponto P se situa na posi¢ao
(r,0). Veja a figura 6.7. Suporemos que cada ponto P da membrana
desloca-se para cima e para baixo, na medida em que o tambor é
percutido. Assim, z é uma funcao da posi¢ao e do tempo.

As seguintes condigoes de contorno se aplicam. Como a membrana,
estd presa numa circunferéncia de raio a,

2(a,0,t) =0;

a forma da membrana (e o modo como se movia) em ¢ = 0 também
deve ser conhecida. Digamos que duas fungoes ) e ¢ fixem essas
condicoes iniciais,

Z(r7 97 0) = w(r7 9) 9

Z(T, 97 O) = ¢(7ﬂ, 9) 5

onde Z = 0z/0t representa a velocidade dos pontos da membrana na
direcao perpendicular & ela.

O movimento de cada ponto da membrana obedecera & equacao
das ondas,

0%z
2 2
vV = —.
ot?
Aqui, v é a velocidade de propagacao das ondas, e depende de
propriedades de elasticidade da membrana, bem como da tragao com

que estd presa em seu contorno circular.

Aula
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Tentando a separagao de variaveis z(r, 0,t) = u(r,0) T(t),

1
~ 0?2 Vu

1 0°T ,
=_— — = —w
U T Ot2 ’

segue que
T+wT=0 = T = Asenwt + B coswt
ou alternativamente T = sen (wt 4 §), forma essa que vamos preferir.
Ja u satisfaz a equacao diferencial parcial
2
w
Vu + —u=0
v
ou
V2u+k*u=0;

k =27 /XA = w/v é o nimero de onda, na linguagem da teoria ondula-
toria.

Buscamos numa tabela matematica o Laplaciano em coordenadas
polares no plano, e separamos u(r, ) = R(r)O(6),

11d dR 11d%0
R r dr

N J 2:
") TEeae TR0

A parte angular d& )
0+m?e =0

com a solucao
© =Csenmb + D cosmb .

Porém, © deve ser uma funcao periodica, isto é,
@(9) — @(9 + 27'(') = eim@ — 6z'm27r 6im6‘ = eim27r -1

de onde se conclui que m tem que ser um numero inteiro. A parte
radial sera obtida resolvendo

P R4+rR+ (K1 —m*)R=0.
Pondo = = kr,

R+ xR+ (22 —m*)R=0

‘116,



Funcdes de Bessel

e a solucao sao as funcoes de Bessel,
R(r)=F J,(z) + G Ny (x) = F Jp(kr) + G Ny, (kr) .

Como R deve ser limitada em r = 0, exclui-se N,, (pondo G = 0).
Pelo mesmo motivo, nao se considera os valores negativos de m, que
levariam a funcoes J_,, divergentes na origem. Portanto,

R(r) = Jn(x) (m>0).
Os bordos da membrana nao vibram,
2(a,0,t)=0 = R(r=a)=0 = Jy(ka)=

e ka = p,na devem corresponder aos zeros de J,,, que sao enumerados
pelo indice n = 1,2, ...
Assim, a solugao global é dada por

[ oo o]

z(r, 6,1) Z I (p,,,, 1) [Cra sSen m@ + D,y cos m) sen (wt + §)

m=0 n=1

e, aplicando as condicoes iniciais,

2(r,0,0)= Z Z Im (1 Cransen ml+ Dy, cos mb] sen (6)

m=0 n=1

2(r,0,0)=(r,0) Z Z T (7)) [Crnnsen ml+ Dy, cos mB| w cos(d).
m=0

n=1

Para achar as constantes 0, C,,,,, D,n,,, multiplica-se as duas tltimas
equagoes por sen N0 Jy(u,,7) e por cos NO Jx(u,,7), € integra-se
Jo do [ rdr. Usando as relagdes de ortonormalidade,

2

a a
/ In(pt, ) Iy (g, 2) = &
0

T @) B

/ cos mb cosnb df = Eémn,
0 2

/ senmb sennf df = z(;mn,
0 2

Aula
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obteremos o sistema de equacoes

4
T a?Sen 3[ Ty (i)

C

NP

2/0 d@senN@/O rdrJn(py,7)e(r,0)

4
NP rasen [ J (i pa
4

72 08 60t [ (f0)]

4
T 74 €03 5011, [Ty (g )

D )]2/ dQCOSNQ/ rdrJn(py,r)e(r, 6)
0 0

NP

2/0 dc95enN0/0 rdrJn(py,7)0(r, 0)

D

NP

2/0 dc9005N9/0 rdrJyn(pyp,r)0(r, 6)

que, resolvido para os C, ., D, ., 6 leva a solucao completa deste pro-

NP NP
blema.

Mostramos, na figura 6.8, os primeiros modos normais de vibracao
da membrana. Os sinais + e — colocados sobre a membrana circular
do tambor, quando vista de cima, significam partes da membrana que
se elevam (+4) ou afundam (—) em relacao a posi¢gdo da membrana em
repouso. Logo abaixo da representacdo da membrana vista de cima,
ha uma vista lateral da membrana, como se fosse imaginariamente
cortada ao meio e olhada de lado.

O item (a) da figura 6.8 esta associado ao modo normal com m = 0
en=1,

z = Jo (e, 7) Dor cos(0.0)sen (wt + 9),

(reveja o grafico de Jy na figura 6.2, apresentada anteriormente). O
centro do tambor oscila para cima e para baixo na medida em que
o tempo passa; os outros pontos da membrana oscilam em fase, com
amplitudes que decrescem do centro para as bordas. Nesta anélise
colocamos Cy; = 0 por simplicidade.

O item (b) da mesma figura 6.8 representa o modo normal com
m=1len=1,

z = Jy (uy,r) D1y cos(1.60)sen (wt + 9);

note que as vibragoes tém amplitudes diferentes para dngulos 6 dife-
rentes, indo desde o perfil mostrado na vista lateral (angulo 6 = 0
medido em relacdo a um eixo unindo os sinais — e + da vista de
cima) até uma amplitude nula, na linha (que aparece na figura da
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©
16

(a) (b}

HE)
1©

(c) (d})

Figura 6.8: Modos normais de vibracao da membrana de um tambor.

membrana circular vista de cima, como uma linha vertical) correspon-
dendo a § = 90°. Observe também que para r = a, o argumento de
Jy € p,a/a = p,,, que anula a fungdo Jj.

No item (c), m=0en =2,

2 = Jo (ly,7) Doz cos(0.0) sen (wt + 9) ;

nao ha dependéncia em 6, e J, possuird, no intervalo radial, dois zeros
distintos, dai a formacao do anel circular de raio r = p,,.a/p,, formado
por pontos estacionérios.

Por fim, no item (d), o caso m = 1 e n = 2, que de certa forma
mistura as caracteristicas dos itens (b) e (c).
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ATIVIDADES

. Usando a fung¢ao geratriz, obtenha a relagao de recorréncia

2m

Jn-1(2) + Ja (@) = —= J() -

. Mostre a validade da expansao de Jacobi-Anger,

“+o00

6iz cosf __ Z im Jm(z) eime '

m=—0oQ

. Ache a temperatura u(r, t), de um cilindro infinito de se¢éo reta

circular, de raio a, que estava inicialmente a uma temperatura
f(r). Ache u em qualquer posi¢ao r do interior do cilindro e em
qualquer tempo t. A temperatura da lateral do cilindro é man-
tida, desde o inicio, num valor constante ug, sendo que f(r) > ug
para 0 < r < a. A temperatura u sera solucdo da equacao da

conducao do calor,
1 ou

T kot
(dica: observe que a distribuigdo de temperaturas nao depende
de ¢ e de z neste problema).

Vu

. Ache as autofuncbes normalizadas do Laplaciano no circulo

(r = a), isto é, resolva
Vf+Xf=0

com f(a,p)=0.
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COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Para o problema 1, tente fazer como no exemplo, derive a
fungao geratriz, s6 que agora com relagao a t. No problema
2, use t = ie??, na expressiao da funcdo geratriz. No problema
3, as condicoes de contorno sao nao-homogéneas. Para torna-
las homogéneas, use v(r,t) = u(r,t) — ug, onde u e v sao
solugbes da equagao da condugdo do calor, mas u(a,t) = g
(ndo-homogeénea), e v(a,t) = up — up = 0. Vocé deve resolver
o problema (homogéneo) para v, e no final ponha u = v + .
O problema 4 é bem semelhante a um problema resolvido no
texto (qual?).

CONCLUSAO

Vimos nesta aula que as fungoes de Bessel, em suas vérias espécies,
sao uteis na solucao de problemas envolvendo as equagoes diferenciais
parciais de Laplace e Helmholtz, e portanto se aplicam a varias areas
da fisica.

RESUMO

Nesta aula estudamos propriedades béasicas das fun¢oes de Bessel
e de Neumann, e aplicamos estas fun¢oes na solu¢ao de problemas de
contorno da fisica.

PROXIMA AULA

Na préxima aula vocé tomara contato com as funcgoes especiais de
Hermite, usadas no problema do oscilador harmoénico quantico.

Aula
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