Polindbmios de Laguerre Aula

Polinbmios de Laguerre

METAS

Introduzir os polindbmios de Laguerre, que sdo solucdes da equagio diferencial de
Laguerre, bem como os polinémios associados de Laguerre, explorando suas
propriedades fundamentais. Mostrar seu uso na resolucdo do problema do dtomo do
hidrogénio.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: utilizar-se das propriedades dos
polindmios de Laguerre para calcular integrais Gteis em fisica; calcular valores
esperados de grandezas fisicas, como por exemplo o raio médio associado aos estados
fundamental e excitados do atomo do hidrogénio.

PRE-REQUISITOS
Operadores em espacos lineares e métricos, equacdes diferenciais ordinarias, método

de separacdo de variveis, harménicos esféricos, teoria de Sturm-Liouville.
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INTRODUCAO

Na aula anterior, comentamos que ha poucos problemas exata-
mente soliveis em mecanica quantica, e estudamos 14 o problema do
oscilador harmonico quantico, o que levou aos polinémios de Hermite.
Agora, estudaremos outro problema quantico exatamente soltvel: ata-
caremos a equacao de Schrodinger para o d4tomo do hidrogénio. A
determinacao explicita das autofuncoes e autovalores dessa equagao
passa pela resolucdo da equagdo diferencial de Laguerre (e de sua
equagio associada), o que nos levara aos polindmios de Laguerre e aos
polindmios associados de Laguerre. E importante frisar que, dentre a
centena (ou pouco mais) de a&tomos da tabela periodica, o inico a&tomo
para o qual sabemos resolver de fato a equacgao de Schrédinger é o do
hidrogénio. Para todos os outros elementos quimicos, usa-se métodos
aproximados, que se baseiam em certa medida nas conclusdes tira-
das da solugao para o a&tomo do hidrogénio, dai a importancia destes
resultados.
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8.1 Atomo d Hidrogénio

No atomo do hidrogénio, o elétron sofre a acdo de um potencial
elétrico,
Ze? _

Aregr’

V(r) =

Z é o nimero atdmico, igual a um para o hidrogénio, mas a resolugao
a seguir vale para qualquer &tomo com apenas um elétron — chamado
Atomo hidrogendide — como o Het ou Li™*, de modo que o operador
Hamiltoniano que descreverd o movimento do elétron é escrito:

2 2
H:—Zvﬂ(—ze).

dmegr

A equacao de autovalores a ser estudada é a equagao de Schrodinger

Hip=Eq,
ou seja,
h? Ze?
L vy - ZC y=F.
2m 4megr

Escrita em coordenadas polares esféricas, tal equagao fica (neste
ponto, talvez seja bom vocé recordar rapidamente o segundo Exemplo
tratado na terceira aula, em que fizemos a separagao de variaveis da
equacao de Laplace, em coordenadas esféricas; isso envolvia o operador
V3):

R0 (L0 B[ 1 9 ( Lo\, 1 &
2m r? Or " or 2m r? |senf 00 > 00 sen? 0 0p?
Ze?

dmegr

Y =Ey.

Esta equagao pode ser separada, em coordenadas polares esféricas,
da seguinte forma:

U(r) = ¢(r,0,0) = R(r) Y (0, ¢).

Aula
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Tal substitui¢ao, feita na equacao de Schrodinger fornece:

Y 0 [ ,0R " R[1 0 oYy 1 0%
—— (=) -—= —(senl — | + — =
2m r2 Or or 2m r2 |senf 06 00 sen? 0 0p?
B Ze?

dmegr

RY = ERY .

Efetuando o procedimento padrao para o método de separacao de
variaveis, ou seja dividir pelo produto RY’, isolar os termos que depen-
dem de r num dos lados da equacao, e por fim separa-la, encontramos
para a parte radial a equacao diferencial ordinaria seguinte:

h? 1 d dR h? 00+ 1 Ze?
r

2m  r? dmeor

R=FER

2m r? dr

e uma equacao diferencial parcial dependente dos angulos 0 e .
Ocorre que esta equacao para os angulos é nossa conhecida da
terceira aula,

1 1 0 Yy 1 %Y
Y Len@ o0 <sen«9%) T o0 0—g02} =+ D;

e possui como solucao os harmonicos esféricos,

Vim(0r9) = (1" \ 2T [ Pan(cost) e

Foi introduzida a constante de separagdo de variaveis ¢ (¢ + 1),
e ! =0,1,2,... deve ser um inteiro (reveja a quinta aula, sobre as
fungoes associadas de Legendre e os harménicos esféricos).

Analisemos a equacao radial. Vamos efetuar uma mudanca de
varidveis nessa equagao, passando da variavel r para

8mkE
p = - hz

r=aoar.

Esse tipo de transformacao é chamada de mudanca de escala, e
nao afeta a estrutura do primeiro termo da equagao diferencial radial,
apenas simplifica as constantes.

Observe também o sinal negativo dentro da raiz: neste problema
devemos ter energias totais negativas, 2 < 0, o que fisicamente signi-
fica dizer que a energia potencial elétrica atrativa entre o elétron e o
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nicleo — que é negativa — é maior em mo6dulo do que a energia cinética
do elétron, e este fica preso ao niicleo ou, como dizemos, o elétron se
encontra num "estado ligado".

Com isso, a equacao se simplifica:

1 d 2dy) {5 1 +1)
- < + -~ 7
p? dp (p dp p

Introduzimos nessa tltima expressao a constante (3,

_ 2mZe?
- Areqah?

e a variavel dependente y(p) = R(r) (é a mesma funcdo, mas indicamos
por outro nome devido & nova dependéncia).
A equacao para y pode ser desenvolvida, calculando-se a derivada
da parte entre parénteses, para dar:
. . 1 (0+1
P+ 2+ |2+ D —(72)

y=0.
4 p p

Faremos mais uma mudanca de variveis,

L(p) = p~" " y(p).

Com essa mudanca, obtemos:

pL(p)+[(20+1)+1—p] L(p) + (B —1) L(p) =0

e esta equacao pode ser comparada com a equacao diferencial associa-
da de Laguerre,

pL(p) + (k+1—=p)L(p) + mL(p) =0

paradarm=0—(—1ek =20+ 1.

As solugoes sao as fungoes associadas de Laguerre, L, x(p), sobre
as quais falaremos adiante. No entanto, é bom frisar que o parame-
tro m tem que ser um inteiro maior ou igual a zero; esta condicao
é necessaria para, na solu¢ao da equagao associada de Laguerre por
Frobenius, obtermos uma série finita (semelhante ao "truncamento"
adotado na solucao da equagao diferencial de Legendre, apds o que
obtivemos como solu¢ao os polinémios de Legendre). Como / ji vinha

139,



140,

Métodos de Fisica Teodrica |

sendo considerado um inteiro, / = 0,1,2,...e m = 3 —(—1 > 0,
concluimos que (3 também deve ser um inteiro, f =n (n = 1,2,...).
Tal restricao sobre (5 tem uma consequéncia:

5 2mZe? SmE
= n= ———- o = —_
Aregah?’ h?
de onde tiramos
5o mZ32e* 1

2 (Ameg)2 B2 n?

Esta relacdo expressa a quantizagao da energia, ou seja, apenas
alguns valores sao permitidos para a energia do elétron no atomo do
hidrogénio, cada um deles correspondendo a um nivel de energia, e a
um estado quantico especifico. O numero inteiro n, que rotula este
estado, é chamado nimero quantico principal.

As fungbes de onda — solugoes da equagdo de Schrédinger para o
adtomo do hidrogénio — sao conseguidas da seguinte forma:

Y =RY,
mas tinhamos adotado:
R(r) =y(p) = p" e L(p)
onde p = ar, e assim
R(r) = (ar)fe% L(ar).
Finalmente temos as autofung¢oes completas,

?ﬁ(r? 97 90) = An,ﬂ,m (O‘r)é 6_% Ln—€—172€+1 (Of’f’) n,m(ea 90>

onde a constante A, ,, é determinada a partir de uma condigao de

normalizacao,
27\% (n—1—1)!
nag 2n (n +0)!

Aqui, ag = h%*/me? ¢ o raio de Bohr.

1/2

An,é,m =
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8.2 Polindmios de Laguerre

Os polinémios de Laguerre L, (x) sdo solugoes da equagao diferen-
cial de Laguerre,
zj+(1—z)y+ny=0.

Note que esta equacao nao é de Sturm-Liouville, logo os polindmios
nao serao ortogonais no sentido do produto escalar usual para fungoes,
no qual a fungao peso é um. No entanto, as fungoes:

Gn(T) = e 2 Ln(z)

sdo ortonormais no intervalo [0, 00), de acordo com a relagao de orto-
normalidade (0, oco]:

/ e " Ly (%) Ly(z) dx = 0y, -
0

As fungoes ¢, () satisfazem:

x¢;+¢n+(n+%—§) by = 0

(que é do tipo Sturm-Liouville!).
Uma forma de calcular os polinémios de Laguerre é usando:

e’ d"
L,(x)=——(x"e”
(@) = o )
paran =1,2,...
A funcao geratriz do polinomios de Laguerre é:

_Zxz o¢]

9(@,2) = S = Y L) 2"

n=0

relagdo essa que vale para |z| < 1.
Alguns polinoémios de Laguerre:

Lo(z)=1; Ly(x)=1—x;
? —4dr+2 —2® + 927 — 182+ 6
5 : G DL

e vemos que, em geral, tais polinémios nao tém paridade bem definida
(ndo sao fungdes pares nem impares).

Lg(ﬂf) = Lg(ﬂf) =

Aula
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8.3 Polindmios Associados de Laguerre

Vamos agora falar um pouco sobre os polindémios associados de
Laguerre. Eles obedecem a equagao:

ank(ZE) +[k+1—2] Lnk(x) +nLyi(z)=0,

e podem também ser definidos como derivadas dos polinémios de

Laguerre,
dk
Luslw) = (=1 = (L)
Segue dai que:

L,o(z) = Ly(x).

Outra forma de defini-los usa a representacao de Rodrigues,

Lmk(ﬂf) =

e*xk dn _

Através de uma dessas ultimas duas expressoes, podemos obter os
polindmios associados de Laguerre. Algumas relagoes titeis sio:

Log(x) =1; Lig(z) = —z+k+1;

Loy(z) = % (k42 4 EE 2)2("" L

A fungdo geratriz para os polinémios associados de Laguerre é:

6_1 z
k—i—l ZL”k

expansao essa que é convergente desde que |z| < 1.

Os polinomios associados de Laguerre nao sao ortogonais em re-
lagao ao produto escalar usual (com func¢do peso um), mas o sdo no
seguinte sentido:

o0 |
/ ¢ & Ly () Lini(x) do = M O -
0 n'

Ja as fungoes:
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sao duas a duas ortogonais, o que pode ser notado na relacao de or-
tonormalidade acima. Estas fung¢oes obedecem a equacao diferencial
(tipo Sturm-Liouville):

. . 2

A relagao de recorréncia:
X Ln,k — (271 + k + ].) Ln,k — (n + k?) Ln—l,k — (n + 1) Ln+1,k

pode ser bastante tutil.

ATIVIDADES

1. Sabendo que o polinomio de Laguerre de indice dois vale:

Ly(x) = (2% — 4z +2)/2,
calcule o polinémio associado Ly ;(z) por derivagao.
2. Com o auxilio da relacao de ortonormalidade, calcule as cons-
tantes A, ¢, que aparecem nas autofuncoes da energia para o

adtomo de hidrogénio.

3. Calcule o valor médio da variavel radial,
(ry = / 7 Ruo(ar) Rug(ar) r? dr
0

para o atomo do hidrogénio.

4. Idem, para o inverso de 7,

<1> - /OOO % Ros(r) Rog(ar) 2 dr

r

b
sl
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COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

A resposta do problema 2, para vocé conferir:

27\* (n—0—1)!
(nao) 2n (n + 0)!
Nos problema 3 e 4, vocé devera selecionar a parte radial
R,o(r) da fungdo de onda, e inseri-la nas defini¢oes de (r)
e (1/r), comparando em seguida com a relagdo de ortonor-
malidade dos polinémios associados de Laguerre. Se apare-
cerem mais r’'s do que deveriam, tente usar a relacao de re-

corréncia para os polindomios associados. As respostas: (3)
(r)y = (ap/22)[3n* — (L + 1)]; (4) 1/(nay).

1/2

An,ﬁ,m =

CONCLUSAO

Aprendemos as propriedades fundamentais dos polinomios de
Laguerre, propriedades essas que permitem por exemplo o cilculo de
valores esperados de grandezas fisicas, como o raio médio do atomo.

RESUMO

Nesta aula vocé tomou contato com os polindmios de Laguerre,
que sao particularmente tteis na resolucao do problema quantico do
atomo do hidrogénio.

PROXIMA AULA

Na proxima aula estudaremos as transformacoes integrais de
Fourier e Laplace, que podem ser usadas na resolucao de equacoes
diferenciais diversas.
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