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Introduc3ao aos Tensores

METAS

Introduzir a notacdo tensorial, os conceitos basicos e propriedades dos tensores.

Mostrar seu uso em aplicacdes fisicas.

OBJETIVOS
Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: compreender e utilizar a notacdo
tensorial em aplicacdes fisicas, em particular para manipular expressdes envolvendo

operadores vetoriais.

PRE-REQUISITOS

Espacos vetoriais, operadores sobre espacos métricos.
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INTRODUCAO

Em alguns ramos da fisica em que se trabalha bastante com objetos
com componentes, como vetores e matrizes, desenvolveu-se uma nota-
¢ao extremamente compacta para expressar as leis fisicas e os modelos
tedricos de modo geral. Nesta aula discutimos as nogoes basicas rela-
cionadas a essa notacao tensorial, e mostramos o uso dessa ferramenta
em aplicacgoes fisicas.
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10.1 Nocoes Iniciais

Um tensor é um ente matematico constituido de componentes, que
sdo fungoes de um certo niimero de variaveis (as "coordenadas"), di-
gamos z', 2%, ..., 2" Aqui estamos usando indices 1,2,...,n supe-
rescritos, nao sao poténcias. Em algumas outras situagoes, nés usa-
remos indices subescritos, e em outras super e subescritos, como fi-
cara claro adiante. Também, o espaco determinado pelas coordenadas
', 2% ..., 2" é dito n-dimensional. Em particular, temos o espaco
tridimensional usual da Fisica, as vezes denotado R?, com 2! = z,
2?2 =y, 23 = 2.

O nimero de componentes de um tensor é n”, onde n é o nimero
de coordenadas, e r é a ordem do tensor.

Um tensor de ordem zero (r = 0) tem uma s6 componente, e
é chamado escalar. Indicaremos genericamente esse tensor por sua
componente, A.

Um tensor de ordem um (r = 1) tem n componentes, podendo ser

indicado na forma:

(A1, Agy .. Ay

e é chamado vetor. Nos indicaremos o tensor de ordem um por uma
de suas componentes, A;.

Um tensor de ordem dois (r = 2) tem n
ser escrito na forma:

2 componentes, podendo

A A o0 A
Ay Agp ... Ay
Al Ane .. Ann

e é chamado, portanto, de matriz; nés indicaremos esse tensor de
ordem dois por uma componente genérica A, ;.

Note que a ordem do tensor é dada exatamente pelo nimero de
indices de sua componente genérica, como se pode ver dos trés casos
vistos: A, A; e A;; tem, respectivamente, zero, um e dois indices.

No caso especial dos tensores de ordem dois, utiliza-se frequente-
mente as definicoes de tensor simétrico, se

Az’,j = Aj,z‘ s VZ,]
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e de tensor singular, como sendo aquele possuindo determinante nulo.

Para tensores de ordem superior a dois, ndao ha uma forma de
escrevé-los num arranjo grafico simples; mas costuma-se trabalhar com
seus elementos genéricos, que podem ter o aspecto: A;;; (tensor de
ordem trés), A, (tensor de ordem quatro),

A ordem dos indices é importante, e geralmente tem-se que Ajo3 €
diferente de A3y, Ayie3 € diferente de Ayo3, etc.

A convencao de Einstein, ou convencao do somatorio, é muito usa-
da, e consiste em ndo escrever o sinal de soma ), omiti-lo sempre
que houver indices repetidos. Quando, numa expressao envolvendo
tensores, houver um indice, digamos "i" aparecendo duas ou mais
vezes, subentende-se que ha uma soma em "i", variando de 1 a n (n
sendo o niimero de coordenadas). Por exemplo, quando encontrarmos
em um texto que use a notagao tensorial a expressao A; A’, ela significa

na verdade:
n
Z i
- AZ A ;
i=1
n:n

pois o indice "i" apareceu duas vezes. Ja a expressio A, B* quer

dizer o seguinte:
A BE =3 A

1=1 k=1

e perceba que ha tanto a repeti¢ao do indice "i" como de "k" (e por-
mnn

tanto ha somas nesses indices), mas o indice "j" aparece apenas uma
vez, € portanto nao esta somado.

Observe também que, sempre que se tem indices repetidos, um
deles é subescrito, e o outro é superescrito. Isto se deve ao produto
escalar, como veremos adiante.

Outros exemplos sao:

axl Z ori

dq Oz "L 9q O

ort ot — oxrt ot

esta ultima representando uma espécie de "regra da cadeia'" para uma

funcao ¢ dependendo de varias variaveis, z',2%,...,2", e cada uma

destas dependendo de outro parametro ¢ (que poderia ser o tempo).
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O indice repetido sempre pode ser trocado por outro indice (desde
que este ndo aparega na expressao tensorial), por exemplo

APA; = AV A

J& os indices livres, isto é, os que nao estao repetidos, nao podem
ser trocados.

10.2 Transformacoes de Coordenadas

Em véarios problemas fisicos, torna-se interessante — e as vezes im-
prescindivel, mesmo — acompanhar o movimento de uma particula (ou
outro sistema fisico evoluindo no tempo) sob dois ou mais pontos de
vista distintos.

Como um exemplo, a descri¢ao da queda livre de um objeto dentro
de um vagao de trem, que se desloca com velocidade constante em re-
lacao ao chao, pode ser feita por dois observadores distintos, digamos,
um observador O no solo, e outro O’ dentro do vagao (veja a figura
10.1).

—»AJ 9‘ . — A
- Xy 4

759,_..‘& O JO) . o S

X

Figura 10.1: Dois observadores, O fixo em relacdo ao chao, e O’ no
interior de um vagao, que se move num trilho retilineo com velocidade
constante.

As medidas de posi¢ao do objeto que cai, feitas pelo observador O,
relacionam-se com as medidas feitas por O’,

/

r =X
y=y-Vt
2 =z
(t'=1)
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e estas sao as transformagoes relativisticas de Galileu (reveja no mate-
rial de Fisica A). Neste caso, diz-se que a transformacao de coordena-
das consistiu de uma translacdo, pois ¥’ = y + Ay (onde Ay = —Vt).

Outro exemplo de transformacao de coordenadas liga dois refe-
renciais tuteis na descricao de um cristal, que consiste num arranjo
bastante organizado de 4tomos. Um referencial sem linhas, em que se
usa os eixos ortogonais x e y, e um referencial com linhas, usando z’
e y' sdo ligados por uma rotacao dos eixos de um angulo . Matema-
ticamente, a transformacdo de coordenadas de x,y para 2/, é dada
por:

x' =x cosf + ysenf
y = —xsenf 4y cosh.

Usaremos as seguintes notacgoes para indicar tensores em diferen-
tes sistemas de coordenadas: se a componente genérica do tensor A
for A, no sistema {z',2? ... 2"}, entdo a componente genérica no
sistema {z'', 2%, ... 2"} serd Ay (ou, se preferir, Alipa)-

O aluno nio deve se confundir com a notacdo x!, 22, ..., 2" Para
fixar ideias, pense no espaco usual tridimensional, n = 3, e 2! = «z,
2% =y, e > = z. Oportunamente explicaremos a razao do indice apa-
recer como se fosse um expoente. Aproveitamos a oportunidade para
lembrar que na teoria da relatividade restrita, trabalha-se com um
"espaco" quadridimensional: além das trés coordenadas espaciais com
as quais ja estamos acostumados, ! = z, 22 = y, e 2° = 2z, introduz-
se uma quarta, que os textos da area costumam denotar z° = ct (ou
ict, onde i é a unidade imaginéria). Esta quarta componente esta,
portanto, ligada ao tempo. A multiplicacdo pela velocidade da luz
faz com que, dimensionalmente, z° também seja um comprimento,
como z!, 22, 3. Em relatividade, tempo e espaco estdo intimamente
relacionados, e podem transformar-se um no outro. O espago quadri-
dimensional que citamos é chamado de "espaco de Minkowski".

A transformagao de coordenadas de {z', 22, ..., 2"} para o sistema
de coordenadas {z',z%,... 2"} pode ser indicada por:

o= platpy 2 4y af
¥ = prat ¥ a4 pd st
= plat +p) e 4] 2

sendo que tomamos n = 3 por simplicidade. Tal sistema de equagoes
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pode ser colocado em forma matricial,

v vo1 v 1
T P1 P2 D3 x

o/ _ o oo 2
T =\ i Py P3 o

3/ 33y 3
T P Py Dj 2

e que pode ser ainda "resumida" (lembre-se da convencdo de Einstein)
em:

y L
' =p;x".

E notavel o quanto a notacao tensorial consegue compactar as ex-
pressoes envolvendo vetores e matrizes!

Suporemos, aqui, que a matriz P de mudanca de base é nao-
singular, isto é, que seu determinante é nao-nulo. Essa ¢ uma condigao

para a existéncia da transformacio inversa, P!

Quase sempre estaremos interessados em transformagcoes lineares

entre os sistemas de coordenadas, para as quais pode-se escrever:

Y
-/ axz

(3

Pi = ggi -

~ . . !,
A transformagao inversa daquela representada pela matriz p; é:

, -
' =pya.

Note que estamos representando a matriz inversa de p; por p;,, de
modo que:

g ; 1, se1=7
? J J )
pi'pi’_ai_{o, sei#j

Nessa expressdo, 0] & o tensor delta de Kronecker, que no fundo
representa a matriz unidade,

1=

o O =
O = O
—_ o O

10.3 Definicao de Tensor. Propriedades,
Exemplos

Nas secoes precedentes, introduzimos uma nog¢ao bésica do que
seria um tensor, e falamos também em transformacoes de coordenadas.
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Neste momento, introduziremos a definicao formal de tensor, que liga
os dois topicos até entao discutidos.

A definicao sera dividida em trés partes.
(a) Uma entidade com componentes A;; x no sistema z*, € componen-
tes Ajjr. 1 no sistema 2 & um tensor covariante sob a transformacao
zt — ¥ se:

’i/j/_,.k/ - ’L]k) 8{1;7:/ 8{17], e axk/ .

(b) Um ente A¥Y* & um tensor contravariante sob a transformagcio
. y

' — x se:

! -/ /
AZ-/]-/ / Al]k ox" 0z’ axk
dz' Oxd b
(c) Al & um tensor misto, contravariante em i, ..., j e covariante em
k,...,l, se se transformar como:
, ,
i o' or?" Ok oz
= Ay

l&ﬂ U Oxd oxk T Ot

Em particular, para um tensor de ordem zero,
A =A;

a componente tem o mesmo valor, seja em {z'}, seja no sistema {z%}.
Por isso se diz que um escalar é invariante sob transformacgoes
de coordenadas.

Se dois tensores do mesmo tipo sao iguais em algum sistema de
coordenadas, entao serao iguais em todos os sistemas de coordenadas.
Um tensor nulo (isto é, com todas as componentes nulas) é nulo em
qualquer sistema de coordenadas.

Nos ilustraremos a afirmacao acima com um exemplo: se dois ten-
sores, A e B, de mesma ordem e tipo, sdo iguais num sistema z°,

gk _ pik

~ . -/
entao num sistema z* teremos:

, ozt 0xd" Oz
B — pIF

v v 9xt Oz Ozk
~

ozt Oz’ @
Oxi’ Oxi Ok

i k! ik
ALK = Al
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Como Al" = BJ* e as partes indicadas pelas chaves horizontais
(2 7 7
sao iguais, segue que
'lk/ -/k/
AZ/ - BZ]’

demonstrando que a igualdade ocorre também num outro sistema
qualquer z" .

Quando vocé ingressou na Universidade, provavelmente j&i havia
aprendido muita coisa da mecanica de Newton. Por exemplo, ha a
segunda lei de Newton, que pode ser expressa como:

F=ma

(a forca é o produto da massa pela aceleracdo).

Mas, na Fisica A, seu professor deve ter introduzido a notagao
vetorial, de modo que vocés passaram a ter um método que pode
ser aplicado a movimentos no espaco. Na Fisica A, a segunda lei de
Newton virou:

F=ma.

Sera que é s isso, a notacao vetorial da Fisica A apenas estende o
formalismo unidimensional para trés dimensées? Nao, nao é sé isso, a
vantagem no uso de vetores ¢ muito mais significativa. Digamos que
tal relagao vetorial (ou devemos dizer... tensorial?) valha em um dado
sistema de coordenadas, usado por um certo observador O. Mas, pelo
que vimos acima, se o vetor do lado esquerdo é igual ao vetor do lado
direito num sistema de coordenadas, entao serao iguais em todos os
sistemas de coordenadas! Isto quer dizer que, quando expressamos a
lei de Newton em termos vetoriais, estd garantido que ela é valida para
todos os observadores (inerciais), ou em outras palavras: ela expressa
uma lei fisica que é independente de qual seja o observador, ou sistema
de referéncia adotado. Assim, quando optamos pela formulacao tenso-
rial, estamos na realidade tomando uma forma que tem uma validade
muito mais ampla.

Um exemplo de tensor contravariante é dado pelas diferenciais da,
pois, usando a regra da cadeia,

U

il 8xZ i
dr' = o dx

(compare-se com a definigao (b)).
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Por outro lado, 9/0x" comporta-se como um tensor covariante, ja

que 5
20 = (Vo) = (grad ),

que é a componente "i" do vetor gradiente de ¢. Mas tal componente
se transforma assim:

dp  0¢ ozt
ozt Oxt Oz
e essa expressao deve ser comparada com a defini¢ao (a).
Um tensor misto muito importante é o delta de Kronecker,

iaxi/ oz’ i i ] il g i
% Bt a7 = Pk P =0 7y = G

Vamos agora listar as operagoes que comumente podem ser feitas
com o0s tensores.

A soma e a subtracao de tensores pode ser efetuada, mas apenas
com dois tensores de mesma ordem e mesmo tipo, e essas operagoes
sao feitas componente a componente, como ilustram os exemplos:

Aij + Bij = Cyj,
A, — B, =D
O produto externo é aplicado nas situacoes em que nao haja repe-

ticao de indices. Obtém-se um tensor de ordem maior, como mostra
o exemplo:

i pkl _ ikl
Em contrapartida, no produto interno hé indices repetidos em ten-
sores distintos, que pela convencao de Einstein estao somados:

Aij Bz‘lm -

lm;

observe que o indice "i", que estava somado, desaparece do tensor

resultante C, mas os indices livres j, [, m sdo preservados (inclusive no
seu tipo: co e contravariantes mantém sua posi¢ao).

Um pouco parecido, mas na verdade com uma diferenca sutil em
relacdo ao produto interno é a contragao de indices: neste caso, a
repeticao de indices ocorre num mesmo tensor. Assim, partindo de
um dado tensor, digamos A;ff , podemos criar por contragao outro
tensor, como: -

A =B
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ou entao
ijk ik
A =C
H& também uma operacao que pode ser vista como a inversa do

produto; a chamada regra do quociente estabelece: se, para todo ten-
sor B;, o produto interno for igual a um tensor A7,

entdo C'Y é um tensor, chamado de quociente de A7 por B;.
Utiliza-se uma notagao especifica para a derivacao de tensores: a
derivada do tensor A com relagao a variavel 2™ é indicada
o . . o
.. pte..]
O A= Ak...l|m'
Esse objeto nem sempre é um tensor. Temos, para qualquer tensor
A, a relagdo para a componente transformada para outro sistema,

I N S i !

TN Ak’l Di - p] Prr -+ - Py
e a derivada do lado direito dessa expressdao fornece (note bem, é a
derivada de um produto de termos, igual & derivada do primeiro vezes
todos os outros, mais o primeiro vezes a derivada do segundo vezes
todos os outros, mais etc.):

il T i’ j ok l
AL = A, Pi -+ -Dj Dy - Dy

LA m! dm
+termos envolvendo derivadas dos p's.

Para que o objeto derivada de A em relacao a 2™ seja um tensor,
deve se transformar como tal, e portanto na expressao acima deveria-
mos ter apenas o primeiro termo do lado direito. Para que todos os
outros termos (que envolvem derivadas dos p’s) se anulem, basta que
as transformagoes de coordenadas sejam lineares, pois nesse caso:

or? !
e a derivada de uma constante é nula.
Veja um exemplo bem simples: suponha que vocé queira fazer uma

tranformagao linear, levando do sistema de eixos {z,y}, no plano, a
um outro sistema {2’,y’}. Se a transformacao for linear, sera do tipo:

/

= constante

¥ =ar+by, y =cr+dy

Aula

10

179,



"'_180

Métodos de Fisica Teodrica |

e assim
ox'  ax + by

v
L
e assim a derivada desse parametro p é zero.

Felizmente, em fisica normalmente usamos transformagoes lineares,
como translagoes ou rotacoes, e portanto a derivada de tensores com
relacao a tais transformagoes sao ainda tensores.

H4 um tensor especialmente importante, visando o uso na fisica.
E o chamado tensor métrico, que vamos introduzir agora.

Considere um tensor g;;, arbitrario, mas simétrico (g;; = g¢j;) e
ndo-singular (det g # 0). Se indicarmos a matriz inversa de g;; por
97,

= @ = constante

ij o s
g- gjk = 0y, -

Com o auxilio desses tensores g;; e g"/ consegue-se abaixar e ele-

var indices de outros tensores: por exemplo, se quisermos construir

um tensor covariante a partir das componentes contravariantes A’,

fazemos:
A= Gij Al

se quisermos construir as componentes contravariantes a partir das
covariantes A;, basta tomar:

i ijoq .
A =g Aj7
e se quisermos abaixar, digamos dois indices de A}, procedemos assim:
Ilm
Az’jk = it Gjm Ak .

Nem sempre os espagos em que se trabalha possuem uma nocao de
distancia entre pontos, ou métrica. No caso de possuirem, a distan-
cia entre pontos infinitesimalmente préoximos pode ser introduzida da
seguinte forma:

d[(z', 2%,...,2"), (z' +dat, 2* +da®, ..., 2" +da™)]* = (ds)?

= Gij dx' da? .

No caso do espago Euclideano tridimensional, a que estamos acos-
tumados devido ao nosso estudo da mecéanica Newtoniana,

(ds)? = (dz)* + (dy)? + (d2)* = (dx')? + (dz?)* + (dz®)?
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e vemos que, neste caso,

gi1 = g2 = g33 = 1;

os outros componentes da matriz sao nulos, e:

s

I
O O =
O = O
_ O O

e g é a matriz unidade!

Em geral, se o espago possui um tensor métrico g;;, é chamado
espaco Riemanniano. Define-se entao o comprimento de um vetor A
como a raiz quadrada de:

) o :
A*=g,; AA =A; A
Dois vetores serao ortogonais se:

(isto &, se seu produto escalar A; B’ for nulo).

Sempre que considerarmos transformacoes de um sistema, ortogo-
nal de coordenadas para outro sistema também ortogonal, a matriz de
mudanca de base serd uma matriz ortogonal, que se caracteriza pela
propriedade de que sua transposta é igual a sua inversa,

P'=pt.

Neste caso, a métrica (que, como veremos, serd dada pelo produto
de matrizes P' P) ser4 uma matriz identidade, como no exemplo que
vimos h4 pouco. Com isso, componentes contravariantes A e covari-
antes,

Ai = gy Al

serao idénticas, ja que g = P'P = P71 P = 1.

No entanto, quando considerarmos transformacoes de coordenadas
envolvendo um sistema obliquo de coordenadas (isto é, ndo-ortogonal),
haveré diferenca entre componentes co e contravariantes.

Ilustraremos tais resultados com os dois exemplos seguintes.

Aula

10

181,



Métodos de Fisica Teodrica |

Exemplo Vamos mostrar que:

2
= 2
—xy
é um tensor, com relagao a rotagao de eixos, isto é, sob transformacgoes
de coordenadas do tipo:

/

2 =x cosf + ysenf
y = —xsenf + y cos b

~ . i !
Trata-se de uma transformagéo linear de {z', z*} para {z',z? },

Y B cosf senf x! _p xt
22 ) 7\ —senf cosh x? ) x2 )

A transformacao inversa,

x! T
()= ()

envolve a matriz inversa de P,

plo_ 1 Adj [P!] = 1 Adj<0089 —sen@)

det P 7] = cos? 0 + sen? 0 senf cos#
_ cos) —senf _pt
senfl  cosf
Assim, P! = P!, e P é uma matriz ortogonal.
Usamos essa matriz P~! para escrever:

!
x! cosf) —send a!
— ’
x? send cosf x?
e dai segue, por exemplo, que
! !
! =cosfz! —senfz?

e podemos tirar:

ot _ o

W = —8677,9.

182,
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Analogamente, 1 O

Ox? Ox?

Wzsen&, — =cosH.

. ’ !
No sistema {z!", 22"}, devemos ter

12 !,/
s < y? 'y )
- 1,0 2 .
-2’y oz
Se A for um tensor, digamos, duas vezes covariante, ele deve se
transformar assim:

oxt 0x’
Apjr = Aij 7 = -
J T Oxt QI
De fato,
oxt Ox?
A = A= ger Ao
Oxt Oxt ox' 0x? Ox? Oxt
ox® 0z A
OV ozt %

= cos*0y® + cosfsend (—zy) + sen d cos O (—zy) + sen” 0 2°

= (y cos® — xsend)?
= ().
De forma analoga, mostra-se que
A =—a'y's Ay =-a'y'; Ayp=(a)

logo A é um tensor.
Se considerdassemos A como um tensor duas vezes contravariante,
isto é, se testassemos a validade de

Y - al'il ale
AT = g O80T
ox' Oz’

obteriamos, novamente,
! N2 . ! I o0,
A=) Ap=-2y;

A,21 =2y A/22 = (x')2.

( 183
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Nao haveria, portanto, nenhuma diferenca entre as componentes
co e contravariantes. Lembre-se que isso ocorreu porque considerou-
se uma transformacdo de coordenadas de um sistema ortogonal para
outro também ortogonal.

Exemplo Sistemas obliquos de coordenadas as vezes sdo titeis em
fisica. Um exemplo de sua aplicacao é na descricao de fenémenos que
ocorrem numa rede cristalina como a da figura 10.2, que poderia por
exemplo ser trigonal.

G

Figura 10.2: Uma rede cristalina mostrando vetores de rede que nao
sao todos ortogonais.

Em funcado da disposicdo dos dtomos nesse cristal, os vetores de
rede a, b e ¢ nao sao ortogonais entre si, e sao escritos, em termos de
versores i, j e k de um sistema ortogonal, como:

a = aitajt+ak
b = bi+b,j+0b.k

c = citcejtcek.

Um vetor qualquer v do espago pode ser descrito através de compo-
nentes, tanto no sistema ortogonal i, j, k (e terd componentes v,, vy, v;)

184,
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como no sistema obliquo a, b, ¢ (componentes v,, vy, v.). Entéo,

v=ui+v,j+v.k = voat+uvy,b+u.c
= VUglpi+vgay]+vgak+
Ubbzi+vbbyj+vbbzk+

VeCpl+vecyj+vec k

logo, comparando os coeficientes de cada um dos versores, i, j e k,
vem:

Ux:axva+bmvb+cxvc
= Ay Vg + by vy + cy v,
2}z:azva_‘_bzvb—i_czvc

I~
<
|

Ou ainda,
Uy ag; by ¢, Vg
Uy =\ ay by ¢ Up
U, a, b, c, Ve

onde reconhecemos a matriz de mudanca da base {a, b, c} para a base
{i,j, k}, que chamaremos P,

a; by ¢
P = ay by Cy
a, b, c,

Neste caso, como a, b, ¢c ndo sao ortogonais, P nao serd uma matriz
ortogonal.
Como inverter a relacao

Uy Uq,
v, | =P | w |7
Uy Ve

Evidentemente, um jeito é inverter a matriz P. Mas mostraremos
uma outra técnica que também faz isso, e é bastante usada em fisica

do estado sélido: construiremos os vetores da rede reciproca, através

de:
, b xc

, cxa , axb

—_ — Y =—
axb.c’ axb.c’ axb.c

185
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Esses vetores, que geralmente também nao sao ortogonais entre si,
satisfazem:
a.a=1; b.b=1; d.c=1
e dai o nome "reciprocos" (o nome é sugerido pela relagio entre nime-
ros reais, se a’.a = 1 entdo @' = 1/a, e a’ seria o inverso ou reciproco
de a).
Valem também:

a.b=a.c=0; b.a=b.c=0; c.a=c.b=0.

Suponha que os novos vetores a’, b’, ¢’ sejam escritos em termos de
coordenadas cartesianas por:

a’ = ayita,jt+ak
b = b i40b,j+ 0k
c = ditcjt+ck

Entao, construimos com as componentes cartesianas desses trés veto-
res a matriz @),

/ / /

a, a, a

_ / / /
Q=110 b, b
/ / /

G ¢ O

E possivel mostrar que essa matriz é tal que PQ = QP = 1, ou
seja, Q@ = P~!. Com isso,

Va Vg
v | =Q | vy
Ve Uz

Traduzindo esta tltima relagao em palavras, a partir das compo-
nentes cartesianas v,, vy, v, de um vetor qualquer v, consegue-se achar
as componentes desse vetor no sistema obliquo a, b, c. Essas com-
ponentes v,, vp, v, sa0 chamadas de componentes contravariantes de
V.

De outro lado, é possivel também representar o vetor v no sistema,
de vetores da rede reciproca, isto é representa-lo na base {a’, b’ ¢},

v=uituj+u.k = v,a+uyb+u.c

vpb, i+ )b+ v b Kk +

A [ !
v it vtk
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e comparando os coeficientes de cada um dos versores i, j e k entre a 1 O

primeira linha e a tltima, v

vy = ay, v, + U vy + v,

/ / / / / /
vy = a, v, + b, vy + v
v, = a, v, + b, v, + v,

ou
/ / / !/
Uy a, U, c, v,
_ / / / /
vy, | = a? b? c? vl;
U, a, U, c, v,

relacao essa que pode ser escrita:

Uy vl

_ Nt /
v, | =@ Up
v, vl

Essa expressao pode ser invertida,

/

v, Uy
/ _ pt

Uy =P Uy
!

v, v,

e, a partir das componentes cartesianas v,, vy, v, de v constroi-se
vl, vy, UL, que sdo componentes na base reciproca a’,b’, ¢/, e que sao
chamadas componentes covariantes de v.

Mostraremos daqui a pouco, através de um exemplo numérico,
que as componentes co e contravariantes de um vetor v sao distintas,
e isto esta ligado ao fato de que havia um sistema de coordenadas
nao-ortogonal envolvido.

O produto escalar de dois vetores, usando a notacdao matricial, é
dado por:

uv=_( u )| v

No sistema ortogonal x, y, 2z, isso se escreve:

(%
uv = (upuyuy) | vy, | =up v, +uyv, +us v,
(%
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Mas
¢ ¢
Uy Uq
(ug uyu,) = Uy =|P | w = (uq upu.) P
U, Ue

onde foi usada, na ultima passagem a relagio (AB)' = B' A' para
matrizes.
Logo,

Vg
uv = (u, up u.) P'P | v
Ve

no sistema a, b, c.
Em particular, se um vetor de comprimento infinitesimal, dR, tem
componentes dR', dR? e dR? nesse sistema obliquo, entdo

dR?
ds* = dR.dR = (dR'dR*dR*) P'P | dR?
dR?

= (P'P);jdR"dR’
e, comparando com a relacao de definicao da métrica, que era:
ds? = Gij dz’ da?

achamos que
g=P'P

(métrica do espaco real).
De forma anéloga, obtém-se

9 =Q'Q

como sendo a métrica do espago reciproco, e para transformar compo-
nentes contravariantes em covariantes (isto é, para "abaixar indices")
usamos a métrica PP,

/
v, Uq
v, | =P'P | u
!/
vl Ve
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e, inversamente, para "elevar indices" usamos a métrica Q'Q, 1 O

/

Vg vl
v | =QQ | v
Ve vl

Passemos ao exemplo numérico prometido.

Exemplo Considere os vetores linearmente independentes, mas
nao todos ortogonais entre si:

a=i; b=j; c=i+2j+3k.

Com isso, a matriz de mudanca de base entre o sistema obliquo
{a, b, c} e o sistema ortogonal {i, j, k} é:

1 01
P=101 2
00 3
e o produto misto dos trés vetores do sistema obliquo vale:
1 00
axb.c=|0 1 0|=3.
1 2 3
Os vetores de base da rede reciproca sao:
Lok
b 1| 1
a’=%=§ 01 0|=i-zk
axb.c 1 2 3
S
1) 2
axb.c 10 0
S
b 1| 1
axb.c 01 0

Construimos entao a matriz (), com as componentes de a’, b’, ¢’:

10 —1/3
Q=01 —2/3
00 1/3
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E interessante que vocé calcule, da maneira usual, a inversa da
matriz P, para conferir que Q = P~1.

Considere o vetor v = i+ j+ k. Suas componentes contravariantes
serdo calculadas, em relagdo a base {a, b, c}, através de:

Vg Vg 1 0 —1/3 1 2/3
v | =Q | v, | =101 —2/3 1 |=1| 1/3
Ve v, 0 0 1/3 1 1/3

e, por outro lado, as componentes covariantes nés as calcularemos com
o auxilio de:

vl Uy 1 00 1 1
vy | =P [ v, | =010 L =11
vl U, 1 2 3 1 6

Vemos, portanto, que as componentes co e contravariantes sao dis-
tintas.
A métrica do espago real é dada por:

100 1 01 10 1
PPP=| 010 01 2]=101 2
1 2 3 00 3 1 2 14

e ela, de fato, transforma componentes contravariantes em componen-
tes covariantes:

v, Vg 10 1 2/3 1
v, | =P'P| v |=101 2 /3 1= 1
o v 12 14 1/3 6

Também, para calcular o comprimento do vetor v, usamos, em
coordenadas cartesianas,

v=y|vPl=Vv.v=VI1+1+1=3,

e, no sistema obliquo, calculamos:

1
v.v=2vv=(2/3 1/3 1/3) | 1 | =3,
6

ou seja, obtemos o mesmo valor v = /3, consistente com o fato de
que o comprimento do vetor (que é um escalar) é um invariante, ndo
dependendo do sistema de coordenadas utilizado.
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10.4 Operadores Diferenciais Vetoriais

Uma das vantagens da utilizagdo dos tensores em fisica é o fato de
implicarem em consideravel "economia': as equacoes da fisica, quando
escritas em termos tensoriais, tornam-se bastante compactas.

Com tensores, veja como é possivel escrever o divergente do campo
vetorial A: ,
oA
X 3
o gradiente de um campo escalar ® nds o representamos apenas por
uma de suas componentes,

divA=V.A=

(grad @), = (V®), = aq), :
0xt

J& vimos como escrever o produto escalar de dois vetores,

mas para escrever o produto vetorial (e, posteriormente, o rotacional
de um campo vetorial) precisamos definir, antes, o tensor de Levi-
Civita,

+1, sei,j,k forem iguais a 1,2,3 ou 3,1,2 ou 2,3,1;
€ijk = —1, se 1i,j,k forem iguais a 2,1,3 ou 1,3,2 ou 3,2,1;
0, se houver pelo menos dois indices repetidos.

Isto &, €, € igual a +1 se i, j, k assumirem (respectivamente) os
valores 1, 2,3 ou uma permutacao ciclica desses ntimeros; serd —1 se
assumirem os valores 2, 1, 3 ou permutacao ciclica desses; e sera nulo
quando houver alguma repeticao de indices.

Nos chamamos € de tensor de Levi-Civita; alguns autores chamam
e de "simbolo de Levi-Civita", mas o nome ainda mais adequado para
ele é pseudo-tensor, pelo seguinte motivo. €;;, € um tensor com relagao
a rotagoes de coordenadas, porém se fizermos uma transformacao tro-
cando os sinais das coordenadas (isto é chamado "reflexdo de eixos"),

entao €;;, vai se transformar assim:

ox' Oxd OzF

i’ j'K! ijk ale ale afL’k/

Aula
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(compare com a defini¢do (b) de tensor). Um pseudo-tensor é, por-
tanto, um tensor com relagdo a transformacoes de coordenadas exceto
para reflexao de eixos, quando h& uma troca de sinal.

Os vetores momento angular (L = r x p), velocidade de rotacao
(v.= w xr) e torque (1 = r x F) sdo pseudo-tensores. Quando
passamos de um sistema destrogiro (definido pela base usual i, j, k)
para um levogiro (—i, —j, —k) esses vetores trocam de sinal.

Com o auxilio do tensor de Levi-Civita, escreve-se:

[A x B], = e, A7 B*.
De fato, isso funciona: veja por exemplo a componente x desse
produto vetorial:
[A X B]l = €111 Al Bl + €112 Al B2 + €113 Al 33 + €191 A2 Bl —+
“+€199 A2 B2 + €123 A2 33 + €131 AS Bl +
+e130 A® B* + €133 A° B
— A2 BS o AS BQ .
de modo similar, acha-se
[A x B], =A’B'-A'B*, [A ><B]3:A1B2—AQBI.

Isso confere com o que costumamos calcular através do determi-
nante simbdlico:

ik
AxB=| A' A2 A3
B! B? B3

Usando o pseudo-tensor de Levi-Civita, escreve-se o rotacional de
um campo vetorial A como:

0
[V X A]Z = Eijka—xjAk"

Com a notacao tensorial, fica facil provar relagoes vetoriais envol-
vendo os operadores vetoriais gradiente, divergente e rotacional, como
mostram os exemplos seguintes.

Exemplo Vamos mostrar que:

V(oy) =9 Vo+oVi.
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Escrevemos a expressao na forma tensorial para a componente ge- 1 O

nérica "i" do gradiente do produto:

0 0 0
V@l = o (6) = 6oL 4 O
6 (V) + (Vo),
[0 Vi + 9 Vg,

e vemos que, para qualquer componente "i", a igualdade vale, logo

vale a relacao vetorial que queriamos provar.

Exemplo Em seguida, vamos mostrar que:
V.(aF) =aV.F+F.Va.

Escrevemos a expressao tensorial para o divergente do produto da
funcao escalar a e do campo vetorial F, e efetuamos a derivada para
provar a relagdo:

0 OF; da

(aF}) =a +F, — =aV.F+F.Va.
~— ~—
V.F (Va),

Exemplo Mostraremos que:
V x (aF) =aV xF+ (Va) x F.

Escrevemos, para uma componente genérica:

0 oF, Oa
[ X (a )]z €ijk axj (a k’) Cijk |:aal,j + axj k’:|
6Fk da
a €35k axj +e€ ik al’j k
N—_—— ~—~
(VxF), (Va),
= a(VxF), +e (Va); Fy
N——_— ——
[(Va)xF];

= [aV xF +(Va) x F],
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e como a igualdade vale para qualquer 7, entao esta provada a relagao
vetorial.

H4 muitas aplicacoes dos tensores, em vérias areas da fisica. Va-
mos fechar esta aula com uma aplicacao de utilizacao dos tensores na
mecanica classica, mais especificamente, na descricao de rotacoes dos
corpos rigidos.

O momento angular de uma particula de massa m e velocidade v,
em relagdo ao ponto O (veja a figura 10.3), é dado por:

L=rxp=mrxv.

Figura 10.3: Uma particula de massa m com momento p = mv.

J& 0 momento angular de um cilindro oco de massa total M e raio
R, que gira em torno do eixo z (que coincide com o eixo de simetria
do cilindro) com velocidade angular w é:

L = /rxdp:/RdmvseDQOOk

= Rvk/dm:MR2wk.

(figuras 10.4 e 10.5).

Nesta expressao, usou-se v = wR.

A quantidade I = M R? é conhecida como momento de inércia do
cilindro (com relagdo ao eixo z) e, neste caso,

L=7lwk=1]w

onde w é o vetor velocidade angular (com diregao e sentido dados pela
regra da mao direita).
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10

Figura 10.4: Uma casca cilindrica girando ao redor de seu eixo de

simetria.
+h
| R

Figura 10.5: Divide-se a casca cilindrica em pedacinhos de massa dm,
para calcular o momento angular.

No entanto, se o cilindro gira em torno de outro eixo, por exemplo
um eixo inclinado como mostra a figura 10.6, o célculo pode ficar bem
mais complicado; ainda assim, pode-se escrever:

L=T1T w

onde agora I é um tensor de ordem dois (uma matriz), conhecido como
o tensor momento de inércia.
Para um sélido qualquer girando em torno de qualquer eixo, escre-

vemos:
L = /rxdp:/rxvdm:/rx(wxr)dm

_ /[r2w—(w.r) ] dm
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Figura 10.6: A casca cilindrica girando ao redor de um eixo que nao
é um dos eixos de simetria.

sendo que nessa tltima passagem fizemos uso da identidade vetorial:
ax(bxc)=(ac)b—(ab)c.

Teremos, para a componente ¢ de L:
Lz’ = / [rzwz- — (wjrj) ’f’i} dm

(1=1,2,3).
Introduz-se, neste ponto, o tensor de inércia:

Iij:/[’fj(si'—’f’i?"j] dm,

e note que este tensor é simétrico, I;; = Ij;.
Note que:

Iz'jw]' = / |:7’2 5ijwj —mrjwj} dm = Lz
~——
Vale, entao, a relacao tensorial:
L=1w

(é claro, a relagdo ndo deve ser confundida com um produto escalar

de vetores, é preciso lembrar que I é um tensor de ordem dois).
Quando mostramos que L = [ w para um cilindro girando ao redor

de seu eixo de simetria z, falamos num momento de inércia I = M R2.
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Essa é na realidade a componente I,, (ou I33) de I; em geral,

](L'(L' ]my Ixz
I= Ly Ly 1y
[z:c [zy Izz

e os termos Iy, I, Iy, 1y,
inércia".

No caso do cilindro girando ao redor do seu eixo de simetria, I é
diagonal,

I., e I, sao chamados "produtos de

Le 0 0
1= o 1, 0 |;
0 0 L.

Iy, Iy, e 1., sao os momentos principais de inércia, e os eixos sao
chamados "eixos principais de inércia", sendo usualmente denotados
Zo; Yo, 20-

Naturalmente, o eixo 2z, é um eixo de simetria, e a rotacao ao redor
dele se caracteriza por um momento angular L.,

0 Ly 0 0 0
o |=| o0 1, o 0
L. 0 0 MR? w,

Num caso mais geral de rotacao do cilindro em relacao a um eixo
inclinado, I é nao-diagonal, o que quer dizer que os produtos de inér-
cia nao serao todos nulos. Neste caso, pode-se pensar em fazer uma
transformacao de coordenadas, na realidade uma rotacao de eixos, que
leve o sistema de eixos x, ¥y, z ao sistema xg, Yo, 20-

Matematicamente, achar tal transformacao de coordenadas é equi-
valente a diagonalizar a matriz I. Para isso, esta matriz devera ser
Hermiteana (ou simétrica). Achando autovalores e autovetores de I,
pode-se construir uma nova matriz M, unitaria (M = M~1), em que
cada uma de suas colunas seja um dos autovetores de I (normalizados).
Essa matriz M serd a matriz de mudanca de base! E teremos:

M 'IM =1,

onde Iy é a matriz j4 diagonalizada.
Pensando inversamente: se soubermos construir uma matriz I,
para descrever uma rotacao simples do cilindro, podemos construir a

Aula
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matriz I descrevendo a rotacao em torno de um eixo inclinado qual-
quer, tudo o que precisaremos é da matriz (de rotagao M) ligando esse
conjunto de trés novos eixos ortogonais aos eixos originais g, 4o, 2o,

I=MI,M .

ATIVIDADES

1. Prove, com todos os detalhes, que

(22
—y* ay

é um tensor com relagdo a rotacoes.

(o)
—y* zy

nao é um tensor sob rotacoes de coordenadas.

2. Prove que

3. Usando os tensores métricos g;; ou ¢g*, mostre que:
(a) A'B; = A; B
(b) g5 =9
4. Mostre que
(a) €ijk €ijk = 6;
(b) 0;j €1 = 0;
(c) €ipg €jpg = 20i;.
5. Mostre, com o formalismo tensorial, que
V.(AxB)=B.(VxA)-A.(VxB).
6. Mostre, com o formalismo tensorial, que V x V¢ = 0.
7. Mostre, com o auxilio do formalismo tensorial, que
Vx(AxB)=(VB)A-(V.A)B+(B.V)A—-(A.V)B

(dica: €k €pge = 0ip 0Jq — 0ig 0Jp )-
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COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES 1 O

No problema 1, vocé deve proceder como no Exemplo na pa-
gina 182, supondo que se trata de um tensor duas vezes cova-
riante.

No problema 2, basta achar um contra-exemplo, ou seja, uma
componente que nao se transforme de acordo com a relagao
de definicdo de tensores, para provar que aquela matriz nao
corresponde a um tensor.

Dicas para o problema 4: vocé pode escrever as expressoes em
que ha as somas, explicitamente, isto é, "i" variando de 1 a
3, "j" variando de 1 a 3, etc, e vendo quais termos se anulam
(seré que vocé precisara escrever 3 x 3 X 3 possibilidades para
€? Lembre-se que se houver indices repetidos, o tensor de
Levi-Civita se anula). No item (c), vocé pode usar a mesma
dica do problema 7.

CONCLUSAO

Os tensores fornecem uma notagao bastante compacta e eficiente
para uso na fisica teorica. Além disso, suas propriedades de invariancia
sob certas transformacgoes de coordenadas habilitam seu emprego na
formulacgao de leis, possuindo uma validade mais ampla.

RESUMO

Nesta aula vocé teve um primeiro contato com os conceitos basicos . D

e propriedades dos tensores, assim como viu algumas aplicacoes dessa
ferramenta em fisica. Em particular, aprendeu a manipular a nota-
¢ao tensorial aplicada aos operadores vetoriais gradiente, divergente e
rotacional, que encontram farta aplicacao, por exemplo na teoria do
eletromagnetismo.
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