Capitulo 6

Funcoes Reais Continuas

Aula 6: Funcoes Reais Continuas

Meta

Apresentar ao aluno os conceitos de funcao continua, uniformemente continua e demonstrar
resultados relevantes em Anadlise como, por exemplo, o Teorema do Valor Intermedidrio e o

Teorema de Weierstrass.

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de verificar se uma funcao é continua ou
uniformemente continua e saber aplicar corretamente os Teoremas do Valor Intermediario e

de Weierstarass.

Pré-requisitos

Aula 5, Fundamentos da Matematica e Calculo II.
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6.1 Introducao

Ol4a, nesta aula, convidamos o aluno ao estudo das fungoes continuas e uniformemente
continuas em R. Inicialmente definimos e exemplificamos fungoes continuas. Veremos que
o conjunto formado por estas funcoes é fechado para a soma, subtracao, multiplicacao e
divisdo (quando esta faz sentido), isto é, uma operacao elementar de duas fungoes continuas
gera uma funcao continua. Por conseguinte, obrigamos o dominio da funcao continua ser
um intervalo fechado e limitado (ou seja, compacto) para poder enunciar e provar alguns
resultados importantissimos em Analise, entre eles, o Teorema do Valor Intermedidrio. Este
tém aplicacao direta em determinacao de raizes de polinomios. Em seguida, retiramos a
hipdtese do dominio ser um intervalo e continuamos com a condi¢ao de compacidade para
obter o Teorema de Weierstrass. Este Teorema tera também aplicacao na procura de ze-
ros da fungdo derivada (ver aula 7). Por fim, discutimos que fungoes sdo uniformemente
continuas e que condigdes devemos acrescentar a uma funcao continua para termos uma

funcao uniformemente continua.

6.2 Continuidade e Exemplos

Defini¢ao 6.1 (Continuidade no Ponto). Sejam f : X — R ey € X. Dizemos que f é
continua no ponto y € X se Ve > 0, existe § > 0 tal que V = € X com |z — y| < J, tem-se
|f(z) — f(y)| < e. Caso contrario, f é dita descontinua em y € X.

JO)+e
Jz)
J0)
Jx)

J0)-¢

Y-8 x y zZ V46

Figura 6.1: Continuidade em y € X

Obs 6.1. O nimero positivo ¢ depende de € e y € X, ou seja, § = d(e, ).
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Obs 6.2. Veja que y esta no dominio de f. Nao é necessario que y seja ponto de acumulacao

deste.

Obs 6.3. Veja que na definigao 6.1, sé importa o que ocorre em X N (y — 0,y + J). Por este

fato, dizemos que a continuidade em um determinado ponto é um conceito local.

Exemplo 6.1. Defina f : [0,1] — R definida por f(z) =0,V z € (0,1] e f(0) = 1. f ¢
descontinua em 0. Devemos provar que 3¢ > 0 tal que ¥V > 0, pode-se encontrar zs € [0, 1],
com |zs — 0] < 4, satisfazendo a relagao: |f(zs) — f(0)| > €. De fato, seja ¢ =1 > 0. Assim,
V0 > 0 existe x5 € (0,0) (ver Teorema 1.6) tal que |f(zs) — f(0)|=[0—1]=1=¢.

2
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 2 S
( 1 —
f(x;)—0

Figura 6.2: Funcao descontinua em 0

Exemplo 6.2. Seja x : N — R uma fungao. Vamos mostrar que x é continua em n € N,
independentemente da definicao de z. Isto nos diz que toda sequéncia de niimeros reais é uma
funcao continua em n € N. Com efeito, seja 6 = % > 0, logo, (n —1/2,n+1/2) NN = {n}.
Com isso, V. m € N com |m — n| < 3, tem-se m € (n—1/2,n + 1/2). Logo, m = n.
Consequentemente, |f(m) — f(n)| = |f(n) — f(n)] =0 < e.

Obs 6.4. Segue diretamente das definicoes 5.1 e 6.1 que se y € X N X', temos que f é

continua em y < lim f(x) = f(y) (estas duas definigdes coincidem nesta situagao) .
T—Y

Exemplo 6.3. Defina f : R — R por f(z) = |z|. Assim, lim+ |z| = lim+x =0e lim |z| =
z—0 z—0 z—0~

lim —z = 0. Portanto, pelo Teorema 5.10, liH(l] |z| = 0 =|0]. Com isso, f é continua em 0
€Tr—>

r—0~

(0ER =R).
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Definigao 6.2 (Continuidade). Seja f : X — R. Dizemos que f é uma fungao continua em
X, ou simplesmente continua, se f é continua em cada ponto de X. Caso contrario, dizemos

que f é descontinua em X, ou somente descontinua.

Exemplo 6.4. Toda funcao constante é continua. De fato, seja f : X — R definida por
f(z) = ¢ = constante, entao V ¢ > 0, existe § =1 > 0 tal que ¥V € X com |z —y| < =1,
tem-se | f(z) — f(y)| = |c—¢c| =0 < e. Ou seja, f é continua em y € X. Como y é arbitrario,

entao f é continua.

Exemplo 6.5. A fungao f : [0,1] — R, dada por f(z) =0,V z € (0,1] e f(0) =1, é

descontinua em [0, 1].
Exemplo 6.6. Toda sequéncia de niimeros reais é uma fungao continua.

1
Exemplo 6.7. Vimos no exemplo 5.7 que lin% cos — nao existe. Assim, a funcao f: R — R
Tr— €T
1 1
definida por f(x) = cos —, se x # 0 e f(0) = 0 é descontinua em 0. J& que, 1111(1) cos— #0=
x o— x
(0).

Exemplo 6.8. Vimos nos exemplos 5.5 ¢ 5.6 que limsenz = seny e limcosx = cosvy,

vV y € R. Portanto, as fungoes seno e cosseno sao continuas.

Exemplo 6.9. Vimos no exemplo 5.8 que lim p(z) = p(y), V p polindémio real e y € R. Ou

r—y

seja, todo polinomio é uma funcao continua.

Exemplo 6.10. Vimos que a fungao f : R — R dada por f(z) = |z| é continua em 0. Por
outro lado, f(z) = |z|=xse x > 0e f(z) = |z| = —2 se < 0. Assim, pelo exemplo 5.8, f

¢ continua em R.
Proposicao 6.1. Sejam Y C X CR e f: X — R continua em y € Y. Entao, a restri¢ao

fly : Y = R € continua emy € Y. (aqui f|ly(x) = f(x),Vze€Y).

Demonstragao. Dado € > 0 existe § > 0 tal que V z € X com |z — y| < J, tem-se |f(z) —
f(y)] <e. Portanto, Vo € Y C X com |z —y| <9, tem-se |f|y(z) — fly(y)| < e. Com isso,

fly é continua em y € Y. O

Exemplo 6.11. No exemplo 6.8, vimos que a fungao seno é continua em R. Assim sendo,

pela proposicao 6.1, seno é uma fungao continua em [—7/2, 7/2].
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Teorema 6.1. Sejam X C Y, UYs, onde Y1,Ys sdo fechados, e f : X — R. Se flxny, €

flxny, sao continuas, entao f: X — R € continua.

Demonstracao. Vamos mostrar que f é continua em y € X C Y;UY5. Assim, ouy € Y e
yZ€Ys,ouyeYoeyd Y, ouy € Y1NYs. Sey € Y) ey ¢ Ys, entao, como f|xny, é continua,
existe 0 > 0 tal que Vo € X NY; com |z — y| < 41, tem-se |f|xnv, () — flxrn (¥)] <
. Por outro lado, como y € Y, = Ya, entdo, pelo Teorema 4.7, existe d, > 0 tal que
(y — 2,y + 02) N Yy = (. Ou seja, se |z — y| < d2, logo z € Y3. Seja § = min{dy, d} > 0.
Com isso, V x € X com |z —y| < § < 1, b, tem-se que = &€ Y5 e, consequentemente, = € Y].
Portanto, v € XNY) e |[z—y| < d1. Assim sendo, |f(z)—f(y)| = | flxom () — flxom (¥)] < e.
O casoy € Yo ey € Yy é andlogo. Agora, se y € Y1 N Y3, entao existem Ay, Ay > 0 tais que
VaeeXnNY, com |z—y|l < A, tem-se |f|xav, () — flxrm(y)] < eeVax e XNY; com
|z —y| < Ag, tem-se | f|xnv, () — flxav, (W)| < € (flxry, € flxny, sdo continuas). Neste caso,
seja 6 = min{A;, Ao} > 0. Dessa forma, V x € X com |x—y| < d < A1, Ay, tem-se z € X NY)
elr—yl <0 < A, logo [f(z) = f(W)] = [flxvi (@) = flxm(y)] < e, onz e XNYse
|z —y| <0 < Ao, logo |f(x) — f()] = |flxny,(2) — flxny, ()| < e. Por fim, f é continua em
X. ]

Exemplo 6.12. Defina f : R — R por: f(z) =xz,sex >1e f(z) =3r—2,se z < 1.
Assim, f|(—oo,1 € f|1,00) 580 continuas (ver Teorema 6.1), onde (—o0, 1] e [1, 00) sao conjuntos

fechados (ver Teorema 4.3) e R = (—o0, 1] U [1,00). Logo, f é continua.

Teorema 6.2. Sejam X C U Y,, onde Y, € aberto, V.u € F', F' C R € um conjunto de

peF
indices qualquer, e f: X — R. Se f|xqy, € continua ¥V p € F, entio f € continua em X.

Demonstracao. Sejay € X C U Y,,. Vamos provar que f é continua em y. Assim sendo,

peF
existe po € F tal que y € Y),,. Por outro lado, Y, é aberto, consequentemente, existe

91 > 0 tal que (y — 1,y +01) CY,,. Ouseja, Vo e X com |z —y| < dy, tem-se v € Y),.
Mas, f|meu0 ¢ continua em y. Portanto, dado ¢ > 0 existe d > 0 tal que V.o € X NY,,
com |r — y| < &, tem-se |f|xny, (z) — flxay,, (¥)] < e. Seja § = min{d;,d2} > 0. Por
conseguinte, V z € X, com |z —y| < § < 61,02, segue-se que x € Y, e |x — y| < d3. Por
fim, |f(z) — f(y)| = |flxnv,, (2) = flxnv,, (¥)] < e Ou equivalentemente, f é continua em

y € X. Isto nos diz que f é continua em X. O]
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Exemplo 6.13. Defina f : R* — R por f(z) = —z,se z < 0 e f(x) =z, se z > 0. Como
fl(=s0,0) € fli0,00) 580 continuas nos abertos (—o0,0) e (0,00), e R* = (—00,0)U (0, 00), entao

f é continua em R*.

Exemplo 6.14. Seja X = R = (—o00,1) U [1,00). Observe que (—o0,0) é aberto e [0, c0)
é fechado (ver Teorema 4.3). E possivel construir uma funcao descontinua tal que suas
restrigoes f|(—oc,1) € f|[1,00) 880 continuas nos seus respectivos dominios. Por exemplo, seja
f: X —Rpor f(r) =x,se x € (—o0,1) e f(x) =x—1,se x € [1,00). Esta funcao f é
descontinua em 1, pois lim f(z) = lim 2 =1#0= lim (x—1) = lim f(z) (ver Teorema

z—1— z—1— z—1t z—1t

5.10). Ou seja igrri flz) # f(1) =0.

Uma outra maneira de definir funcao continua em um ponto esta exposta no

Teorema 6.3 (Caracterizacao de Continuidade). f : X — R € continua em y € X &

YV (z,) € X com limz, =y, tem-se lim f(x,) = f(y).

Demonstra¢ao. =) Suponha que f é continua em y € X. Seja (z,) C X com limz, = y.
Dado € > 0, existe § > 0 tal que V x € X com |z — y| < 4, tem-se | f(z) — f(y)| < e. Como
limz, =y, entdo 3 N € Ntal que Vn > N, tem-se z,, € (y—0,y+9). Ou seja, |z, —y| < 9.
Dai, ¥ n > N, concluimos que |f(z,) — f(y)| < e. Isto é, lim f(z,) = f(y).

<) Suponha que f é descontinua em y € X. Assim 3 ¢ > 0, tal que V 0 > 0, encontra-se

s € X com |zs —y| < e |f(xs) — f(y)] > e. Faga d =1, —, ... com n € N. Portanto,

5’ ceey n
1

existe (x,) C X tal que 0 < |z, —y| < — e |f(zn) — f(y)| > €. Pelo Teorema do Sanduiche,
n

temos que limx, = y (ver exemplo 2.6) e |f(x,) — f(y)| > €. Se lim f(z,) = f(y) teriamos

entao que 0 = lim |f(x,) — f(y)| > €. Ou seja, € < 0. Dessa forma, lim f(z,) # f(y). ]

Exemplo 6.15. Seja f : R — R definida por f(z) =1,sex € Qe f(z) =0,se x € R\Q (f
é chamada fungao caracteristica de Q). Seja z € Q. Assim, Pelo exemplo 4.15, temos que
z € R\ Q. Ouseja, 3 (x,) C (R\Q) tal que limz, = z. Por outro lado, lim f(z,) = lim0 =
0#1= f(z),poisz € Qe (z,) C (R\Q). Pelo Teorema 6.3, temos que f ¢ descontinua
em x € Q. Como z € QQ é arbitrario, entao f é descontinua em Q. Analogamente, f é

descontinua em R\ Q. Portanto, f é uma funcao descontinua em todos os pontos de R.
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Teorema 6.4. Sejam f,g: X — R continuas em y € X tais que f(y) > g(y), entdo 3§ >0
tal que ¥ x € X com |x —y| <0, tem-se f(x) > g(z).

g)-¢  gv) gW)+e  flv)  J)+e
g(x) f)-e S

Figura 6.3: Idéia da demonstragao

Demonstragao. Seja e = M > 0. Assim, 2¢ = f(y) — g(y). Dai, g(y) + & =

f(y) —e. Como f, g sdo continuas em y € X, entao existem 7,02 > 0 tais que V z € X com
lt—y| <d = |f(x) = fly)| <eeVae X comlx—y|l <d = |g(x)—g(y) <e Seja
d = min{dy, d2} > 0. Portanto, V2 € X com |z —y| < 0 < 61,00 = |f(x) — f(y)] < e e
9(z) — g(y)| < e. Assim sendo, f(y) —e < f(z) < f(y) +eegly) —e < g(x) < g(y) +=.
Consequentemente, V x € X com |z — y| < 0, tem-se f(z) > f(y) —e =g(y) +& > g(z) =

f(x) > g(x). 0

Coroldrio 6.5 (Permanéncia de Sinal). Seja f : X — R continuas em y € X tal que
f(y) > 0 (respectivamente, < 0), entao 3 6 > 0 tal que ¥V x € X com |x — y| < 4, tem-se
f(z) >0 (respectivamente, < 0).

Demonstragao. Defina g : X — R por g(x) = 0. Assim, g é constante. Logo, g é continua
(ver exemplo 6.4) e g(y) = 0 < f(y) (respectivamente, g(y) = 0 > f(y)). Dessa forma,
usando o Teorema 6.4, temos que 3 6 > 0 tal que V z € X com |z — y| < §, tem-se

f(z) > g(x) = 0 (respectivamente, f(x) < g(z) = 0). O

Exemplo 6.16. Sejam f,g : X — R fungoes continuas com g(y) # 0, para algum y € X.
Assim, pelo Corolério 6.5, temos que existe § > 0 tal que V z € X com |z — y| < 4, tem-se
g(x) # 0. Considere a fungao f/g : D — R definida por (f/g)(z) = f(x)/g(x), ¥V x € D.
Observe que o dominio D desta funcao contém somente pontos em que g nao se anula. Dessa

forma, qualquer x € X com |xr — y| < § estd em D. Ou seja, X N(y — 6,y +6) C D.
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Exercicios de Fixacao

1. Estabeleca, através da definicao 6.2, quando uma funcao é descontinua em um ponto do

seu dominio.

2. Seja b € (a,c). Suponha que f e g sejam continuas em [a,b] e [b,c|, respectivamente.
Considere que f(b) = g(b). Defina h : [a,c] — R por h(z) = f(z), para x € [a,b] e
h(z) = g(z), para z € (b, c]. Prove que h é continua em [a, c].

w?+x—06

3. Seja f definida por f(z) = —5

forma que f seja continua em 27

, para x # 2. f pode ser definida em z = 2 de

4. Sejam k > 0e f: R — R tais que |f(z) — f(y)| < klz —y|, V 2,y € R. Prove que f é

continua.

5. Defina f: R — R por f(z) =2z,se x € Qe f(z) =2+ 3, se z € R\ Q. Encontre todos

os pontos em que f é continua.
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6.3 Operacoes Elementares de Funcoes Continuas

Teorema 6.6 (Operagoes Elementares de Fungoes Continuas). Sejam f,g: X — R fungoes

continuas em y € X. Entao sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:

i) A funcao f+g: X — R € continua em y € X, em palavras, a soma de fungoes continuas

em y € continua em y;

ii) A funcao f-g : X — R € continua em y € X, em palavras, o produto de fungdes

continuas em y é continua em y;

iii) A funcdo f/g: D — R € continua em y € X (ver exemplo 6.16), em palavras, a divisdo

de fungoes continuas em y € continua em y (D é o conjunto onde g nao se anula);

Demonstragao. Sendo f,g : X — R continuas em y € X, tem-se, pelo Teorema 6.3, que
Y (z,) C X tal que limz,, = ¥, conclui-se lim f(z,) = f(y) e lim g(z,) = g(y). Dessa forma,
utilizando o Teorema 2.11,

i) im(f + g)(zn) = lim[f(zn) + g(z,)] = lim f(2,) + lim g(x,) = f(y) + 9(y) = (f +9) ().
Portanto, usando, novamente, o Teorema 6.3, temos que f + g é continua em y € X.

ii) im(f - g)(zn) = Im[f(2,) - g(xn)] = lim f(2z,) - Iimg(z,) = f(y) - 9(y) = (f - 9)(y).

iii) Pelo exemplo 6.16, temos que 3 6 > 0 tal que X N(y—d,y+3J) C D. Assim sendo, basta
analisar a continuidade de f/g: D — Rem XN(y—d,y+J), pois a continuidade num ponto é
uma propriedade local. Portanto, lim(f/g)(x,) = lim[f(x,)/g(z,)] = lim f(x,)/lim g(z,) =
fW)/9(y) = (f/9)(y). Ou seja, f/g é continua em y € X. O

Obs 6.5. Os itens i) e ii) do Teorema 6.6 podem ser generalizados para uma quantidade
finita de fungoes continuas. Ou seja, se f1, fa, ..., fn s@o continuas entao f1 + fo+ ...+ f, e

fi-fo- ... fn s@o continuas.

Obs 6.6. Observe que segue do Teorema 6.6 ii) que se f : X — R é continua em y € X,
entao cf : X — R também é, onde ¢ € R é constante. Ja que toda fungao constante é
continua. Note também que, se f,g: X — R sao continuas em y € X, entao f —g: X — R

também é, pois f —g = f + (—g) (ver Teorema 6.6).

Obs 6.7. Segue diretamente do Teorema 6.6 e observacao 6.6 que se f,g : X — R sao
continuas e ¢ € Rentao f+g, f-g,f/g,cf sdo continuas nos seus respectivos dominios (ver

exemplo 6.16).
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senx

Exemplo 6.17. Defina tan : X — R por tanz = ,Vaoe X onde X = (R\ {(2z +
cos T

1)w/2: z € Z}). Como tan é a divisdo de fungoes continuas, entao tan é continua em X.

Teorema 6.7 (Composta de Continua). Sejam X,Y C R. Seja f: X — R uma fungdo
continua em y € X, tal que f(X) CY. Seja g:Y — R uma fungao continua em f(y) € Y.
Entao go f: X — R € continua em y € X.

Demonstragao. Dado ¢ > 0, existe A > 0 tal que V z € Y com |z — f(y)] < A, tem-se
lg(z) — g(f(y))| < e, pois g é continua em f(y) € Y. Por outro lado, como f é continua em
y € X, temos que 36 >0 tal que Vo € X com |z —y| <d = |f(z) — f(y)] < \. Pelo que

foi feito acima, |(go f)(z) — (go f)(y)| = |g(f(x)) — g(f(y))| < e. Ou seja, g o f é continua
emy € X. O]

Obs 6.8. Seja f : X — R uma fungao continua em X, tal que f(X) C Y. Sejag:Y — R

uma func¢ao continua em Y. Entao, pelo Teorema 6.7, go f : X — R é continua em X.

Exemplo 6.18. Defina f : R — R por f(z) = zcos(2), se z # 0 e f(0) = 0. Vamos

mostrar que f é continua. Com efeito, f é produto das fungdes continuas = (polindomio) e
1

cos (;), a qual é a composta de cosseno e % (divisao de continuas), quando z # 0. Portanto,

pelos Teoremas 6.6 € 6.7, f é continua em = # 0. Vamos agora verificar que f é continua em
1
0. De fato, lir%f(x) = lin%xcos (—) =0 = f(0), pois lin%x =0elcos ()| <L, Vz#0
T— T— x T—

(ver Teorema 5.8). Portanto, f é continua em 0. Com isso, f é continua.

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que se f : X — R é continua, entao " : X — R, dada por f"(z) = [f(z)]"

(n € N), é continua.

2. Dé um exemplo de fungoes f, g descontinuas em y € R tais que f+g e f-g sejam continuas

em y.

3. Dé um exemplo de uma fungao f : [0,1] — R descontinua em todos os pontos de [0, 1],

de modo que |f] seja continua em [0, 1].

4. Sejam f, g continuas em Re X = {x € R: f(z) > g(z)}. Mostre que X ¢é fechado.
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6.4 Funcoes Continuas Sobre Intervalos

Para o proximo resultado utilizaremos a definigao de cisdo de um conjunto (ver definigao
4.6). O leitor que nao lembra de tal definigao esté convidado a voltar no contetido recuperar

esta teoria.

Teorema 6.8 (Teorema do Valor Intermedidrio). Sejam f : [a,b] — R uma fun¢do continua
eceR. Se f(a) <c< f(b), entio existe x € (a,b) tal que f(x) = c.

fla) —
Jx)=c —

Jb)

Figura 6.4: Teorema do Valor Intermediario

Demonstragao. Considere os seguintes conjuntos: A = {y € [a,b] : f(y) < ¢} e B
{y € [a,b] : f(y) > c}. Vamos mostrar que A e B sao fechados. De fato, seja y €

(respectivamente, y € B), assim existe (z,,) C A (respectivamente, C B) tal que lim z,, =

AVAR I N

Como f é continua, entdo lim f(x,) = f(y). Mas f(z,) < ¢ (respectivamente, f(x,)
¢), pois x, € A (respectivamente, x, € B), V n € N. Portanto, f(y) = lim f(z,) < ¢
(respectivamente, f(y) > ¢). Portanto, y € A (respectivamente, y € B). Ou seja, A é
fechado (respectivamente, B é fechado). Portanto, ANB=ANB=ANB. Comoa € Ae
b€ B,entao A # ) e B # (). Observe também que [a,b] = AUB. Se ANB = {), entao (A|B)
¢ uma cisao nao-trivial de [a,b] (este é ndo-degenerado, pois f(a) < f(b), ou seja, a # b).
Mas, pelo Teorema 4.5, o intervalo [a,b] s6 admite cisao trivial. Logo, AN B # ). Ou seja,
dJx e Aex € B. Istoé, f(z) <ce f(x) > ¢, com z € [a,b]. Portanto, f(x) = ¢. Como
fla) <ec= f(x) < f(b), entdo x # a e x # b. Por fim, 3 x € (a,b) tal que f(x) = c. O
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Exemplo 6.19. Considere o polinémio p : R — R dado por p(z) = 2* — 62 + 9z — 1.
Mostraremos que p possui uma raiz em (1,3). De fato, p(3) = —1 < 0 < 3 = p(1). Pelo
Teorema 6.8, existe x € (1,3) tal que p(z) = 0. Ou seja, existe = € (1, 3) raiz de p.

Exemplo 6.20. Seja f : [0,1] — R uma funcdo continua. Considere que f(0) = f(1).
Vamos mostrar que existe z € [0,1/2] tal que f(z) = f(x+1/2). Defina g : [0,1/2] — R por
9(y) = f(y) — f(y+1/2). Assim, pelos Teormas 6.6 ¢ 6.7, g é continua em [0, 1/2]. Observe
que, 9(0) = £(0)— F(1/2) e g(1/2) = F(1/2)— F(1) = F(1/2)— F(0). Ouseia, 4(0) = —(1/2).
Dessa forma, se g(0) = 0, entdo f(0) — f(0 4+ 1/2) = 0. Ou seja, f(0) = f(0+ 1/2).
Considere z = 0 € [0,1/2]. O problema esté solucionado. Se g(0) # 0, entao pelo fato que
9(0) = —g(1/2), tem-se que ¢g(0) e g(1/2) tem sinais opostos. Sem perda de generalidade,
suponha ¢(0) < 0 < g(1/2). Com isso, pelo Teorema 6.8, existe = € (0,1/2) tal que g(x) = 0.
Isto é, f(z) — f(z + 1/2) = 0. Ou equivalentemente, f(x) = f(x + 1/2).

Corolario 6.9 (Imagem Continua de Intervalo é Intervalo). Seja f : I — R uma fungdo

continua, onde I C R € um intervalo. Entao f(I) = {f(z):xz € I} CR é um intervalo.

Demonstrag¢ao. Suponha, primeiramente, que f é uma fungao constante (continua), isto é,
f(z) =~ = constante, V x € I. Assim f(I) ={f(z):x €1} ={v} = [y,7]. Ouseja, f(I)
¢ um intervalo degenerado. Considere, entao, que f é nao-constante. Se f(I) C R é um
conjunto ilimitado inferiormente (respectivamente, superiormente) denote inf f(I) = —oo
(respectivamente, sup f(I) = o0). Como f é ndo-constante, entao existem f(a) < f(/),
com a, € I. Logo, inf f(I) < f(a) < f(B8) <sup f(I). Ou seja, inf f(I) <sup f(I). Seja
¢ € (inf f(I),sup f(I)). Com isso, inf f(I) < ¢ < sup f(I). Pelas defini¢oes 1.12 e 1.11,
existem a,b € I tais que inf f(I) < f(a) < ¢ < f(b) <sup f(I). Como f é continua, entdo,
utilizando o Teorema 6.8, existe € (a,b) C I tal que f(z) = ¢. Dessa forma, ¢ € f(I).

Dessa forma, (inf f(I),sup f(I)) C f(I). Dessa maneira, f(I) é um intervalo com extremos

inf f(I) e sup f(I). O

Obs 6.9. Nao é possivel dizer exatamente que tipo de intervalo é o intervalo f(7) no Coroléario
6.9, pois inf f(I),sup f(I) podem estar ou nao em f(I). Por exemplo, considere a fungao
f R — R dada por f(x) = cosz. Assim, f((0,7/2)) = (0,1), f((—7/2,7/2)) = (0,1] e
f((=4,4)) = [-1,1].
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Exemplo 6.21 (Existéncia e Unicidade da Raiz n-ésima). Defina f : [0,00) — [0,00)
por f(z) = 2". Sabemos que f é continua (ver exemplo 5.8). Veja que f(0) = 0. Dali,
pelo Corolario 6.9, temos que f([0,00)) é um intervalo contendo 0 contido em [0, c0) (con-
tradominio). Como , lim f(z) = lim 2" = oo, logo dado A € (0,00) existe B > 0 tal
que ¥V z € [0,00) comx;oo> B, temgi;eoof(x) > A. Dessa forma, f(2B) > A > 0 = f(0).
Como f([0,00)) é um intervalo e f(0) = 0, entdo existe z € [0,00) tal que f(z) = A. Ou
seja, A € f(]0,00)). Portanto, f([0,00)) = [0,00). Isto é, f é sobrejetiva. Agora, sejam
z,y € [0,00) com x < y, entdo ™ < y", isto é, f(z) < f(y). Dessa maneira, f é injetiva.
Assim, f é uma bije¢ao. Isto nos diz que dado y > 0, 3! > 0 tal que f(z) = y. Ou seja,

x" = y. Neste caso, dizemos que x é a tnica raiz n-¢ésima de y e escrevemos = = {/y.

Definicao 6.3 (Homeomorfismo). Considere que X,Y C R. Dizemos que uma fungao

bijetora f : X — Y é um homeomorfismo se f e f~! sdo continuas.

Exemplo 6.22. Seja f : R — R dada por f(z) = x +1. A fungdo f~': R — R definida
por f~1(y) =y — 1 ¢ a inversa de f. Logo, f ¢ bijetiva. Observe que f e f~! sdo fungoes
polinomiais. Consequentemente, estas fungoes sao continuas (ver exemplo 5.8). Portanto, f

é um homeomorfismo.

Exemplo 6.23. Sejam X =[0,1)N[2,3] e Y =[1,3]. Defina f: X — Y por f(z) =z +1,
sex €[0,1) e f(x) =x,sex €[2,3]. fécontinua (ver exemplo 5.8). Verifique que f~(y) =
y—1,sey€[l,2]e f~(y) =vy,sey €[2,3], é ainversade f. Ou seja, f é bijetiva. Por outro
lado, f~! ¢ descontinua em 2 € Y. De fato, yligl_ ) = yligl_ (y—1)=1+#£2=f12).

f f
3 3
B e o e 2 v
1 R =
—
0 1 2 3 0 1 2 3

Figura 6.5: Nao-homeomorfismo
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Exercicios de Fixacao

1. Mostre que a equacdo x = cosz tem solu¢ao no intervalo [0,7/2]. Sugestao: defina

f(z) =2 — cosx e use o Teorema 6.8.

2. Mostre que a fungao f(z) = 2Ilnx + /r — 2 tem solu¢ao no intervalo [1, 2] (ver definigao
10.1).

3. Seja f:[a,b] — R continua e assuma que f(a) <0 < f(b). Seja X = {z € [a,b] : f(z) <
0}. Mostre que f(sup X) = 0. Sugestao: use o Teorema 6.5. Esta questao mostra outra

maneira de provar o Teorema 6.8.

4. Examine a imagem de intervalos abertos e fechados através da fungao f(z) = 3.
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6.5 Funcoes Reais Continuas Definidas em Compactos

Teorema 6.10 (Imagem Continua de Compacto é Compacto). Seja f : X — R uma fung¢do

continua, onde X C R é compacto. Entao, f(X) C R é compacto.

Demonstra¢ao. Vamos utilizar os Teoremas 4.9 e 6.3. Seja (y,) C f(X). Vamos provar que
(yn) possui uma subsequéncia que converge para um ponto de f(X). Assim, 3 (x,) C X
tal que f(z,) = Yo, ¥V n € N. Como (x,) C X e X é compacto, entdo, usando o Teorema
4.9, existe (z,,) subsequéncia de (z,) tal que hm 0 T, = T € X. Como f é continua,
entao, utilizando o Teorema 6.3, hm 0 Yy = hm f(:cnk) = f(x) € f(X). Assim, (y,,) é uma
subsequéncia de (y,) que converge para f(z ) € f(X). Novamente usando o Teorema 4.9,
temos que f(X) é compacto. ]
Obs 6.10. Veja que o Teorema 6.10 nos diz que se f : X — R é continua, onde X ¢
compacto, entao f é limitada. Ou seja, f(X) é limitado (ver definigao 4.11).

Exemplo 6.24. A compacidade nao pode ser retirada da hipotese do Teorema 6.10. De
fato, considere a fungao f : (0,1) — R dada por f(x) = i Note que glgli% flz) = ili%é = 00.
Assim, f((0,1)) é ilimitado. Isto ocorre, pois (0,1) nao é compacto (limitado, mas nao-
fechado).

f(xﬁ |

Figura 6.6: Funcao nao-limitada
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Teorema 6.11 (Teorema de Weierstrass). Seja f : X — R continua, onde X C R €
compacto. Entao existem a,b € X tais que f(a) < f(x) < f(b),Vz € X.

Demonstragao. Pelo Teorema 6.10, f(X) C R é compacto. Assim sendo, f(X) é fechado e
limitado. Vimos no exemplo 4.12 que inf f(X),sup f(X) € f(X) = f(X). Assim, existem
a,b € X tais que inf f(X) = f(a) e sup f(X) = f(b). Portanto, pelas defini¢oes 1.11 e 1.12,

temos que f(a) < f(x) < f(b),Vz e X. O

Exemplo 6.25. A funcao f : (—1,1) — R dada por f(z) = x é continua e f((—1,1)) =
(=1,1). Ou seja, f é limitada. Por outro lado, ndo existe a € (—1,1) tal que a = f(a) <
f(z) =z, ¥V z e (—1,1). Caso contrario, para z = —1, a < —1. Ou seja, —1 < a < —1. Isto
¢ um absurdo. Analogamente, nao existe b € (—1,1) tal que x < b, ¥V x € (—1,1). Isto nao

contradiz o Teorema de Weierstrass, pois (—1, 1) nao é compacto.

Teorema 6.12. Seja f : X — Y uma bijecao continua, onde X C R é compacto e Y C R.

Entao f € um homeomorfismo.

Demonstracao. Vendo a definicao 6.3, basta provar que f~! : Y — X é continua. Seja
y € Y. Como f é bijetiva, entdo y € Y = f(X). Portanto, existe x € X tal que y = f(x).

Suponha, por absurdo, que f~! nao é continua em y € Y. Assim, 3¢ > 0 tal que V § > 0,

1 1
TR Ry

Com isso, existe (y,) C Y tal que 0 < |y, —y| < £ e |f(yn) — [ (y)| > £. Observe que
(yn) CY = f(X). Assim, existe (z,,) C X tal que f(z,) = y,. Portanto, 0 < lim |y,, — y| <
lim L =0 [5,—a] = [f(F(@n)— " (F@2)] = 2. Ouseja, lim f(z,) = lim g, =y = f(z) o
|z, —z| > e. Como X é compacto, usando o Teorema 4.9, temos que existe uma subsequéncia

pode-se encontrar y; € Y tal que |ys—y| < de|f " (ys)— [ (y)| > €. Faca, d = 1

(2, ) de (z,) tal que klim T, =a € X. Como f é continua, entdo klim f(xn,) = fa) € X.
Por outro lado, klim f(zn,) = f(x) € X (ver Teorema 2.2). Assim, f(z) = f(a). Como f é
injetiva, entdo = = a. Mas, |z,, — x| > . Por conseguinte, 0 = |a — z| = lim |z, — x| > €.

Isto contradiz o fato € > 0. Dessa forma, f~! é continua. [

Exemplo 6.26. A funcao seno é continua em [—7, 7] e bijetora. Pelo Teorema 6.12, a funcao

inversa do seno, a qual é denotada por arcsen, é continua em [—1, 1].
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Exercicios de Fixacao

1. Seja f : [a,b] — R continua tal que f(z) > 0,V x € [a,b]. Mostre que existe y > tal que
flz) >y, Yz € la,bl.
2. Seja f : [a,b] — R continua tal que para cada = € |[a,b] existe y, € [a,b] que satisfaz

12f(y.)| < |f(z)|. Prove que existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.

3. Seja f : [0,7/2] — R dada por f(x) = sup{x?, cosz}. Mostre que existe y € [0,7/2] tal

que f(y) < f(z), V z € [0,7/2]. Mostre que y ¢é solugio da equagio z* = cosz.
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6.6 Continuidade Uniforme em R

Definicao 6.4 (Continuidade Uniforme). Sejam X CRe f: X — R uma fun¢do. Dizemos

que f é uniformemente continua, se V ¢ > 0 existe § > 0 tal que V z,y € X com |z —y| < 0,

tem-se | f(z) = f(y)| <e.

distancia de f(z) ~ f(w)

a f(w) menor que €

Z) - *

distancia de f(x) f(x) L °

a f{y) menor que Sf(y) I .
|
0 \
X % z w
distancia de x a y distancia de z a w
menor que & menor que &

Figura 6.7: Continuidade uniforme

Obs 6.11. Na definigdo 6.4 6 depende somente de ¢, i.e, § = d(¢). A diferenga entre
continuidade uniforme e continuidade em um ponto esta exatamente nesta dependéncia. Na

continuidade em um ponto o § depende também do ponto estudado.

Obs 6.12. Segue diretamente das definicoes 6.2 e 6.4 que toda funcao uniformemente

continua é continua.

Vejamos que a reciproca da observagao anterior nao é verdadeira.

1

Exemplo 6.27. Seja f : (0,00) — R dada por f(x) = —. Vimos que f é continua (ver
x

Teorema 6.6 e exemplo 5.8). Por outro lado, f nao é uniformemente continua. Com efeito,

1
seja € = 1/2 > 0, entao ¥V 0 > 0 existe ng € N tal que ns > % (ver Teorema 1.2). Dali,

2[4 /()5
ns 2715

—_ - — —| = — < 4. Além disso,
|ns — 2ns| =ns >1>1/2 =¢c. Ou seja, f nao é uniformemente continua.

ns 2n5 2715 27”&5
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2n
L‘()I77[))‘il77 ento

ng=1>%
5

| |
I
O \1s2n, 1/, 1/26

Figura 6.8: Funcao nao uniformemente continua

Obs 6.13. O exemplo aterior nos diz que a continuidade uniforme é um conceito global.

Nao é suficiente saber o que ocorre com a continuidade préximo a um ponto.

Exemplo 6.28. Seja f : R — R definida por f(x) = ax + b, com a # 0 e b reais. Entao
lf(x) — fly)| = |ax +b— (ay + b)| = |a(x — y)| = |a||z — y|, ¥V z,y € R. Assim, dado € > 0,

£ £
36 = al > 0 tal que sempre que |z —y| < 0 = Tal’ tem-se |f(z) — f(y)| = |allz —y| <
a a

|a|ﬁ = ¢. Ou seja, f ¢ uniformemente continua.
a

Defini¢ao 6.5 (Fungao Lipschitziana). Sejam X C Re f: X — R. Dizemos que f é uma
fungao Lipschitziana se 3 k > 0 tal que |f(z) — f(y)| < k|lz —y|, V x,y € X. Neste caso, k

¢ chamada constante de Lipschitz para funcao f.
Obs 6.14. A constante de Lipschitz depende somente da funcao f, isto é, k = k(f).

Exemplo 6.29. No exemplo 6.28 vimos que a fungao f(z) = ax + b, com a # 0, é uma

fungao Lipschitziana com constante de Lipschitz k = |a| > 0.

Exemplo 6.30. Seja f : [0, 1] — R dada por f(z) = /. Afirmamos que f nao é uma fungao
|f(z) = f(y)]

Lipschitziana. De fato, considere z,y € [0,1], com = # y. Assim sendo, ~———"—= =

|z —y|
Ve =yl VT =y

[~y (f\/ﬂ)(ﬁ;rﬂ))ﬁiﬂ’\/zi\/g-

as seguintes sequencias x, = — e Yy, = — € [0,1]. Logo,
n 4n?

Assim sendo, considere

[f(zn) = fyn)l _ 1 _ 1 __1 _ 2
|Zn — Yl VT +/Yn N ata 3
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[/ (zn) = f(yn)]

’$n - yn’
seja, |f(zn) — f(yn)| > klxy — yn|. Isto nos diz que f ndo é Lipschitziana.

se n — oo. Portanto, dado k£ > 0 existe N € N tal que >k, Vn>N. Ou

Proposicao 6.2. Toda funcdo Lipschitziana € uniformemente continua.

Demonstracao. Seja f : X — R uma funcao Lipschitziana com constante de Lipschitz
k > 0. Vamos provar que f é uniformemente continua. Com efeito, dado € > 0, considere
que 0 = ¢/k > 0. Com isso, ¥V z,y € X com |z —y| < § = ¢/k, tem-se |f(z) — f(y)| <

klz —y| < ki <e. Ouseja, f ¢ uniformemente continua. ]

Exemplo 6.31. Defina f : (0,00) — R por f(x) =

continua. Logo, usando a Proposicao 6.2, temos que f nao é uma funcao Lipschitziana.

Vimos que f nao é uniformemente

SHE

Vejamos agora uma outra maneira de definir funcao uniformemente continua em R.

Teorema 6.13 (Caracterizacao de Continuidade Uniforme). Seja X CR. f: X — R ¢

uniformemente continua < V (x,), (yn) € X, com lim(z, — y,) = 0, tem-se im[f(z,) —

f(yn)] = 0.

Demonstra¢ao. =) Suponha que f é uniformemente continua. Assim sendo, dado € > 0,
36 >0talqueVaz,y € X, com |z —y| <J, tem-se |f(x) — f(y)| <e. Sejam (z,), (yn) C X,
com lim(z, — y,) = 0. Dessa forma, para § > 0, existe N € N tal que V n > N, tem-se
|z, — yn| < 6. Portanto, | f(z,) — f(yn)| <&, Vn > N. Ou seja, im[f(z,,) — f(yn)] = 0.

<) Suponha que f ndo é uniformemente continua. Assim sendo, 3 ¢ > 0 tal que V>0,
1

72,. .757....

Logo, existem (z,), (y,) C X tais que 0 < |z, — y,| < £ e |f(zn) — f(yn)| > &. Portanto,

n

0 <lim |z, — y,| < lim< = 0. Ou seja, lim(z, — y,) = 0. Se lim[f(z,) — f(y,)] = 0, entao

encontram-se xs5,ys € X com |rs — ys| < 0 e |f(xs) — f(ys)| > €. Faga § =1

0 =lim|f(z,) — f(yn)| > . Mas, € > 0. Por fim, lim[f(z,) — f(y.)] # 0. O
Exemplo 6.32. Vamos usar o Teorema 6.13, para mostrar que a fungao continua f : R — R,
dada por f(x) = cos(z?), nao é uniformemente continua. Considere a sequéncia [En =
Vonm e y, = /(2n+ 1)7. Assim sendo, lim(x, — y,) = lim[v2nm — \/(2n+ )7

2nm — (2 —
lim —— " Cntlr i = 0. Por outro lado, llm[f(a:n) -

= lim
\/2n7r+\/2n+17r \/2mr+\/(2n—|—1)7r
f(yn)] = lim[cos(2nm) — cos((2n + 1)7)] = lim(1 + 1) = 2 # 0. Portanto, usando o Teo-

rema 6.13, temos que f nao é uniformemente continua.
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O Teorema a seguir acrescenta uma hipotese sobre o dominio de uma funcao continua de

forma que esta seja uniformemente continua.

Teorema 6.14. Toda fungao real continua definida em um conjunto compacto é uniforme-

mente continua.

Demonstracao. Sejam X C Re f: X — R uma funcao continua. Suponha, por absurdo,
que f nao é uniformemente continua. Assim, existe ¢ > 0 tal que V § > O encontram-se
z5,ys € X com |z5 —ys| < 6 e |f(ws) — flys)| > e. Faga, 6 = 1,%,...,%, .. Com isso,
3 (xn), (Yn) € X tais que |z, — yp| < £ e |f(xn) — f(yn)| = €. Como X ¢é compacto, entdo,
usando o Teorema 4.9, existe (y,, ) subsequéncia de (y,) tal que 1}1—{20 Yn, =y € X. Como

1 entdo 0 < lim |z, — y,| < lim< = 0. Dessa forma, lim[z, — y,] = 0.

0 < |z, —uyn| <
Pelo Teorema 2.2, temos que lim[z,, — y,,] = 0. Mas, z,, = (Tn, — Yn,) + Yn,. Logo,
limz,, = lim[z,, — y,|+ limy, = 0+y =y € X. Como f é continua, usando o
Teorema 6.3, temos que lim f(x,, ) = lim f(y,,) = y. Por outro lado, |f(zn,) — f(yn,)| > €.
Portanto, 0 = |y — y| = lim | f(xy, ) — f(Yn,)| > €. Isto é um absurdo, pois € > 0. Logo, f ¢

uniformemente continua. 0

Exemplo 6.33. Seja f : [0,1] — [0,1] dada por f(x) = 2% Vimos que f é uma bijecao
continua (ver exemplo 5.8). Como [0,1] é compacto, entdo pelo Teorema 6.12 f ¢ um
homeomorfismo. Ou seja, f~!, a qual é dada por f~(z) = /z, V x € [0,1], é continua.
Mais que isso, pelo Teorema 6.14, f~! é uniformemente continua. Vimos que f~! nao é

Lipschitziana. Isto mostra que a reciproca da Proposicao 6.2 nao é verdadeira.

Exemplo 6.34. Seja f : [1,00) — R dada por f(x) = /z. Vamos verificar que f é
Lipschitziana. De fato, V z,y € [1,00), tem-se z,y > 1. Consequentemente, v/z, /y > 1.

1
Portanto, v/ 4+ /y > 1 +1 = 2. Ou seja, Com isso, |f(x) — f(y)| =

- < Z

VIt y T2
1 .

!x—yl Por fim, |f(z) = f(y)] < 5lz =yl Assim

Vil = || = s <

sendo, f é Lipschitziana com constante de Lipschitz 1/2. Dessa forma, pela Proposi¢ao 6.2,

f é uniformemente continua em [1, 00).

Exemplo 6.35 (Continuidade da Raiz Quadrada). Vimos acima que a fungao raiz quadrada
¢ continua em [0, 1] e [1, 00) (conjuntos fechados). Utilizando o Teorema 6.1, obtemos que a

funcao raiz quadrada é uma funcgao continua.

A continuidade uniforme em R é preservada por operacoes elementares. Veja o
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Teorema 6.15 (Operagoes com Continuidade Uniforme). Sejam f,g : X — R uniforme-

mente continuas. Entao:

i) f 4 g € uniformemente continua, ou em palavras, a soma de fungoes uniformemente

continuas € uniformemente continua;

ii) fg € uniformemente continua se f,g sao limitadas, ou em palavras, o produto de duas

funcoes uniformemente continuas e limitadas € uniformemente continua;

iii) se |f(x)| >k >0,V z € X, entio 1/f é uniformemente continua em X.

Demonstragao. Sejam (z,), (y,) € X tais que lim(z,, — y,) = 0. Como f, g sdo uniforme-
mente continuas, entdo, usando o Teorema 6.13, concluimos que lim|[f(z,) — f(yn)] = 0 e
lim[g(zn) — g(yn)] = 0.

i) Veja que im[(f +g)(xn) = (f +9)(yn)] = Um[f (zn) + g(zn) = f (yn) — 9(yn)] = Lim[f (2n) —
f(yn) +9(@n) = g(yn)] = lim[f (zn) — f (ya)] +1im[g(22) — g(yn)] = 0. Logo, f + g ¢ uniforme-
mente continua, pelo Teorema 6.13.

ii) Suponha que f,g sdo limitadas. Entao (f(z,)) e (g9(x,)) sao limitadas. Portanto,
tnf(£) () — (F9) ()] = Hm{F(@0)g(n) — F()g(3)] = Tn(f(@0)g(@n) — F(m)g(en) +
Fyn)g(@n) — f(yn)g(yn)] = lim[f(zn) — f(ya)lg(@n) + f(yn)lg(zn) — 9(yn)] = im{[f(zs) —
f(ya)lg(@a) +Im{ f (yn)lg(2n) —g(yn)]} = 0, pois im[f (zn) = f(yn)] = 0, lim[g(2s) —g(ya)] =
0e (f(zn)),(g(x,)) sao limitadas (ver Teorema 2.10).

iii) Como |f(z)] > k > 0, V z € X, entao 1/|f(z)| < 1/k, ¥V = € X. Portanto,
11f @)l U1F )] < 1K, ¥ 1 € N. Togo, 1/]f(@a) ()| < 1/K% ¥ n € N. Com isso,

(1/[f(zn) f(yn)]) é limitada. Dessa forma, lim[1/f(z,)—1/f(y,)] = lim [%} =0,

pois im|[f (y,)— f(z,)] = = Um[f(z,)— f(yn)] = 0e (1/[f(zn) f(y,)]) é limitada (ver Teorema
2.10). 0

Exemplo 6.36. A fungdo f(z) = = + y/z é uniformemente continua em [1,00), pois as
fungoes g(x) = z e h(xz) = /& sdo uniformemente continuas em [1,00) (ver exemplos 6.28 e
6.34)

Vimos no exemplo 6.24 que a imagem de um conjunto limitado por uma funcao continua
nao é um conjunto limitado. Para que esta imagem seja limitada precisamos de uma hipétese

mais forte. Veja o
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Teorema 6.16. Sejam X C R limitado e f : X — R uniformemente continua. Entao f €
limitada. Ou seja, f(X) C R € limitado.

Demonstrag¢ao. Suponha que f é ilimitada inferiormente. Isto é, f(X) é ilimitado inferi-
ormente. Seja x; € X. Dado f(xz;) — 1 € R, existe 5 € X tal que f(x2) < f(z1) — 1.
Indutivamente, existe (z,) € X tal que f(z,41) < f(z,) — 1, ¥V n € N. Assim sendo,
f(@ng2) < flepy) —1 < f(z,) —1 -1 < f(z,) — 1,V n € N. Portanto, seguindo este
processo, encontramos f(x,,) < f(z,) —1, se m > n. Como X é limitado, entao (x,) C X é
limitada. Pelo Teorema 4.8, existe (x,,) subsequéncia de (z,) tal que khj& Tp, = . Assim,
]}Lrgo[xnkH — xp,] = x —x = 0. Por outro lado, f(zy,) — f(%n,,,) > 1 (nx < ngy41). Como
f ¢ uniformemente continua, entao 0 = ,}LIEO[f@”k) — f(%n,,,)] = 1. Absurdo! Ou seja, f é
limitada inferiormente. Analogamente, prova-se que f ¢é limitada superiormente. [l

Corolario 6.17. Sejam f : X — R uniformemente continua e y € X'. Entao lim f(z)
T—y

existe.

Demonstrag¢ao. Vamos utilizar o Teorema 5.5. Como y € X', entao existe (z,,) C (X \ {y})
com limz, = y. Pelo Teorema 2.3 temos que (z,) ¢ limitada. Com f é uniformemente
continua, entao, usando o Teorema 6.16, temos que (f(x,)) é limitada. Pelo Teorema 4.8,
existe (f(xy,,)) subsequéncia de (f(z,)) tal que kh_)nolo f(zn,) = 1. Seja (yn) € (X \ {y})
tal que limy, = y. Entdo, lim(z, — y,) = limz, — limy, = y —y = 0. Como f é
uniformemente continua, entao pelo Teorema 6.13, temos que lim|[f(x,) — f(y,)] = 0. Dessa
forma, Um[f(z,, ) — f(yn,)] = 0 (ver Teorema 2.2). Mas, f(yn,) = [f(Yn,) — [ (@n,)] + (T, )-
Logo, lim f(y,) = 1 [f(y) —f (2, )]+ lim f(z,,) = 0+1= L. Portanto, lim f(ys,) = 1.
Dessa forma, :101_)rr; f(z) =1, usando o Teorema 5.5. O

1 1
Exemplo 6.37. Defina f : R* — R por f(z) = cos | — ). Vimos que hI%COS (—) nao
T z— x

existe. Assim sendo, f nao é uniformemente continua pelo Corolario 6.17.
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Exercicios de Fixacao

1. Se f: X — R é uniformemente continua e (x,) C X é uma sequéncia de Cauchy, entao

(f(zn)) € R é uma sequéncia de Cauchy.
2. Mostre que f(z) = 1/ é uniformemente continua sobre Y = [y, c0), onde y > 0.

3. Mostre que a fungio f(x) = 2 ndo é uniformemente continua em [0, c0).

4. Mostre que a fungao f(x) = 5 ¢ uniformemente continua em R.

1+z
5. Sejam f(x) = z e g(x) = senx. Mostre que f e g sdo uniformemente continuas em R.

Mas fg nao é.

6. Mostre que se f, g sao uniformemente continuas em R entao fog é uniformemente continua

em R.

6.7 Conclusao

Caro aluno, ao final desta aula, é importante ressaltar que o estudo das fungoes continuas
nos conduz a um nivel de abstracao em Matematica muito mais elevado. Além disso, as
definigoes e resultados desta aula também nos permitem representar graficamente uma funcao
continua, dentro do seu dominio, sem retirar a caneta do papel. Portanto, a continuidade
faz necessario o uso de duas ferramentas de grande valhia em Matematica que sao: provas
analiticas e interpretagao geométrica para seu entendimento por completo para um primeiro

curso de Anélise.

6.8 Resumo

Nesta aula, apresentamos ao aluno, como identificar as fungoes reais continuas e uniforme-
mentes continuas. Mostramos também que hipdteses devemos estabelecer para relacionar
estes dois conceitos. Além disso, discutimos aplicacoes de resultados tais como os Teoremas
do Valor Intermediario e de Weierstrass, os quais serao extremamente utilizados na teoria

de derivadas a seguir.
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6.9 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Sejam f,g: X — R funcoes continuas no ponto y € X. Prove que sao continuas no ponto
y as fungoes p,q : X — R, definidas por: p(x) = max{f(x),g(z)} e ¢(x) = min{ f(x), g(z)}.
2. Sejam f, g : X — R continuas. Prove que se X é abertoentao Y = {z € X : f(z) # g(x)}
é aberto.

3. Seja f : R — R continua. Prove que se f(x) =0,V z € X, entdo f(z) =0,V 1z € X.

4. Prove que f : R — R é continua < f(X) C f(X),V X CR.

5. Sejam f,g : X — R continuas no ponto z € X. Suponha que, V § > 0, existem
z,y € (z =4,z +0) tais que f(x) < g(x) e f(y) > g(y). Prove que f(z) = g(z).

6. Seja f : X :— R descontinua no ponto y € X. Prove que existe ¢ > 0 com a seguinte
propriedade: ou se pode achar uma sequéncia de pontos z,, € X com limz, =y e f(z,) >
fly) +e,VneN, ouacha-se (y,) com y, € X, limy, =y e f(y,) < f(y) —¢,VneN.

7. Seja f : R — R continua tal que lim f(z) = lim f(x) = co. Prove que existe y € R tal

que f(y) < f(z), Yz eR.

8. Prove que nao existe uma funcao continua f : [a,b] — R que assuma cada um dos seus

valores f(z), x € [a, b, exatamente duas vezes.
9. Seja f : X — R continua no conjunto compacto X. Prove que, para todo £ > 0 dado,
existe k. > 0 tal que z,y € X, l[y —z| > e = |f(y) — f(z)| < ko|ly — =

2

10. Mostre que a funcao continua f : R — R dada por f(z) = z*, nao é uniformemente

continua.

11. Dada f : X — R uniformemente continua, defina g : X — R pondo g(z) = f(x), se

r € X é um ponto isolado e g(z) = lim f(y) se x € X'. Prove que g é uniformemente
y—

continua e g(z) = f(z), ¥V z € X.

12. Sejam f,g : X — R uniformemente continuas. Prove que p,q : X — R dadas por

p(x) = min{ f(z), g(x)} e ¢(z) = max{f(z),g(z)}, V x € X, sdo uniformemente continuas.
13. Sejam f,g: X — R continuas. Se Y C X e f(y) = g(y), Vy € Y, entdo fly = gl
14. Seja A C R aberto. f: A — R é continua < f~(B) é aberto, V B C R aberto.

15. Seja F' C R fechado. f: F — R é continua < f~!(G) é fechado, V G C R fechado.

152



6.10 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. Sejam f,g: X — R continuas. Prove que se X é fechado entao Z = {x € X : f(z) =
g(x)} é fechado.

Demonstragdo. Seja z € Z. Entdo, existe (z,) C Z tal que limz, = x. Como Z C X
e X é fechado, entdio x € Z C X = X. Por outro lado, f e g sdo continuas. Assim
sendo, pelo Teorema 6.3, lim f(z,) = f(z) e limg(x,) = g(x). Como (z,) C Z, temos que
f(z,) = g(x,), ¥V n € N. Dessa forma, f(x) = lim f(z,) = limg(z,) = g(x). Ou seja,
f(z) = g(z). Isto nos diz que x € Z. Portanto, Z C Z. Por fim, Z é fechado. O

Ex2. (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer) Seja f : [a,b] — R uma fungao continua tal que
fla) <aeb< f(b). Prove que existe x € [a,b] tal que f(z) =z (x é denominado ponto fixo

de f).

Demonstracao. Se f(a) < aeb < f(b), entao f(a) —a < 0 < f(b) —b. Se f(a) = a ou
f(b) = b, o exercicio estd resolvido, basta considerar x = a ou = = b respectivamente. Caso
contrério, isto é, f(a) —a < 0 < f(b) —b. Defina g : [a,b] — R por g(y) = f(y) — y.
Como f é continua, entao pelo exemplo 5.8 e Teorema 6.6, tem-se que g é continua. Assim,
g(a) = fla) —a <0< f(b) — b= g(b). Ou seja, g(a) < 0 < g(b). Usando o Teorema 6.8,
existe x € (a,b) tal que g(z) = 0. Isto é, f(z) — x = 0. Portanto, f(z) = =. O

Ex3. Uma funcao f : R — R diz-se periddica se existe p > 0 tal que f(x + p) = f(z),
V x € R. Prove que toda funcao continua periédica f : R — R é limitada e existem y, 2z € R
tais que f(y) < f(z) < f(2), Vo € R.

Demonstragao. Por indugdo, prova-se que f(x + np) = f(z), V. n € N. Por outro lado,
f(z) = f(x —p+p) = f(x —p). Novamente, por indugao, f(x —np) = f(x), Vn € N. Além
disso, f(x+0p) = f(x). Portanto, f(z+2zp) = f(x),V 2z € Z. Pela Proposi¢ao 6.1, f|p, — R
¢ continua em [0,p]. Como [0,p] é compacto, entao flj, — R é uniformemente continua
(ver Teorema 6.14). Pelo Teorema 6.11, existem y, z € [0,p| tais que f(y) < f(z) < f(2),
YV z € [0,p]. Observe que R = U[zp, (z + 1)p]. Dessa forma, dado = € R existe zy € Z tal

2€EZ
que = € [zop, (20 + 1)p]. Com isso, zop < x < (z9+ 1)p. Consequentemente, 0 < x — zop < p.
Com isso, f(y) < f(z — z0p) = f(x) < f(z). Por conseguinte, f é limitada. O
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Ex4. Dado um conjunto nao-vazio Y C R, defina f: R — R pondo f(x) = inf{|z —y|: y €
Y}, Prove que |f(x) — f(2)| < |z — 2|, V 2,2 € R. Conclua que f é uniformemente continua

(f(z) =d(z,Y) é denominada distancia do elemento = ao conjunto Y').

Demonstragao. Sejam y € Y e x,z € R. Assim sendo, f(z) = inf{jlz —y| : y € Y} <
lt—y|=|r—24+2—y| <|r—z|+|z—y|. Ouseja, f(z)—|z—2| <|z—y|,Vy €Y. Dessa
forma, utilizando a defini¢ao 1.12, temos que f(x) — |z — z| < inf{|z —y| : y € Y} = f(2).
Ou equivalentemente, f(z) — f(z) < |z — z|, V z,2z € R. Analogamente, verifica-se que
f(z) = f(z) < |z — z|. Portanto, |f(z) — f(2)| < |x — 2|, ¥V 2,z € R. Isto nos diz que
f € Lipschitziana com constante de Lipschitz £k = 1. Por fim, pela Proposicao 6.2, f ¢

uniformemente continua. [l
Ex5. Sejam f,g: R — R continuas, tais que f(r) = g(r), ¥V r € Q, prove que f = g.

Demonstracdo. Vimos que Q = R (ver exemplo 4.15). Vamos provar que f(z) = g(z),
Vo € R Sejaxr € R=Q. Assim, existe (x,) C Q tal que limxz, = 2. Como f e g sdo
continuas em R entdo lim f(x,) = f(x) e limg(z,) = g(z). Como (z,) C Q, entdo, por
hipétese f(x,) = g(x,), V n € N. Com isso, f(x) = lim f(z,) = limg(x,) = g(x). Ou seja,
f(z) = g(x). Isto nos diz que f = g. ]

Ex6. Sejam K compacto e F' fechado, nao-vazios. Mostre que existem k£ € K e f € F' tais
que |k —f|<|zr—yl,Vze Key€cF.

Demonstracao. Defina d(K, F) = inf{|x—y| : x € K,y € F}. Este nimero real ndo-negativo
é chamado a distancia entre os conjuntos K e F. Usando o exemplo 4.12, concluimos que
inf{lz —y|:x € K,y € F} € {lx —y|:z € K,y € F}. Assim sendo, existem (z,) C K e

(yn) C F tais que lim |z,, — y,| = d(K, F). Como K é compacto, entao, pelo Teorema 4.9,
3 (x,, ) subsequéncia de (z,,) tal que klim x,, =k € K. Por outro lado, utilizando o Teorema
2.2, temos que lim |z, —yn, | = d(K, F'). Observe que |yn, | = |Yn, — Tnp +Tnp | < |Yny, — Tny, |+
|zn, . Ou seja, (yn,) é limitada, pois, (Yn, — Tn,) € (2, ) sdo limitadas (ver Teorema 2.3).
Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe (yy,,) subsequéncia de (y,, ) tal que kll_rgo Yn, =

f € F = F (F ¢ fechado). Portanto, k — f = k}gr;o:rnk, — k}l_r)réo Yn, = klgréo[xnk, — Yny |-
Portanto, |k — f| = kli_rgomnk, —tn,| = d(K,F) =inf{lzr —y| : 2 € K,y € F} < |z —y],

Vee K,ye F. [l
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Auto-Avaliacao

Sou capaz de verificar se uma funcgao é continua ou uniformemente continua e saber aplicar

os Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstarass?

Proxima Aula

Caro aluno, na proxima aula, estudaremos derivada de funcgoes reais. Recomendo a voceé,
compreender a esséncia dos Teoremas do Valor Intermedidrio e de Weierstrass para facilitar

o entendimento das aplicacoes de alguns resultados estabelecidos na préxima aula.
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