Capitulo 2

Segunda Aula: Sequéncia de Numeros

Reais

Meta

Apresentar ao leitor os conceitos e as propriedades envolvendo limites de sequéncias de

numeros reais.

Objetivos

Ao final desta aula o aluno devera ser capaz de provar se uma sequéncia, formada por
nuimeros reais, converge ou nao. No primeiro caso, quando possivel, encontrar o limite dessa
sequéncia. Além disso, o aluno precisard saber aplicar corretamente alguns resultados de
extrema relevancia, como, por exemplo, os Teoremas do Sanduiche e da Monotonicidade nas

atividades propostas deste material.

Pré-requisitos

Aula 1, Fundamentos da Matemética e Calculo II.
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2.1 Introducao

Nesta aula, convidamos o leitor a mergulhar no estudo das sequéncias de niimeros reais.
A partir deste momento, estamos interessados em saber se elementos reais, em uma quan-
tidade enumeravel, estao tao proximos de um determinado valor quanto almejarmos. Estes
elementos denotarao o que denominamos sequéncia e a esta proximidade daremos o nome
de convergéncia da sequéncia. Vamos provar que tal convergéncia ocorre em alguns casos,
mostrando algumas condigoes necessarias e outras suficientes para que este fato seja consu-
mado. Em Matematica, a convergencia de uma sequéncia, descrita em palavras acima, serve
também para que possamos obter informacoes sobre o valor ao qual essa sequéncia converge,
a partir das caracteristicas dos termos desta mesma. Ao aluno interessado em aplicagoes,
esta aula traz conteidos que tém aplicagoes diretas em Equacoes Diferenciais Ordindrias e
Parcias (ver [3]). Estabeleceremos, também nesta aula a ideia de quando uma sequéncia
de ntimeros reais possue uma quantidade infinita de termos tao distantes da origem quanto

quisermos.

2.2 Sequéncias Limitadas e Convergentes

Nesta se¢ao, estudaremos sequéncias de numeros reais. O nosso maior interesse, neste
conteudo, é saber quando existe convergéncia de uma determinada sequéncia ou nao. Per-
correremos um caminho natural de definigoes, exemplos e resultados para alcancarmos nossa

meta.

Definigao 2.1 (Sequéncia). Uma fungao z : N — R dada por z(n) = x,,, para todon € N, é
denominada uma sequéncia de ntimeros reias. Neste caso, a imagem x,, de um dado niimero

n € N é chamada n-ésimo termo da sequéncia x : N — R.

Notagao: © = (,)nen, (T1, T2, ..., Ty, ...) OU (), esta ultima quando ndo houver possibili-

dade de confusao.

Obs 2.1. Observe a diferenca entre a imagem da sequéncia e a propria sequéncia. Vejamos
um exemplo. Considere a sequéncia (z,,) = (0,0, ...,0,...). Esta difere de sua imagem, a qual

¢ dada através do conjunto z(N) = {z, z9, ..., zp, ...} = {0}.

Obs 2.2. Observe que, através da definicao de igualdade entre funcoes, duas sequéncias

(xn), (yn) sdo iguais se x,, = y,, para todo n € N. Duas sequéncias podem ter a mesma
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imagem, mas serem distintas. De fato, considere as sequéncias (x,,) = (1,2,1,2,...) e (y,) =
(2,1,2,1,...). Estas sequéncias sao distintas, pois 1 = 1 e y; = 2 sao diferentes. Por outro
lado, z(N) = y(N) = {1,2}.

Definiremos a seguir quando uma sequéncia pode ser chamada limitada inferiormente ou

superiormente.

Definigao 2.2. Uma sequéncia (z,) é dita limitada inferiormente (respectivamente limi-
tada superiormente) se o conjunto imagem x(N) C R é um conjunto limitado inferiormente

(respectivamente limitado superiormente).

Obs 2.3. Usando a Defini¢ao 1.9, podemos concluir que uma sequéncia (z,) é limitada
inferiormente (respectivamente limitada superiormente) se existe ¢ € R tal que ¢ < x,,, para
todo n € N (respectivamente 3 d € R : z,, < d, para qualquer n € N). Aqui ¢ e d sdo

chamadas cotas inferior e superior, respectivamente.
Exemplo 2.1. Pelo Exemplo 1.5, a sequéncia (1/n), . ¢ limitada inferior e superiormente.

Exemplo 2.2. A sequéncia x = (2") é uma sequéncia limitada inferiormente, mas nao supe-
riormente. Com efeito, por inducao, 2 < 2™,V n € N. Portanto, z é limitada inferiormente
por 2. Usando a Desigualdade de Bernoulli (ver lista de exercicios resolvidos de nimeros

reais), obtemos
'=(1+1)">1+n-1=1+n,VneNl.

Ou seja, 2" > 1+n, Vn € N. Pelo Teorema 1.2, dado ¢ € R existe m € N tal que c—1 < m.

Portanto, ¢ < 1+ m < 2™. Dessa forma, z ¢ ilimitada superiormente.

Quando uma sequéncia possui cota inferior e superior dizemos simplesmente que esta é

limitada. Mais simplesmente, temos a seguinte definicao.

Definigao 2.3 (Sequéncia Limitada). Dizemos que uma sequéncia é limitada se esta é limi-

tada inferior e superiormente.

Obs 2.4. A Observacao 2.3 nos diz que uma sequéncia é limitada se existem c¢,d € R tais
que
c<x,<d,VneN,

ou seja, existe M = max{|c/|,|d|} € R tal que |z,| < M,V n € N.
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Exemplo 2.3. A sequéncia (1/n),, .y ¢ limitada. Por outro lado, a sequéncia (2") é ilimitada.

A definicao a seguir abre caminho para estudarmos sequéncias convergentes.

Definicao 2.4 (Limite de Sequéncia). Seja (z,,) uma sequéncia. Dizemos que o limite de
xn ¢ € R se dado € > 0, existe N € N tal que

para todo n > N,com n € N, tem-se x, € (x — e,z + ¢).

Neste caso, escreveremos limz,, = x, lim x, = z ou x, — . E comum dizermos, nestas
n—oo

condigoes, que z, tende para z.

Obs 2.5. O nimero N encontrado depende somente do € dado, ou seja, N = N(e).

Vejamos nas trés observagoes abaixo maneiras equivalentes de definir limite de sequéncias.
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Obs 2.6. Usando a Observagao 1.12, temos que
limz, =z< Ve>0,3NeNtal que Vn>N, tem-se |z, — z| < e.
Obs 2.7. Segue diretamente da Definicao 2.4 que
limz, =z < lim(z, —z) =0 < lim |z, — 2| = 0.
Obs 2.8. Observe que limz, = = < dado ¢ > 0, existe N € N tal que todos z/s €
(x — e,z + ), exceto, possivelmente, 1, Ta, ..., Tn_1.
A seguir definiremos como identificar se uma sequéncia é convergente ou divergente.

Definig¢ao 2.5 (Sequéncia Convergente). Se limz,, = 2 € R, entao dizemos que (x,) é uma

sequéncia convergente e converge para x. Caso contrario, (x,) é dita divergente.

Exemplo 2.4 (Limite da Constante). Considre a sequéncia constante (x,). Isto é, x,, = ¢ =
constante, V n € N. Logo, dado € > 0, temos que

|z, —cl=]c—c|=0<e,Vn>1.

Neste caso, N = 1 € N. Dessa forma, toda sequéncia (c),en constante é convergente e

converge para c.

Exemplo 2.5. Considere a sequéncia (1/n). Afirmamos que lim1/n = 0. Com efeito, dado
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g€ > 0, pelo Teorema 1.2, 4 N € N tal que % < N. Portanto, V n > N, obtemos

-
n

<—<
e.
N

SHE

1 ‘ B

No decorrer da secao daremos exemplos de sequéncias divergentes.

Teorema 2.1 (Unicidade de Limite). O limite de uma sequéncia convergente € unico.

Demonstracao. Seja (r,) uma sequéncia convergente. Suponha, por absurdo, que

lim z, =z e lim x, =y, com x # y.
n—o0 n—oo

Sem perda de generalidade, considere que x < y. Seja ¢ = %m > 0. Assim, existem
N1, Ny € N tais que

V' n> Ny, tem-se z, € (x —e,x+¢) e Vn> Ny, conclui-se z, € (y — e,y +¢€).
Seja Ny = max{ Ny, No}. Entao, V n > Ny > Ny, Ny, infere-se

T, €(r—ec,x+e)N(y—e,y+e).
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Por outro lado,
y—r y+zx S y—z .
2 T~ o YT TYTE

Portanto, (z —e,z+e)N(y—e,y+¢e) =0, masay, € (r —e,x+e)N(y—e,y+e¢). Isto é

r+e=x-+

um absurdo. Dessa forma, o limite é tnico. O

Logo abaixo colocamos a definicao de subsequéncias. Desejamos saber qual a relacao

existente entre os limites de uma sequéncia e de suas subsequéncias.

Definicao 2.6 (Subsequéncia). Seja @ = (,)nen uma sequéncia de nimeros reais. Uma
restricaio y = x|y : N' - R de z, onde N' = {n; < ny < ... < ng < ...} €N ¢é um conjunto

infinito, é denominada subsequéncia de x.

Notacao: y = (Tn, )ken, (Tn)new, (Tny, Tagy cvoy Tnys --) OU (T4, ), esta dltima, caso ndo haja

possibilidide de confusao.

Exemplo 2.6. (2n),en = (2,4,6,...,2n,...) é uma subsequéncia da sequéncia (n),eny =

(1,2,3,...,n,...). Por outro lado (3,1,2,...) ndo é uma subsequéncia desta mesma sequéncia.

Vejamos como definir o limite de uma subsequéncia.

Obs 2.9. Denotaremos o limite de uma subsequéncia por lim x,,, lim z, ou limz,,, esta
k—o00 neN

ultima quando nao houver possibilidade de confusao. Este tem a seguinte definicao:
dadoe > 0,3 N e N tal que Vn > N, comn € N, tem-se z, € (v —&,x +¢).

Teorema 2.2. Seja (x,) uma sequéncia convergente, com limz, = x. Entao, toda sub-

sequéncia de (x,) € convergente e converge para .

Demonstrac¢ao. Seja (z,)neny uma subsequéncia de (x,,),en. Vamos provar que lirlr\} X, = .
neN’
Dado £ > 0, 4 N € N tal que

V'n> N, tem-se z,, € (x —&,x + €),
pois linl\lI x, = x. Como N’ C N ¢ infinito, entdo 3 N’ € N’ tal que N’ > N. Portanto,
ne

Vn'>N >N, comn €N, tem-se x, € (r —¢,z+¢),
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ou seja, lim x, = x. ]
neN’/

Obs 2.10. O Teorema 2.2 nos da condi¢oes para provar que uma determinada sequéncia

diverge. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 2.7. A sequéncia (1,3,1,3,...) é divergente porque possui as subsequéncias
(1,1,...,1,...) e (3,3,...,3) constantes. Além disso, estas convergem para os valores dis-
tintos 1 e 3, respectivamente (ver Exemplo 2.4). Pelo Teorema 2.2, a sequéncia (1,3,1,3,...)

diverge.
A proposicao a seguir nos informa que uma quantidade finita de termos nao interfere no
resultado do limite de uma sequéncia convergente.

Proposigao 2.1. Sejam (z,,) uma sequéncia e p € N. Entdo,

limz, =2 & limz,, = .
neN

Demonstracao. =) Observe que (x,,) ¢ uma subsequéncia de (z,). Logo, se limz, = x,
entao, usando o Teorema 2.2, lim z,,, = .
neN

<) Suponha que linfﬁlI Tptp = . Assim, dado € > 0, 3 N’ € N tal que
ne
Vn> N, tem-se xp4p € (x —e,2 + €).

Seja N = N'+p € N. Com isso, V n > N, tem-se que n > N’ + p. Ou seja, n —p > N'.
Portanto,

Tp = T(n—p)tp € (T — €, 0+ €).

Isto nos diz que, limx, = z. O

O Teorema abaixo relaciona limitagao com convergéncia de uma sequéncia.

Teorema 2.3 (Teorema da Divergéncia). Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Seja (zr,) uma sequéncia convergente, com limz, = z. Sejae =1 > 0.
Assim, 4 N € N tal que

V'n >N, tem-se z,, € (v — 1,z + 1).



2.3. SEQUENCIAS MONOTONAS 43

Seja d € R tal que —d < x —1ex+ 1 <d. Assim sendo, x,, € (—d,d), V n > N. Ou seja,
|z,| < d,Vn>N. Seja

M = max{|x1], |a], ..., |n_1],d}.
Dessa forma, |z,| < M,V n € N. Por fim, (z,) é limitada. O

Obs 2.11. A reciproca do Teorema 2.3 é falsa. De fato, considere a sequéncia (1,3,1,3,...)

limitada, a qual é divergente, basta rever o Exemplo 2.7.

O Teorema 2.3 é uma ferramenta 1til na demonstracao da divergéncia de uma sequéncia.

Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 2.8. Considere a sequéncia (z,,)nen = (n)nen. Veja que esta sequéncia é ilimitada,
pois z(N) = N ¢ ilimitado pelo Teorema 1.2. Logo, usando o Teorema 2.3, (Z,)nen = (7)nen

diverge.

2.3 Sequéncias Mondétonas

Vejamos que condigoes devemos acrescentar a uma sequéncia para que a reciproca do

Teorema 2.3 seja valida. Para este fim, colocaremos as seguintes definigoes.

Definigao 2.7 (Sequéncia Nao-decrescente). Dizemos que uma sequéncia (z,,) é nao-decres-
cente (respectivamente crescente) se Tp < Tpi1,VneN (respectivamente Tp < Tpi1,V N E
N).

Definicao 2.8 (Sequéncia Nao-crescente). Uma sequéncia (z,,) é dita ndo-crescente (respec-

tivamente decrescente) se ,41 < ,,V n € N (respectivamente z,.; < x,,V n € N).

Defini¢ao 2.9 (Sequéncia Mondtona). Uma sequéncia é dita mondtona se satisfaz a desi-

gualdade estabelecida na Defini¢ao 2.7 ou na 2.8.

Exemplo 2.9. A sequéncia (n),ey € dita monétona crescente e ndo-decrescente. A sequéncia
(%)neN é mondtona decrescente e nao-crescente. (1,1,...,1,...) é mondtona ndo-decrescente

e nao-crescente. J4 a sequéncia (1,3,1,3,...) ndo é mondtona.

A definicao de monotonicidade de sequéncia é o ingrediente a ser acrescentado para

obtermos a reciproca do Teorema 2.3. Isto esta formalmente enunciado no seguinte resultado.
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Teorema 2.4 (Teorema da Monotonicidade). Toda sequéncia mondtona limitada é conver-

gente.

Demonstracao. Seja x = (z,,) uma sequéncia mondtona nao-crescente limitada. Como x
¢ limitada entdo, pela Definigao 2.3, z(N) é limitado. Pela completude de R, existe y =
inf x(N). Vamos provar que limz, = y. Com efeito, dado € > 0 existe N € N tal que

xn < y + e (ver Definigao 1.12). Como x é uma sequéncia nao-crescente, logo, V. n > N,

temos que
y—e<y<z,<zy<yY-+e,
ou seja,
T €(y—ce,y+e),¥Yn>N.
Portanto, lim x,, = y. Isto prova o resultado. [

Obs 2.12. Na prova do Teorema 2.4, pode considerar que a sequéncia é mondtona nao-

decrescente, e com isso, prova-se, analogamente, que y = sup z(N).

Exemplo 2.10. A sequéncia (1/n) monétona decrescente, entdo, usando o Teorema 2.4,
temos que lim = = inf {1/n : n € N} = 0 (ver Exemplo 1.5). Veja que, esta é outra maneira

de verificar a convergéncia desta sequéncia (ver Exemplo 2.5).

Exercicios de Fixacao

1. A sequéncia (z,) é definida pelas seguintes férmulas para o n-ésimo termo. Escreva os

primeiros 5 termos nestes casos

i) 2, =1+ (-1)"

l.) 1

i) xp, = —;
n(n+1)

1

iii) x, = SCSGT

2. Os primeiros termos de uma sequéncia (z,) sao dados abaixo. Assumindo que os outros

termos estabelecem a mesma lei estabelecida por estes termos, encontre a férmula para o
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n-ésimo termo x,,.

i) 5,7,9,..;

ii) 1/2,2/3,3/4,4/5,...;

iii) 1,4,9,16,....

3. Liste os primeiros 5 termos das seguintes sequéncias definidas indutivamente.
i) ©1=1,2,41 = 32, + 1;

i) o1 =2, 201 = 1/2(x, + 2/2,);

iii) 1 = 3,29 =5, Tp12 = Ty + Tpy.

4. Seja x € R. Mostre que lim% = 0.

5. Usando a defini¢ao de limites, mostre os seguintes limites:

n
3 i _ o
i) m ;
. 3n+1 3
ii) lim =—;
n+5 2
2
iii) lim )
n+1

6. Seja 1 = 8, x4 = (1/2)z, + 2, V n € N. Mostre que (z,) é mondtona e limitada.

Encontre seu limite.

7. Sejaxy > 1, xp =2—1/x,, Vn € N. Mostre que (x,,) é mondtona e limitada. Encontre

seu limite.
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8. Sejaxy =1, x,11 =2+ x,, Vn € N. Mostre que (z,,) € monétona e limitada. Encontre

seu limite.

9. Seja 1 = /D, Tny1 = VP +2n, V0 € N. Mostre que (z,) é monétona e limitada.

Encontre seu limite. Sugestao: Um limite superior é 1+ 2,/p.

10. Seja (z,,) uma sequéncia limitada. Para cada n € N defina a,, = sup{zy : £ > n} e
b, = inf{zy : K > n}. Prove que (a,) e (b,) sdo sequéncias mondtonas e limitadas. Prove
que, se lima, = limb,, entdao (z,) é convergente. lima, e limb,, sdo chamados limites supe-

rior e inferior de (x,), respectivamente.

11. Mostre que as seguintes sequéncias sao divergentes:
i) (1= (=D"+1/n);

ii) (sen(nm/4)).

12. Suponha que z,, > 0,V n € N e que lim(—1)"z,, existe. Mostre que (z,) converge.

2.4 Resultados Importantes Envolvendo Convergéncia

Comecaremos esta secao demonstrando um resultado que garante que se o limite de uma
sequéncia convergente ¢ menor que um certo nimero real, entao, a partir de um certo indice,

os elementos desta mesma também sao menores que este valor numérico.

Teorema 2.5. Seja (x,) uma sequéncia convergente. Se limx, < x, entaéo 3 N € N tal que

V' n>N, tem-se x, < x.
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Demonstracao. Seja limz, = a. Dado 0 < € < x — a, existe N € N tal que
Vn >N, tem-se x, € (a —e,a+¢)C (a—x+a,a+x—a)=(2a—z,1),

pois x —a > 0. Ou seja, x, < x,Vn>N. O

Obs 2.13. Em alguns textos, diz-se “ para n suficientemente grande” quando se escreve
“3d N eNtal queVn>N". Assim, o Teorema 2.5 pode ser reescrito da seguinte maneira:
Seja (z,,) uma sequéncia convergente. Se limx,, < z, entdo para n suficientemente grande,

tem-se z,, < T.

Obs 2.14. O seguinte resultado pode ser provado de maneira equivalente ao Teorema 2.5:
Seja () uma sequéncia convergente. Se limz,, > z, entdo 3 N € N tal que Vn > N, tem-se

Tp > .
Veremos, a seguir, que para n suficientemente grande os termos de uma sequéncia con-
vergente tém o mesmo sinal que o seu limite.

Corolério 2.6 (Permanéncia de Sinal). Seja (z,,) uma sequéncia convergente. Se limx, <0
(respectivamente limx,, > 0), entdo 3 N € N tal que V. n > N, tem-se x,, < 0 (respectiva-

mente x, > 0).

Demonstragao. Use o Teorema 2.5 e a Observacao 2.14 com x = 0. ]

Corolario 2.7. Sejam (x,), (yn) sequéncias convergentes. Suponha que, 3 N € N tal que

V n >N, tenha-se x, < vy,. Entao, limzx, <limy,.

Demonstrag¢ao. Suponha, por absurdo, que limzx, > limy,. Usando o Teorema 1.6, existe
r € Q tal que limx, > x > limy,. O Teorema 2.5 e a Observagao 2.14, nos garante que
existe N1, Ny € N tais que:

V n> Ny, tem-se x, >x eV n> Ny tem-se y, < x.
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Seja N3 = max{Ny, No}. Assim sendo,
V' n > N3, tem-se x,, > x > y,.

Por hip6tese, 3 N € Ntal que Vn > N, tem-se z,, < y,,. Agora, considere Ny = max{N, N3}.
Portanto,

V n > Ny, tem-se x, > y, € , < Yp.
Isto é um absurdo. Entao, limx, < limy,,. O

Exemplo 2.11. Sejam (z,) = (0) e (y,) = (£). Vimos que limz,, = limy, = 0. Mesmo
sendo,

1
T,=0<—=19,,VneN.
n
Ou seja, no corolério 2.7, nao podemos afirmar que z,, <y, = limz, < limy,.

Obs 2.15. Se z, < z ((z,) convergente) para todo n suficientemente grande, entao lim z,, <

x. Basta, no corolério 2.7, assumir y,, = x, V n € N.

Obs 2.16. Analogamente, se y,, > y ((y,) convergente) para todo n suficientemente grande,

entao limy, > vy. E suficiente trabalhar com a sequéncia r, =y, Vn € N.

Abaixo enunciaremos um dos mais populares resultados obtidos no Célculo.

Teorema 2.8 (Teorema do Sanduiche). Sejam (x,,), (y,) sequéncias convergentes, com lim x,, =
limy, = z. Sed N € N tal que V n > N, tenha-se x, < z, < y,. Entao, (z,) € uma

sequéncia convergente e lim z, = z.

Demonstracdo. Dado ¢ > 0, vamos provar que existe Ny € N tal que V n > N, tem-se

zn € (2 — €,z 4+ €). Mas, como limz,, = limy, = z, entao existem Ni, Ny € N tais que
V' n > Ny, tem-se x, € (z —¢e,2+¢) eV n> Ny, conclui-se, y, € (z — g,z +¢€).
Ou seja,
Vn>Ng, tem-se z —e <z, <z+eceVn> Ny, infere-se, z —e <y, < z+e¢.
Seja N3 = max{Ny, No}. Logo,

Vn>N; tem-se, 2z —e<zx,<z4+ecez—ec<y,<z+Ee.
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Por outro lado, 3 N € N tal que V n > N, tem-se, x, < z, < vy,. Considere Ny =
max{N, N3}. Com isso,

Vn>Ny, temosque, z—e<x,<z4+e,2—ec<yp<z+ecex, <z, < Yn

Dessa forma,

V n> Ny, chegarse a, z—ec <z, <2, <y, <z-+¢,

ou seja, V n > Ny, tem-se, z — e < 2z, < z + €. Isto nos diz que
Zn € (2 —¢€,24¢),¥V n> Nj.
Por fim, (z,) é convergente e lim z,, = z. ]

Exemplo 2.12. Observe que

-1 1

entao, utilizando o Teorema 2.8, temos que lim (=1) =0, pois lim — = lim (——> = 0.
n n

Exemplo 2.13. Verifique que

1 1
0<—<-,VneN.
AL n

1 1
Portanto, usando o Teorema 2.8, obtemos que lim on = 0, pois lim — = lim 0 = 0.
" n

O resultado a seguir nos diz que o produto de uma sequéncia que converge para zero por

outra que é limitada também converge para zero.

Teorema 2.9. Sejam (x,) e (y,) uma sequéncia convergente e uma sequéncia limitada,

respectivamente, onde limz,, = 0. Entdo (x,y,) € convergente e lim x,y, = 0.

Demonstra¢ao. Como (y,,) é uma sequéncia limitada, entao existe M € R, tal que |y, | < M,
VneN. Se M =0, entdo |y,| <0,V neN. Ouseja, y, =0,V n € N. Assim (z,y,) = (0),
a qual converge para 0. Considere, entao, que M > 0. Como limz, = 0, entao dado ¢ > 0,
existe V € N tal que .

Vn >N, tem- n— 0 < —.
n > N, tem-se |x | i
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Com isso, V n > N, tem-se

9

MM:a

|xnyn - Ol = |xnyn| = |xn||yn| <
Portanto (x,¥,) é uma sequéncia convergente e lim z,y, = 0. O

Obs 2.17. A hipétese de (y,,) ser limitada ndo pode ser retirada do Teorema 2.9. Vejamos
um exemplo que comprovam esta afirmacdo. Sejam (z,,) = (1/n) e (y,) = (n). Vimos que
limz, = 0 (ver Exemplo 2.5) e que (y,,) ndo é limitada. Observe que (z,y,) = (1). Logo,
limz,y, =1 # 0.

Exemplo 2.14. Sejam (z,) = (1/n) e (y,) = (cos(nmw/2)). Note que (y,) é limitada, pois
|cos(nm/2)] <1,V n € N. Sabemos que lim £ = 0. Logo, usando o Teorema 2.9, concluimos
que

cos(nm/2)

im——= =0.
n

E importante ressaltar que (y,) ndo é convergente, pois possui duas subsequéncias constante
que convergem para valores distintos (ver Exemplo 2.7).
Para a prova do préoximo Teorema precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 2.10. Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que x,, ¢ destacado

da sequéncia (z,) se x, < x,, ¥ p > n.

Exemplo 2.15. Considere a sequéncia (z,) = (1,2,7,4,7,2,2,...,2,...). Veja que z; = 1
nao ¢ destacado, pois x93 = 2 > 1 = x1. Mas, x3 = 7 é destacado porque todo termo da

sequéncia a partir deste termo ¢ menor ou igual a 7.

Teorema 2.10 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros

reais possui subsequéncia convergente.

Demonstracao. Seja = (x,) uma sequéncia limitada. Seja
D(xz) ={n € N: z, é destacado} C N.

Como N é enumerdvel, entao D(z) também é. Suponha que D(z) é infinito. Considere a
subsequéncia z' = (2, )nep(z) de . Como x é uma sequéncia limitada, entdo 2’ também é.

Observe que para todo n € D(z), ou seja, x, é destacado, pode-se concluir que z,+1 < z,
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(basta utilizar a Definicao 2.10). Assim 2’ é uma sequéncia mondtona nao-crescente. Pelo
Teorema 2.4, concluimos que z’ é convergente. Agora, se D(x) é finito, entdo, podemos

escrever

D(z) = {Ny, N, ..., Ni}.

Seja ny > max{Ny, Na, ..., N} natural. Logo, n; ¢ D(z). Ou seja, x,, nao é destacado.

Dessa forma, 3 ng > n; tal que z,, < x,, (ver Defini¢ao 2.10). Por outro lado,
ng >np > N;,Vi=1,2, ,k,‘

Analogamente, existe ng > ny tal que x,, < z,,. Portanto, indutivamente, =" = (z,)nen é

uma subsequéncia de x tal que
Ty < Tpy < oo < Ty < ..oy onde N = {ny <ny < ... <n; <.} €N ¢ infinito.

Ou seja, £” é uma sequéncia monotona crescente. Pelo mesmo motivo que z’, x” é limitada.

Por fim, 2" é uma subsequéncia de x convergente, pelo Teorema 2.4. ]

Exercicios de Fixacao

2
1. Mostre que lim cos(2n) =
1+n
2
1
2. Mostre que lim (n) = 0. Use que lim on = 0.
ecos(n)

3. Mostre que lim = 0 (ver Defini¢do 10.2). Use que e” é crescente (ver Definigao 10.2).

4. Dé um exemplo de uma sequéncia ilimitada que tem uma subsequéncia convergente.

5. Suponha que cada subsequéncia de uma sequéncia (z,) tem uma subsequéncia que con-

verge para 0. Mostre que limz, = 0.
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2.5 Operacoes Elementares com Sequéncias

Nesta secao, concentraremo-nos em demonstrar e exemplificar as propriedades mais ele-

mentares satisfeitas pela definicao de limite de uma sequéncia.

Teorema 2.11 (Operagdes com Limites). Sejam (z,) e (y,) sequéncias convergentes. Entdo,

as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

i) (z, + yn) converge e lim(z, + y,) = limx,, + limy,, ou em palavras, o limite da soma é

a soma dos limites;

ii) (x,yn) converge e lim(z,y,) = limz, - limy,, ou em palavras, o limite do produto € o

produto dos limites;
iii) (z,/yn) converge e lim (z,/y,) = [limx,]/[limy,], se limy, # 0, ou em palavras, o

limite da divisao € a divisao dos limites.

Demonstracao. Considere que limz, = z e limy, = y.

i) Dado € > 0, exitem Ny, Ny € N tais que

€ € € €
vV n > N, tem-se xz, € (m—ﬁ,x—i-é) eV n >N, tem-se y, € <y—§,y+§>.

Seja N = max{Ny, No}. Entao V n > N, tem-se

€< < +5 €< < +€
r—=—<zrp,<r+-ey— =<y, —.
2 g YT S YTy

Portanto, somando estes resultados, obtemos
Vn>N, que, t4+y—ec<x,+y,<r+y+e,

ou seja,

V'n>N, tem-se, x, +y, € (x+y—c,x+y+e).

Isto nos diz que (z, + y,) converge e lim(z, + y,) = = + y = limz,, + lim y,,.
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ii) Note que
Tnln — TY = Tpln — TYp + Y — 2y = (T, — )Y + 2(yn — y),¥V n € N,
Como lim y,, = y, entao (y,) é uma sequéncia limitada (ver Teorema 2.3). Por outro lado,
lim(z, —x) = lim(y, — y) = 0 e (z) é limitada (constante).
Logo, pelo Teorema 2.9 e por i), temos que lim(z,y, — zy) = 0. Ou seja,
limz,y, = xy = limzx, - limy,.
iii) Primeiramente, vamos provar que (1/y,) é convergente e lim1/y, = 1/y, onde y # 0.

Considere y > 0. Seja ¢ = y/2 > 0. Como limy, =y, existe N; € N tal que

vV n > Nj, tem-se vy, € (y—%,y+%>.

Assim sendo, V n > Ny, tem-se 0 < & =y — & < y,. Portanto,

1 2
— < —=,Vn>Nj.
Yn Y

Além disso, dado € > 0 existe Ny € N tal que

y’e
V' n > N, conclui-se, |y, —y| < >

Seja N = max{Ny, No}. Com isso, V n > N, tem-se

_ 2 2
vl 2yt
YYn 212

1 1’_‘y_yn

Yn Yy YYn

Isto nos permite concluir que (1/y,) é convergente e lim1/y, = 1/y. Analogamente, o

resultado ¢ vélido para y < 0. Usando o item ii), obtemos (*) converge e

1 1
lim (x,,/y,) = lim (xn—) =limz, -lim1l/y, = x— = x/y = [limx,]/[limy,],
Y

se y = limy, # 0. O

Obs 2.18. Note que o item i) do Teorema 2.11 pode ser generalizado para uma quantidade
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finita qualquer de parcelas, basta utilizar indugdo. O mesmo podemos afirmar sobre a

multiplicagao.

Obs 2.19. Observe que o item ii) do Teorema 2.11, nos garante que se (z,) é convergente

entdo, (cx,) é convergente e lim cz,, = limc - limxz, = climz, (ver Exemplo 2.4).

Obs 2.20. Veja que usando o Teorema 2.11 podemos garantir que, se (x,) e (y,) s@o

convergentes, entao (x, — y,) é convergente e
lim(z, — y,) = lim[z, + (—y,)] = limz,, + lim(—1)y,, = limz,, — lim y,.

Obs 2.21. Observe que a hipétese de (x,,) ser convergente no Teorema 2.11 nao pode ser
retirada. Por exemplo, seja (x,) = (n) e (y,) = (1). Como (x,) = (n) é ilimitada, entao
esta sequéncia é divergente (ver Teorem 2.3). Pelo mesmo motivo que (n), a sequéncia

(Tn + yn) = (n+ 1) é divergente. Entdo nédo é verdade que existe lim(x,, + y,).

Vejamos alguns simples exemplos envolvendo o Teorema 2.11.

Exemplo 2.16. Usando o Teorema 2.11, podemos concluir que
. 2 . .2 . .1
lim(l1+—)=lml+lim—=Ilml+4+2lim—-—=1+4+2-0=1,
n n n

pois (1), (2) e (£) sdo sequéncias convergentes (ver Exemplos 2.4 e 2.5).

Exemplo 2.17. Note que, usando o Teorema 2.11, concluimos que

n+5 . 142
= lim 5 ,
1—n - —1

lim

. N n+9
ver Exemplo 2.5. Ou seja, a sequéncia (1

) ¢ uma sequeéncia convergente que converge

para —1.

No fim desta secao, estamos interessados em mostrar alguns testes que nos permitem

calcular alguns limites de sequéncias especificas.

Tn+1
Tp

Proposicao 2.2 (Teste da Razao). Seja (x,) C Ry. Selim =x < 1, entao limz, = 0.
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Demonstragao. Pelo Teorema 1.6, existe a € QQ tal que z < a < 1. Usando o Teorema 2.5,

concluimos que existe N € N tal que

Ln+1

vV n>N, tem-se, 0 < <a<l1.

Tn

Portanto, por monotonicidade
0<xpi <ax, <xp,Vn>N.

Dessa forma, 0 < x,41 < x, < xy,¥ n > N, ou seja, (r,,) ¢ mondtona e limitada, V n > N.

Isto nos diz que (z,,) converge (ver Proposicao 2.1), digamos que lim z,, = . Com isso,
0 <limz,; <alimz, <limx,.
Portanto, 0 <y < ay <y. Ou seja, y(a — 1) = 0. Como a < 1, entdo limz, =y = 0. O

Obs 2.22. Se lim = = 1, nada pode ser afirmado sobre a convergeéncia da sequéncia ().

Por exemplo, se x,, = 1, V n € N, entao

Sabemos que esta sequéncia é convergente (ver Exemplo 2.4). Por outro lado, seja x, = n,
V n € N. Assim,

n . 1 , 1
limxﬂzhmn—i_ :hm(l—l——):l,
Tn n n

ver Exemplo 2.5. Mas, (n) é uma sequéncia divergente (ver Teorema 2.3).

n™ " n!

Exemplo 2.18. Veja que lim — = lim—' = lim— = 0, onde m € N e ¢ > 1. Vamos
& n! n

utilizar o Teste da razdo para verificar estes limites. Seja z,, = ", V n € N, entéo

C’IL )

1 m
1+~
n nm ( > 1m 1
T cntl nm c c c

Portanto, lim z,, = 0. Ou seja, lim ’Z—:L = 0. Seja y, = ;—T;, V n € N. Assim sendo,

lim Yntl _ lim ¢ = clim

B — e 0=0<1,
Yn (n+1)! ¢ (n+1) (n+1)
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ver Teorema 2.2. Com isso, limy, = 0. Isto é, lim <, = 0. Por fim, seja 2z, = 2,V n € N.
n! n

Logo,

. N 1 1
XS W Ul o) LIRS TS S

Zn o (n+1)"1 nl ( 1)" e

onde e é o nimero de Euller e e = 2, 71.

Exemplo 2.19. Considere a sequéncia (z"), com 0 < x < 1. Assim,

xn—f—l

lim =lmzr =2 < 1.

xn
Utilizando a Proposicao 2.2, concluimos que limz"” =0, se 0 < x < 1.

~ - . N . Iy
Proposiciao 2.3 (Teste da Razao). Seja (z,) C Ry uma sequéncia. Se lim =% = ¢ > 1,
Tn

entdao (x,) € ilimitada.

Demonstragcao. Suponha que lim x;—:l =z > 1. Defina y,, = 1/x,, > 0,V n € N. Logo,

. Yn+1 IRT 1/xn+1 _ 1
lim = lim = ——
Yn 1/z, lim =254

n

=1/z < 1.

1
Pela Proposicao 2.2, lim — = limy,, = 0. Logo, dado A > 0, existe N € N tal que

xn
1 1
VneN, tem-se, — < —.
r, A
Consequentemente, xy > A. Ou seja, (z,) é ilimitada. ]

Obs 2.23. Observe que podemos concluir na Proposi¢ao 2.3 que (z,) é divergente, basta

utilizar a contrapositiva do Teorema 2.3.

Exemplo 2.20. Considere a sequéncia ("), onde = > 1. Com isso,

xn—i—l
lim

— =limx =2 > 1.
T

Pela Proposicao 2.3, (z") é ilimitada. Consequentemente, (z") é divergente.
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Exercicios de Fixacao

1. Dé um exemplo de duas sequéncias divergentes (z,) e (y,) tais que (x, + y,) e (T yn)

sejam convergentes.
2. Mostre que se (x,,) e (2, + yn) sd0 sequéncias convergentes, entao (y,) é convergente.

3. Encontre o limite das seguintes sequéncias:
i) ((2+1/n)%);
-1

i) (ﬁ ) ;

Vi1
i) n+1
iii :

ny/n

4. Seja x, = vn+1—+/n, ¥V n € N. Mostre que (z,,) e (v/nz,) convergem e encontre seus

limites.

5. Discuta a convergéncia das seguintes sequéncias, onde 0 < x < 1ley > 1.

6. (Teste da Raiz) Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que lim /z, =
x < 1. Mostre que existe y € Rtalque 0 <y <1le0 <z, <y", Vn > N para algum
N € N. Mostre que lim x,, = 0.

7. O teste da raiz acima é inconclusivo no caso do limite acima ser 1.



58 CAPITULO 2. SEGUNDA AULA: SEQUENCIA DE NUMEROS REAIS

i) Dé exemplo de uma sequéncia de niimeros reais positivos (z,) convergente tal que lim /z, =
1 .

Y

ii) Dé exemplo de uma sequéncia de niimeros reais positivos (z,,) divergente tal que lim /z,, =
1.

2.6 Limites Infinitos de Sequéncias

Nao diferente do que fizemos na secoes anteriores, depois de definirmos limites infinitos

estabeleceremos algumas propriedades e exemplos que sao gerados por esta teoria.

Definicao 2.11 (Limites Infinitos). Dizemos que uma sequéncia (x,) “tende a” +00 ou 0o
(respectivamente “tende a”—00), e escrevemos limz, = 400 ou limz, = oo (respectiva-
mente limz, = —o0), quando dado A > 0 3 N € N tal que V n > N, tem-se z,, > A
(respectivamente x, < —A).

Obs 2.24. As notagoes +00, 00, —00 nao sao numeros reais. Na verdade estas servem para

expressar a idéia estabelecida na definicao acima.

Obs 2.25. O ntmero natural N encontrado na Defini¢ao 2.11 depende somente do nimero
real A > 0 dado, isto é, N = N(A).

Obs 2.26. Observe que a Defini¢ao 2.11 nos garante que limz,, = co < lim(—z,,) = —o0.

Exemplo 2.21. limn = lim 2" = oco. De fato, dado A > 0, existe N € N tal que N > A
(ver Teorema 1.2). Logo,
Vn>N, tem-se, n > N > A.

Portanto, limn = co. Pela Desigualdade de Bernoulli, 2" > 1+ n, V n € N. Com isso, dado
B > 0, existe N € N tal que N > B — 1. Dessa forma,

Vn>N, tem-se, 2" >n+1>N+1>B8B,



2.6. LIMITES INFINITOS DE SEQUENCIAS 59
ou seja, lim 2" = oo.

Exemplo 2.22. lim[n + (—1)"n] # co. Suponha, por absurdo, que lim[n + (—1)"n] = occ.
Assim sendo, dado A > 0, existe N € N tal que V. n > N, tem-se n + (—1)"n > A. Faga,
n =2N + 1. Dali,

2N + 1+ (=121 (2N + 1) > A.

Ou seja, 0 =2N + 1 — (2N + 1) > A. Isto é um absurdo, pois A > 0.

Obs 2.27. Seja limz, = oo. Portanto, dado A € R, 3 N € N tal que n > N, tem-se
xz, > |A] > A. Ou seja (x,) é uma sequéncia ilimitada superiormente. Resumindo, se
lim x,, = oo, entao (z,) é uma sequéncia ilimitada superiormente. O Exemplo 2.22 mostra
que a reciproca desta afirmagao é falsa, ja que (n+(—1)"n) = (0,4,0,8,0, ...) é uma sequéncia
ilimitada superiormente e lim[n + (—1)"n] # oco. Analogamente, se lim z,, = —o0, entao (z,,)

é uma sequeéncia ilimitada inferiormente.

Vejamos que condicoes devemos acrescentar para que a reciproca, relatada na observacao

acima, seja verdadeira.

Proposicao 2.4. As sequintes afirmacgoes sao vdlidas:

i) Se (x,) € uma sequéncia ilimitada (superiormente) e nao-decrescente, entao lim x,, = 0o;
ii) Se (z,) € uma sequéncia ilimitada (inferiormente) e nao-crescente, entao lim x,, = —oo.
Demonstragao. i) Se (x,) é uma sequéncia ilimitada (superiormente), entdao dado A >
0, 3 N € Ntal que xy > A. Se (z,) é uma sequéncia nao-decrescente, entdo V n >

N, tem-se que x,, > xy. Com isso, Vn > N, tem-se que z,, > xy > A. Ou seja, limz,, = oco.

O item ii) ¢ andlogo. O

Proposicao 2.5. Sejam (z,) e (y,) duas sequéncias tais que x, < y,, V n € N. Entao:

i) limz, = oo = limy, = oo;

ii) limy, = —oc0 = limz,, = —oc.
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Demonstragao. i) Se lim x,, = 0o, entdo dado A > 0, existe N € N tal que ¥V n > N, tem-se

x, > A. Como x, < y,, Vn €N, entao
Vn >N, tem-se y, > x, > A.

Portanto, limy,, = oc.

ii) limy, = —oo, entdo lim(—y,) = co. Como —y, < —xz,, ¥V n € N, entao, pelo item

i), temos que lim(—z,) = co. Ou seja lim z,, = —oc. O
Exemplo 2.23. Veja que lim[n + (—1)"] = lim 2n = co. De fato,
n—1<n+(-1)"en<2nVneN

Logo, usando a Proposic¢ao 2.5 e o fato que lim(n — 1) = limn = oo, temos o resultado.

2.7 Operacoes Elementares com Limites Infinitos

Nesta oportunidade, mostraremos quais hipoteses devemos impor para que as operagoes

elementares com limites infinitos sejam claramente satifeitas.

Teorema 2.12 (Operagoes com Limites Infinitos). As seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

i) Selimz, = oo e (yn) € limitada inferiormente, entdo lim(x,, + y,) = co;
ii) Selimz, =00 ey, >y >0,YneN, entio lim(z,y,) = oo;

Tn
iii) Sex, > x>0 elimy, =0, comy, >0,V n €N, entdo lim — = oo,
Yn

Tn
iv) Se (z,) € limitada e limy, = oo, entdo lim — = 0.
Yn
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Demonstragao. i) Se (y,) é limitada inferiormente, entao 3 b € R tal que b < y,, V n € N.
Agora, dado A > 0, existe N € N tal que Vn > N, tem-se z,, > A —b (se A —b < 0 este

resultado é 6bvio). Por conseguinte,
Vn>N, tem-se, v, +y, >A—b+b=A.
Ou seja, lim(x,, + y,) = 0.
ii) Dado A > 0, existe N € N tal que V n > N, tem-se x, > % > 0. Portanto,
V' n > N, tem-se, x,y, > gy =A>0.
Dessa forma, lim(z,y,) = oo.

iii) Seja A > 0. Como limy, = 0, com y, > 0, entdao 3 N € N tal que

V¥ n > N, conclui-se que, ¥, = |yn| = |y, — 0] < %

Dessa forma,

n A
V' n > N, chega-se a, In >r— = A
Yn r

. Iy
Consequentemente, lim — = oo.
Yn

iv) Se (z,) é limitada entao existe a € R tal que 0 < |z,| < a, Vn € N. Se a = 0,

x
entdao x, = 0, Vn € N. Dai, lim == = lim0 = 0. Considere, entdo, que a > 0. Portanto,
Yn

dado € > 0, existe NV € N tal que
. a
V' n > N, infere-se, y, > — > 0.
€

Com isso, V n > N, tem-se

Tn

Yn

_ lonl

Yn a

Isto nos diz que lim In _ 0. O
Yn

Exemplo 2.24. Vimos que lim 2" = oo e que a sequéncia (1/n) é limitada inferiormente
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por 0. Assim sendo, utilizando o Teorema 2.12, obtemos

) {Q"n +1
lim

1
]zlim{?—{——} = 00.
n

n

O resultado a seguir aparece com muito mais frequéncia, principalmente nos exercicios

de Calculo, que a sua generalizacao, obtida no Teorema 2.12.

1
Corolario 2.13. Seja (y,) uma sequéncia. Entdo, limy, = 0 < lim — = co.
Yn

Demonstragao. Use os itens iii) e iv) do Teorema 2.12, com z, =1,V n € N. O

(="

n

Exemplo 2.25. Como lim = 0, entao, utilizando o Corolario 2.13, concluimos que

lim —
1m -— =00
(=1

Vejamos como ¢ possivel obter um tipo de indeterminacao através de limites infinitos.

Obs 2.28. No Teorema 2.12 item i) vamos retirar a hipdtese de (y,) ser uma sequéncia
limitada inferiormente. Vejamos o que é possivel acontecer. FEscolha, primeramente, as
sequencias

(#n) = ([n+ (=1)"]) € (yn) = (=n).

Vimos, no Exemplo 2.23, que lim z,, = co. Mas, (y,) ¢ ilimitada inferiormente. Além disso,
lim(z, + y,) = im(—1)",

o qual nao existe, pois a sequéncia (—1)" = (—1,1,—1,1,...) possui duas subsequéncias
constantes iguais a 1 e —1 (ver Teorema 2.2). Com isso, lim(z, + y,) nao existe. Agora,

considere as sequéncias

Pelo Exemplo 2.23, temos que lim x,, = co. Dessa maneira,
lim(z, + y,) = lim(2n — n) = limn = co.

Por fim, seja x € R. Considere as sequéncias (z,) = (n+z) e (y,) = (—n). Logo, lim z,, = cc.
Por outro lado,

lim(z, + y,) = lim(n +x — n) = limz = x.
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Resumindo, lim(z,, +¥,) pode nao existir, ser co, ou qualquer nimero real desejado. Por isto
a expressao, 0o — oo é chamada indeterminacao. Outras indeterminacoes sao: oo?, 1°°,0°,

%, >2. As hip6teses colocadas em cada item do Teorema 2.12 sdo essenciais para nao haver

estes tipos de indeterminagoes.

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que se lim x,, = £00, entao existe uma subsequéncia que tende a 4oc.

2. Dé exemplos de sequéncias (x,,), (y,) tais que limz,, = +00 e limy,, = foo, com y, # 0,

vV n € N satisfazendo:

i) (z,/yn) é convergente;

ii) limz, /y, = +oo.

3. Discuta a convergéncia ou divergéncia das seguintes sequéncias:

i) (vn?+2);

i) (n;/—fZ);

iii) (cos+/n).

4. Mostre que se limz, /n =z > 0, entao limz,, = cc.

5. Mostre que se (z,,) é uma sequéncia ilimitada, entao existe uma subsequéncia de (z,) que

tende para oo.
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2.8 Sequéncia de Cauchy

Nesta ultima secao, mostraremos outra maneira de definirmos sequéncias convergentes no

conjunto dos nimeros reais.

Definicao 2.12 (Sequéncia de Cauchy). Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais (z,,)
¢ de Cauchy em R se dado e > 0, 3 N € N tal que V. m,n > N, tem-se |z, — x,| < €.

Obs 2.29. O ntimero natural N depende somente de €. Ou seja, N = N(e).

Obs 2.30. A Definigao 2.12 nos garante que os termos da sequéncia (x,) estao préximos
para n suficientemente grande. Enquanto que, na Defini¢ao 2.5 os termos da sequéncia ficam

proximos de seu limite nesta mesma situacao.

Exemplo 2.26. A sequéncia (n) ndo é uma sequéncia de Cauchy. De fato, 3 & = % > ( tal

que V N € N, temos que

1
(N+1) =N =[1]=1>3 ==
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Exemplo 2.27. A sequéncia (1/n) é uma sequéncia de Cauchy em R. De fato, dado € > 0,
4 N € N tal que N > % (ver Teorema 1.2). Logo, ¥V n,m > N, tem-se que

1 1

no m|

1

n

Os resultados listados abaixo, constituem um caminho para provarmos que sequéncias de

Cauchy sao na verdade sequéncias convergentes.

Teorema 2.14. Toda sequéncia convergente é de Cauchy em R.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais convergente, com limz, = z.

Vamos provar que (z,) é de Cauchy. Dado € > 0, 3 N € N tal que

€
V' n> N, tem-se, |z, — x| < 3
Dessa forma, V n,m > N, tem-se
e €
[Ty — 2| = |20 — 2+ 2 — 2| <)y — 2| + |20y — 2| < §+§:5.
Portanto, (z,,) é de Cauchy. O

Lema 2.1. Toda sequéncia de Cauchy em R € limitada.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Sejae =1 > 0. Assim, 3 N € N
tal que

V' n > N, conclui-se que z,, € (zny — 1, zn5 + 1).

Sejad € R tal que —d < xy —1 e xny +1 < d. Assim sendo, z, € (—d,d), Vn > N. Ou
seja, |x,| < d, ¥V n > N. Seja

M = max{|z1], |z, ..., [t n_1], d}.

Dessa forma, |z,| < M,V n € N. Por fim, (z,) é limitada. O

Obs 2.31. A reciproca do Lema 2.1 é falsa. A sequéncia ((—1)") é limitada, porque

—1<(-1)"<1,VneN.
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Por outro lado, ((—1)") ndo é uma sequéncia de Cauchy. Com efeito, existe € = 2 > 0 tal
que V N € N, encontram-se 2N,2N + 1 > N de forma que

(D) = ()P =141 =2=c.

Lema 2.2. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Se (x,,) possui uma subsequéncia que

converge para x. Entdo (x,) é convergente e limz, = x.

Demonstragao. Se (x,) é de Cauchy, entao dado € > 0, existe N € N tal que

£
V' n,m > N, tem-se, |z, — Tp| < 3

Seja (x,)nen uma subsequéncia de (x,,) tal que hII{]l x, = x. Assim sendo, existe N’ € N’ tal
neN’

que

£
Vn>N, comneN, tem-se que |z, —z| < 3

Seja N” > max{N, N’} em N'. Dessa forma, V n > N” com n € N, tem-se que

|xn_$|:|l'n_$N//|+|l'N//—x|<g_{_gzg.

Ou seja, limzx, = x. ]

O resultado a seguir é, na verdade, a reciproca do Teorema 2.14.

Teorema 2.15. Toda sequéncia de Cauchy é convergente em R.

Demonstracao. Seja x = (z,,) uma sequéncia de Cauchy em R. Assim, x é limitada (ver
Teorema 2.1). Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, x possui uma subsequéncia convergente

2'. Pelo Lema 2.2, x é convergente e converge para 0 mesmo limite de x’. ]

Exercicios de Fixacao

1. Mostre, através da definicao, que as seguintes sequéncias sao sequéncias de Cauchy:

i) (nzl);




2.9. CONCLUSAO 67
o (1 1 1 1
ii) +5+§+“'+E :

2. Mostre, através da definicao, que as seguintes sequéncias nao sao sequencias de Cauchy:

i) (Wr#);

ii) (Inn) (ver Definigao 10.1).

3. Mostre diretamente da definicdo que se (x,) e (y,) s@o sequéncias de Cauchy entao

(n, + yn) s@o sequéncias de Cauchy.
4. Mostre (y/n) satisfaz lim|v/n + 1 — y/n| = 0, mas (y/n) ndo é uma sequéncia de Cauchy.

5. Seja p € N fixo. Dé exemplo de uma sequéncia (x,) que nao é de Cauchy, mas satisfaz

lim |24, — 2] = 0.

6. Se0<r<le|rpy — x| <r", Vne N Mostre que (x,) é de Cauchy.

2.9 Conclusao

Caro aluno, ao final desta aula, é importante ressaltar que uma quantidade infinita de
termos de uma sequéncia convergente estao o quao proximos do valor de convergéncia quanto
desejarmos. Este fato destaca um importante papel da definicao de convergéncia em Analise
na Reta, pois esse conceito nos da informagoes importantes se trabalharmos em uma regiao
préoxima ao limite da sequéncia. Nesta localidade, podemos utilizar as principais carac-
teristicas dos termos existentes dessa para resolver algum problema que envolva o valor do

limite.
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2.10 Resumo

Nesta aula, apresentamos como descobrir se uma sequéncia é convergente utilizando re-
sultados como, por exemplo, o Teorema 2.15. Porém, este Teorema nao informa o valor de
convergéncia da sequéncia. Por isso, decidimos acrescentar a teoria alguns outros resultados,
tais como os Teoremas da Monotonicidade e do Sanduiche, os quais, sob algumas hipdteses,
nos dizem quem é o limite da sequéncia. Além disso, aumentamos nossa lista de exemplos de
sequéncias convergentes estabelecendo as propriedades inerentes a estas. Exemplificamos,
também, algumas sequéncias divergentes que possuem um comportamento préprio. Este

tipo de comportamento esta descrito como limite infinito.

2.11 Exercicios Propostos

Exercicios:
1. Se lim xy, = limz,,_1 = x, prove que limz, = x.
2. Se limz,, = z e lim(z, — y,) = 0, prove que limy, = z.
Ty .
3. Seja x # 0. Se lim — = 1 prove que limz,, = x.
x
4. Sejay # 0. Se limx, = x e lim — = y, prove que limy, = —.
n Yy

5. Se limz, =z # 0 e limz,y, =y, prove que limy, = Y.
x

Tn .
6. Seja z, > 0, Vn € N. Se lim o> 1, prove que limz, = oo. Mostre que
n" o
lim — = oo.
n!

7. Seja (x,) uma sequéncia mondtona. Suponha que (z,) possua uma subsequéncia conver-

gente. Prove que (z,) é convergente.



2.11. EXERCICIOS PROPOSTOS 69

8. Sejam limx, = x e limy, =y. Se x < y, prove que existe N € N tal que x,, < y,.
9. Selimz, =z elimy, =y e |r, —y,| > ¢,V neN, prove que |z —y| > ¢.

10. Seja (z,) uma sequéncia limitada. Suponha que limx, # x. Prove que existe uma

subsequéncia de (z,,) que converge para um numero distinto de x.

11. Dados x,y ntumeros positivos, defina indutivamente as sequéncias (z,) e (y,) pondo

_ _ z+y _ — Znty
1= Ty ey = T € Tpp1t = \/Tnlns Yny1 = 252 Prove que (x,) e (y,) convergem para
0 mesmo limite.

12. Prove que, V m € N, tem-se lim "*{/n = 1.

. . Al . 1 o
13. Dado z > 0, defina indutivamente a sequéncia (z,) pondo x1 = 3 € Tpp1 = 7
Considere o ntimero a, raiz positiva da equacao y? + xy — 1 = 0, inico nimero positivo tal
que a = ﬁ Prove que

Lo < Ty < ... <Top < ...<a<...<Top—1<..<T3<T1.

e que limz, = x. O nimero a pode ser considerado como a soma da fragao continua

1

—
:c—l—x+ T

T

14. Dado y > 0, defina indutivamente a sequéncia (y,),

pondoy; =y e ypr1 =y+ yi Mostre que limy,, = x+a, onde a é como no exercicio anterior.
n

15. Defina a sequéncia (y,) indutivamente, pondo y; =y =1 € Y12 = Yns1 + Yn, ¥V 1 € N.

Escreva x, = -2» e prove que lim x,, = a, onde a é o inico nimero positivo tal que a =
y

n+1
O termo y, chama-se o n-ésimo numero de Fibonacci e a = —*1;*/5

1
1+a”
¢ o numero de ouro da

Geometria Classica.

16. Se limz,, = co e € R, prove que lim [\/log(xn + ) — +/log xn} =0.
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2.12 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:
Ex1. Se lim x5, = lim x9,,_1 = z, prove que limzx,, = x.

Demonstracao. Suponha que limxy, = limxs, 1 = x. Assim sendo, dado ¢ > 0 existe
N € N tal que
para todo n > N, tem-se xo, € (x — ¢,z +¢€).

Analogamente, existe M € N tal que

para todo n > M, tem-se xq, 1 € (x — €,z +€).

Seja K = max{2N,2M — 1} € N. Dessa forma, para cada n > K, temos duas possibilidades:
ou n é par ou n impar. Primeiramente, considere que n é par, digamos n = 2k para algum
k € N. Portanto, 2k > K > 2N. Consequentemente, k > N. Logo,

Ty = To, € (T —€,2+¢).

O caso n fmpar é andlogo. Com efeito, se n é impar, com n = 2] — 1 para algum [ € N,

encontramos, [ > M. Por conseguinte,
Ty =129 1€ (x—e,x+¢).

Por fim,
para todo n > K, tem-se =, € (x —&,x + ¢€).

Isto nos diz que lim x,, = x, ver Definicao 2.1. O

Ex2. Uma sequéncia (x,,) diz-se periédica quando existe p € N tal que z,,4, = z,,,V n € N.

Prove que toda sequéncia periédica convergente é constante.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia periddica. Suponha que (x,) nao é constante. Ou
seja, existem n, m € N tais que z,,, # x,. Como (x,) é periddica, prova-se, por indugao sobre

k € N, que as subsequéncias

Tnyp = Tntkp = Tn € Tmy, = Tmtkp — xm7v ke Na
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sao constantes. Observe que

lim z,, =z, e lim z,, = T,.

k—o0 k—o0

Usando o Teorema 2.2 e o fato que x,, # z,, concluimos que (x,) é divergente. [

Ex3. Para cada n € N, seja t,, € [0,1]. Se limz,, = limy, = x, prove que
lim[t,z, + (1 —t,)y,) = .
Demonstracao. Observe que
tnn + (1 — 1) Yn = tnn + Yn — toln = Yn + tn(Tn — yn).
Como lim x,, = limy, = x, entao
lim(z, — y,) = limz, —limy, =z —x =0.

Como t,, € [0,1], Vn € N, obtemos que (t,) é uma sequéncia limitada. Utilizando o Teorema

2.9, concluimos que (t,(x, — y,)) é convergente e lim[t,(z, — y,)] = 0. Dessa forma,
lim[t,x, + (1 — t,)y,] = lim[y, + t, (2, — yn)] = limy, + lim[t, (z, —y,)] =

]

Ex4. Selimx, = z, prove que lim |z,| = |z|. Prove ou contra-exemplifique a reciproca desta

afirmacao.

Demonstragao. Pela Proposigao 1.5, temos que ||z,| — |z|| < |z, — z|. Assim sendo, dado
e > 0 existe N € N tal que

Vn>N, tem-se, |x, — x| < ¢,
pois lim z,, = x. Portanto,
V' n > N, conclui-se ||z,| — |z|| < |z, — 2| <e.

Ou seja, lim |z, | = |z|. A reciproca nao é verdadeira para = # 0. Por exemplo, considere a

sequéncia ((—1)"). E claro que, lim |(—=1)"| = lim1 = 1 = [1|. Por outro lado, lim(—1)" néo
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existe, pois (1,1,1,...) e (—=1,—1,—1,...) sdo subsequéncias de ((—1)") que convergem para

os valores distintos 1 e —1, respectivamente, (ver Teorema 2.2). O

Ex5. Seja (z,) uma sequéncia mondtona. Suponha que (z,) possua uma subsequéncia

convergente. Prove que (z,) é convergente.

Demonstrac¢ao. Primeiramente, vamos provar que se (x,,) é uma sequéncia monotona e possui
uma subsequéncia limitada, entao (z,) ¢ limitada. Com efeito, considere que (z,) é mondtona
nao-decrescente. Observe que, neste caso, x; é cota inferior de (x,). Seja (z,)nen tal
subsequéncia. Assim, existe M € R tal que z, < M, V n € N. Por outro lado, dado
n € N, existe n’ € N’ tal que n < n’. Portanto, x, < z,, < M. Ou seja (z,) é limitada.
Em particular, se (z,) possui uma subsequéncia convergente, esta é limitada (ver Teorema
2.3). Pelo que foi feito acima, (x,) é monétona e limitada. Pelo Teorema 2.4, (z,) é

convergente. O

Ex6. Seja (r,) uma sequéncia limitada. Suponha que limz, # x. Prove que existe uma

subsequéncia de (x,) que converge para um numero distinto de x.

Demonstragao. Como limx, # z, entdo 3 ¢ > 0 tal que V k£ € N, encontra-se (z,,) tal
que |z, —z| > & com ng < ng < ... < ng < ... Como (z,) é limitada, entdao (z,,)
também ¢é limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (z,,) possul uma subsequéncia
convergente. Portanto, passando a uma subsequéncia, se necessario, (z,,) é convergente.

Digamos lim z,, = y. Dessa forma,
k—o0

lim [z, —z] =y — =z,
k—o0

logo, lim |z,, — x| = |y — z|. Por fim,

k—ro00
ly —z| = lim |z, —z|>¢c>0.
k—o0

Com isso, y # x. ]

Ex7. Dado z > 0, defina indutivamente a sequéncia (z,,) pondo x1 = /T e Tp41 = /T + Xy,

Prove que (z,) é convergente e calcule seu limite

\/ﬁﬁﬂ/ﬂm.
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Demonstragao. Primeiramente, vamos provar que (z,) é monétona crescente. Usaremos

inducao sobre n. Veja que

T < Ty S Vr<Vrtr eSVr<iyrtJVreo<aztvre <y

Como x > 0, entao a ultima desigualdade faz sentido e é verdadeira. Suponha que z,, < x,11.

Portanto,

Tpi1 = \/CL’ +zp < \/ZL’ + Tpt1 = Tny2-

Assim sendo, z, < T,41, Vn € N. Agora, seja a a tinica raiz positiva da equacio y*> —y —x =

0. Consequentemente,

o> —a—2x=0, ouseja ,a’ =2z +a, isto é ,a = vz +a.

Além disso, a > 0. Vamos provar, por inducao sobre n, que z,, < a, Vv n € N. De fato,

quando n = 1, temos z; = /= < \/x + a = a. Considere que z, < a. Assim,

Tyl = VT + 1, < VT +a=a.

Portanto, x, < a, ¥V n € N. Com isso, (x,) é mondtona crescente e limitada (por x; e a).
Dessa forma, utilizando o Teorema 2.4, concluimos que (z,) é convergente. Digamos que

limz, =y. Como z2,, = = + x,, entdo y*> = z +y, isto é, y = /= + y. Finalmente,

y:\/x+\/x+m.

log(n + 1)

= 1 (ver Defini¢ao 10.1).
logn

Ex8. Mostre que lim

Demonstragao. Veja que

1 1 1 1 1 1) —1
08D g [lese D) T g [leste 1) —logn]
logn logn logn
o w5 g oo et ta)
logn logn

Verifique que, limlog(1+ 1) = 0 e limlogn = oo (ver Teorema 10.1). O resultado segue. [



74 CAPITULO 2. SEGUNDA AULA: SEQUENCIA DE NUMEROS REAIS

Auto-Avaliacao

Sou capaz de determinar se uma sequéncia, constituida de nimeros reais, é convergente?

Proxima Aula

Caro aluno, na préxima aula, utilizaremos a definicao de sequéncia de niimeros reais para
acrescentar ao nosso material a ideia de somar todos os elementos de uma sequéncia qualquer.

Ou seja, criaremos uma soma com uma quantidade infinita de parcelas.
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