
Caṕıtulo 2

Segunda Aula: Sequência de Números

Reais

Meta

Apresentar ao leitor os conceitos e as propriedades envolvendo limites de sequências de

números reais.

Objetivos

Ao final desta aula o aluno deverá ser capaz de provar se uma sequência, formada por

números reais, converge ou não. No primeiro caso, quando posśıvel, encontrar o limite dessa

sequência. Além disso, o aluno precisará saber aplicar corretamente alguns resultados de

extrema relevância, como, por exemplo, os Teoremas do Sandúıche e da Monotonicidade nas

atividades propostas deste material.

Pré-requisitos

Aula 1, Fundamentos da Matemática e Cálculo II.
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2.1 Introdução

Nesta aula, convidamos o leitor a mergulhar no estudo das sequências de números reais.

A partir deste momento, estamos interessados em saber se elementos reais, em uma quan-

tidade enumerável, estão tão próximos de um determinado valor quanto almejarmos. Estes

elementos denotarão o que denominamos sequência e a esta proximidade daremos o nome

de convergência da sequência. Vamos provar que tal convergência ocorre em alguns casos,

mostrando algumas condições necessárias e outras suficientes para que este fato seja consu-

mado. Em Matemática, a convergência de uma sequência, descrita em palavras acima, serve

também para que possamos obter informações sobre o valor ao qual essa sequência converge,

a partir das caracteŕısticas dos termos desta mesma. Ao aluno interessado em aplicações,

esta aula traz conteúdos que têm aplicações diretas em Equações Diferenciais Ordinárias e

Parcias (ver [3]). Estabeleceremos, também nesta aula a ideia de quando uma sequência

de números reais possue uma quantidade infinita de termos tão distantes da origem quanto

quisermos.

2.2 Sequências Limitadas e Convergentes

Nesta seção, estudaremos sequências de números reais. O nosso maior interesse, neste

conteúdo, é saber quando existe convergência de uma determinada sequência ou não. Per-

correremos um caminho natural de definições, exemplos e resultados para alcançarmos nossa

meta.

Definição 2.1 (Sequência). Uma função x : N → R dada por x(n) = xn, para todo n ∈ N, é

denominada uma sequência de números reias. Neste caso, a imagem xn de um dado número

n ∈ N é chamada n-ésimo termo da sequência x : N → R.

Notação: x = (xn)n∈N, (x1, x2, ..., xn, ...) ou (xn), esta última quando não houver possibili-

dade de confusão.

Obs 2.1. Observe a diferença entre a imagem da sequência e a própria sequência. Vejamos

um exemplo. Considere a sequência (xn) = (0, 0, ..., 0, ...). Esta difere de sua imagem, a qual

é dada através do conjunto x(N) = {x1, x2, ..., xn, ...} = {0}.
Obs 2.2. Observe que, através da definição de igualdade entre funções, duas sequências

(xn), (yn) são iguais se xn = yn, para todo n ∈ N. Duas sequências podem ter a mesma
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imagem, mas serem distintas. De fato, considere as sequências (xn) = (1, 2, 1, 2, ...) e (yn) =

(2, 1, 2, 1, ...). Estas sequências são distintas, pois x1 = 1 e y1 = 2 são diferentes. Por outro

lado, x(N) = y(N) = {1, 2}.

Definiremos a seguir quando uma sequência pode ser chamada limitada inferiormente ou

superiormente.

Definição 2.2. Uma sequência (xn) é dita limitada inferiormente (respectivamente limi-

tada superiormente) se o conjunto imagem x(N) ⊆ R é um conjunto limitado inferiormente

(respectivamente limitado superiormente).

Obs 2.3. Usando a Definição 1.9, podemos concluir que uma sequência (xn) é limitada

inferiormente (respectivamente limitada superiormente) se existe c ∈ R tal que c ≤ xn, para

todo n ∈ N (respectivamente ∃ d ∈ R : xn ≤ d, para qualquer n ∈ N). Aqui c e d são

chamadas cotas inferior e superior, respectivamente.

Exemplo 2.1. Pelo Exemplo 1.5, a sequência (1/n)n∈N é limitada inferior e superiormente.

Exemplo 2.2. A sequência x = (2n) é uma sequência limitada inferiormente, mas não supe-

riormente. Com efeito, por indução, 2 ≤ 2n, ∀ n ∈ N. Portanto, x é limitada inferiormente

por 2. Usando a Desigualdade de Bernoulli (ver lista de exerćıcios resolvidos de números

reais), obtemos

2n = (1 + 1)n ≥ 1 + n · 1 = 1 + n, ∀ n ∈ N.

Ou seja, 2n ≥ 1+n, ∀ n ∈ N. Pelo Teorema 1.2, dado c ∈ R existe m ∈ N tal que c−1 < m.

Portanto, c < 1 +m ≤ 2m. Dessa forma, x é ilimitada superiormente.

Quando uma sequência possui cota inferior e superior dizemos simplesmente que esta é

limitada. Mais simplesmente, temos a seguinte definição.

Definição 2.3 (Sequência Limitada). Dizemos que uma sequência é limitada se esta é limi-

tada inferior e superiormente.

Obs 2.4. A Observação 2.3 nos diz que uma sequência é limitada se existem c, d ∈ R tais

que

c ≤ xn ≤ d, ∀ n ∈ N,

ou seja, existe M = max{|c|, |d|} ∈ R tal que |xn| ≤ M, ∀ n ∈ N.
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Figura 2.1: Sequência limitada

Exemplo 2.3. A sequência (1/n)n∈N é limitada. Por outro lado, a sequência (2n) é ilimitada.

A definição a seguir abre caminho para estudarmos sequências convergentes.

Definição 2.4 (Limite de Sequência). Seja (xn) uma sequência. Dizemos que o limite de

xn é x ∈ R se dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

para todo n ≥ N, com n ∈ N, tem-se xn ∈ (x− ε, x+ ε).

Neste caso, escreveremos lim xn = x, lim
n→∞

xn = x ou xn → x. É comum dizermos, nestas

condições, que xn tende para x.
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Figura 2.2: lim xn = x

Obs 2.5. O número N encontrado depende somente do ε dado, ou seja, N = N(ε).

Vejamos nas três observações abaixo maneiras equivalentes de definir limite de sequências.
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Obs 2.6. Usando a Observação 1.12, temos que

lim xn = x ⇔ ∀ ε > 0, ∃ N ∈ N tal que ∀ n ≥ N, tem-se |xn − x| < ε.

Obs 2.7. Segue diretamente da Definição 2.4 que

lim xn = x ⇔ lim(xn − x) = 0 ⇔ lim |xn − x| = 0.

Obs 2.8. Observe que lim xn = x ⇔ dado ε > 0, existe N ∈ N tal que todos x′
ns ∈

(x− ε, x+ ε), exceto, possivelmente, x1, x2, ..., xN−1.

A seguir definiremos como identificar se uma sequência é convergente ou divergente.

Definição 2.5 (Sequência Convergente). Se lim xn = x ∈ R, então dizemos que (xn) é uma

sequência convergente e converge para x. Caso contrário, (xn) é dita divergente.

Exemplo 2.4 (Limite da Constante). Considre a sequência constante (xn). Isto é, xn = c =

constante, ∀ n ∈ N. Logo, dado ε > 0, temos que

|xn − c| = |c− c| = 0 < ε, ∀ n ≥ 1.

Neste caso, N = 1 ∈ N. Dessa forma, toda sequência (c)n∈N constante é convergente e

converge para c.
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Figura 2.3: lim c = c =constante

Exemplo 2.5. Considere a sequência (1/n). Afirmamos que lim 1/n = 0. Com efeito, dado
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ε > 0, pelo Teorema 1.2, ∃ N ∈ N tal que 1
ε
< N . Portanto, ∀ n ≥ N , obtemos

∣∣∣∣ 1n − 0
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Figura 2.4: lim 1/n = 0

No decorrer da seção daremos exemplos de sequências divergentes.

Teorema 2.1 (Unicidade de Limite). O limite de uma sequência convergente é único.
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Figura 2.5: Ideia da demonstração

Demonstração. Seja (xn) uma sequência convergente. Suponha, por absurdo, que

lim
n→∞

xn = x e lim
n→∞

xn = y, com x 
= y.

Sem perda de generalidade, considere que x < y. Seja ε =
y − x

2
> 0. Assim, existem

N1, N2 ∈ N tais que

∀ n ≥ N1, tem-se xn ∈ (x− ε, x+ ε) e ∀ n ≥ N2, conclui-se xn ∈ (y − ε, y + ε).

Seja N0 = max{N1, N2}. Então, ∀ n ≥ N0 ≥ N1, N2, infere-se

xn ∈ (x− ε, x+ ε) ∩ (y − ε, y + ε).
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Por outro lado,

x+ ε = x+
y − x

2
=

y + x

2
= y − y − x

2
= y − ε.

Portanto, (x− ε, x+ ε) ∩ (y − ε, y + ε) = ∅, mas xN0 ∈ (x− ε, x+ ε) ∩ (y − ε, y + ε). Isto é

um absurdo. Dessa forma, o limite é único.

Logo abaixo colocamos a definição de subsequências. Desejamos saber qual a relação

existente entre os limites de uma sequência e de suas subsequências.

Definição 2.6 (Subsequência). Seja x = (xn)n∈N uma sequência de números reais. Uma

restrição y = x|N′ : N′ → R de x, onde N′ = {n1 < n2 < ... < nk < ...} ⊆ N é um conjunto

infinito, é denominada subsequência de x.

Notação: y = (xnk
)k∈N, (xn)n∈N′ , (xn1 , xn2 , ..., xnk

, ...) ou (xnk
), esta última, caso não haja

possibilidide de confusão.

Exemplo 2.6. (2n)n∈N = (2, 4, 6, ..., 2n, ...) é uma subsequência da sequência (n)n∈N =

(1, 2, 3, ..., n, ...). Por outro lado (3, 1, 2, ...) não é uma subsequência desta mesma sequência.

Vejamos como definir o limite de uma subsequência.

Obs 2.9. Denotaremos o limite de uma subsequência por lim
k→∞

xnk
, lim
n∈N′

xn ou lim xnk
, esta

última quando não houver possibilidade de confusão. Este tem a seguinte definição:

dado ε > 0, ∃ N ∈ N′ tal que ∀ n ≥ N, com n ∈ N′, tem-se xn ∈ (x− ε, x+ ε).

Teorema 2.2. Seja (xn) uma sequência convergente, com lim xn = x. Então, toda sub-

sequência de (xn) é convergente e converge para x.

Demonstração. Seja (xn)n∈N′ uma subsequência de (xn)n∈N. Vamos provar que lim
n∈N′

xn = x.

Dado ε > 0, ∃ N ∈ N tal que

∀ n ≥ N, tem-se xn ∈ (x− ε, x+ ε),

pois lim
n∈N

xn = x. Como N′ ⊆ N é infinito, então ∃ N ′ ∈ N′ tal que N ′ > N . Portanto,

∀ n′ ≥ N ′ > N, com n′ ∈ N′, tem-se xn ∈ (x− ε, x+ ε),
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ou seja, lim
n∈N′

xn = x.

Obs 2.10. O Teorema 2.2 nos dá condições para provar que uma determinada sequência

diverge. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 2.7. A sequência (1, 3, 1, 3, ...) é divergente porque possui as subsequências

(1, 1, ..., 1, ...) e (3, 3, ..., 3) constantes. Além disso, estas convergem para os valores dis-

tintos 1 e 3, respectivamente (ver Exemplo 2.4). Pelo Teorema 2.2, a sequência (1, 3, 1, 3, ...)

diverge.

A proposição a seguir nos informa que uma quantidade finita de termos não interfere no

resultado do limite de uma sequência convergente.

Proposição 2.1. Sejam (xn) uma sequência e p ∈ N. Então,

lim xn = x ⇔ lim
n∈N

xn+p = x.

Demonstração. ⇒) Observe que (xn+p) é uma subsequência de (xn). Logo, se lim xn = x,

então, usando o Teorema 2.2, lim
n∈N

xn+p = x.

⇐) Suponha que lim
n∈N

xn+p = x. Assim, dado ε > 0, ∃ N ′ ∈ N tal que

∀ n ≥ N ′, tem-se xn+p ∈ (x− ε, x+ ε).

Seja N = N ′ + p ∈ N. Com isso, ∀ n ≥ N , tem-se que n ≥ N ′ + p. Ou seja, n − p ≥ N ′.

Portanto,

xn = x(n−p)+p ∈ (x− ε, x+ ε).

Isto nos diz que, lim xn = x.

O Teorema abaixo relaciona limitação com convergência de uma sequência.

Teorema 2.3 (Teorema da Divergência). Toda sequência convergente é limitada.

Demonstração. Seja (xn) uma sequência convergente, com limxn = x. Seja ε = 1 > 0.

Assim, ∃ N ∈ N tal que

∀ n ≥ N, tem-se xn ∈ (x− 1, x+ 1).
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Seja d ∈ R tal que −d < x − 1 e x + 1 < d. Assim sendo, xn ∈ (−d, d), ∀ n ≥ N . Ou seja,

|xn| < d, ∀ n ≥ N . Seja

M = max{|x1|, |x2|, ..., |xN−1|, d}.

Dessa forma, |xn| ≤ M , ∀ n ∈ N. Por fim, (xn) é limitada.

Obs 2.11. A rećıproca do Teorema 2.3 é falsa. De fato, considere a sequência (1, 3, 1, 3, ...)

limitada, a qual é divergente, basta rever o Exemplo 2.7.

O Teorema 2.3 é uma ferramenta útil na demonstração da divergência de uma sequência.

Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 2.8. Considere a sequência (xn)n∈N = (n)n∈N. Veja que esta sequência é ilimitada,

pois x(N) = N é ilimitado pelo Teorema 1.2. Logo, usando o Teorema 2.3, (xn)n∈N = (n)n∈N
diverge.

2.3 Sequências Monótonas

Vejamos que condições devemos acrescentar a uma sequência para que a rećıproca do

Teorema 2.3 seja válida. Para este fim, colocaremos as seguintes definições.

Definição 2.7 (Sequência Não-decrescente). Dizemos que uma sequência (xn) é não-decres-

cente (respectivamente crescente) se xn ≤ xn+1, ∀ n ∈ N (respectivamente xn < xn+1, ∀ n ∈
N).

Definição 2.8 (Sequência Não-crescente). Uma sequência (xn) é dita não-crescente (respec-

tivamente decrescente) se xn+1 ≤ xn, ∀ n ∈ N (respectivamente xn+1 < xn, ∀ n ∈ N).

Definição 2.9 (Sequência Monótona). Uma sequência é dita monótona se satisfaz a desi-

gualdade estabelecida na Definição 2.7 ou na 2.8.

Exemplo 2.9. A sequência (n)n∈N é dita monótona crescente e não-decrescente. A sequência(
1
n

)
n∈N é monótona decrescente e não-crescente. (1, 1, ..., 1, ...) é monótona não-decrescente

e não-crescente. Já a sequência (1, 3, 1, 3, ...) não é monótona.

A definição de monotonicidade de sequência é o ingrediente a ser acrescentado para

obtermos a rećıproca do Teorema 2.3. Isto está formalmente enunciado no seguinte resultado.
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Teorema 2.4 (Teorema da Monotonicidade). Toda sequência monótona limitada é conver-

gente.

Demonstração. Seja x = (xn) uma sequência monótona não-crescente limitada. Como x

é limitada então, pela Definição 2.3, x(N) é limitado. Pela completude de R, existe y =

inf x(N). Vamos provar que lim xn = y. Com efeito, dado ε > 0 existe N ∈ N tal que

xN < y + ε (ver Definição 1.12). Como x é uma sequência não-crescente, logo, ∀ n ≥ N ,

temos que

y − ε < y ≤ xn ≤ xN < y + ε,

ou seja,

xn ∈ (y − ε, y + ε), ∀ n ≥ N.

Portanto, lim xn = y. Isto prova o resultado.

Obs 2.12. Na prova do Teorema 2.4, pode considerar que a sequência é monótona não-

decrescente, e com isso, prova-se, analogamente, que y = sup x(N).

Exemplo 2.10. A sequência (1/n) monótona decrescente, então, usando o Teorema 2.4,

temos que lim 1
n
= inf {1/n : n ∈ N} = 0 (ver Exemplo 1.5). Veja que, esta é outra maneira

de verificar a convergência desta sequência (ver Exemplo 2.5).

Exerćıcios de Fixação

1. A sequência (xn) é definida pelas seguintes fórmulas para o n-ésimo termo. Escreva os

primeiros 5 termos nestes casos

i) xn = 1 + (−1)n;

ii) xn =
1

n(n+ 1)
;

iii) xn =
1

n2 + 2
.

2. Os primeiros termos de uma sequência (xn) são dados abaixo. Assumindo que os outros

termos estabelecem a mesma lei estabelecida por estes termos, encontre a fórmula para o
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n-ésimo termo xn.

i) 5, 7, 9, ...;

ii) 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, ...;

iii) 1, 4, 9, 16, ....

3. Liste os primeiros 5 termos das seguintes sequências definidas indutivamente.

i) x1 = 1, xn+1 = 3xn + 1;

ii) x1 = 2, xn+1 = 1/2(xn + 2/xn);

iii) x1 = 3, x2 = 5, xn+2 = xn + xn+1.

4. Seja x ∈ R. Mostre que lim
x

n
= 0.

5. Usando a definição de limites, mostre os seguintes limites:

i) lim
n

n2 + 1
= 0;

ii) lim
3n+ 1

2n+ 5
=

3

2
;

iii) lim
2n

n+ 1
= 2.

6. Seja x1 = 8, xn+1 = (1/2)xn + 2, ∀ n ∈ N. Mostre que (xn) é monótona e limitada.

Encontre seu limite.

7. Seja x1 > 1, xn+1 = 2−1/xn, ∀ n ∈ N. Mostre que (xn) é monótona e limitada. Encontre

seu limite.
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8. Seja x1 = 1, xn+1 =
√
2 + xn, ∀ n ∈ N. Mostre que (xn) é monótona e limitada. Encontre

seu limite.

9. Seja x1 =
√
p, xn+1 =

√
p+ xn, ∀ n ∈ N. Mostre que (xn) é monótona e limitada.

Encontre seu limite. Sugestão: Um limite superior é 1 + 2
√
p.

10. Seja (xn) uma sequência limitada. Para cada n ∈ N defina an = sup{xk : k ≥ n} e

bn = inf{xk : k ≥ n}. Prove que (an) e (bn) são sequências monótonas e limitadas. Prove

que, se lim an = lim bn então (xn) é convergente. lim an e lim bn são chamados limites supe-

rior e inferior de (xn), respectivamente.

11. Mostre que as seguintes sequências são divergentes:

i) (1− (−1)n + 1/n);

ii) (sen(nπ/4)).

12. Suponha que xn ≥ 0, ∀ n ∈ N e que lim(−1)nxn existe. Mostre que (xn) converge.

2.4 Resultados Importantes Envolvendo Convergência

Começaremos esta seção demonstrando um resultado que garante que se o limite de uma

sequência convergente é menor que um certo número real, então, a partir de um certo ı́ndice,

os elementos desta mesma também são menores que este valor numérico.

Teorema 2.5. Seja (xn) uma sequência convergente. Se lim xn < x, então ∃ N ∈ N tal que

∀ n ≥ N , tem-se xn < x.
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Figura 2.6: Ideia da demonstração
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Demonstração. Seja lim xn = a. Dado 0 < ε < x− a, existe N ∈ N tal que

∀ n ≥ N, tem-se xn ∈ (a− ε, a+ ε) ⊆ (a− x+ a, a+ x− a) = (2a− x, x),

pois x− a > 0. Ou seja, xn < x, ∀ n ≥ N .

Obs 2.13. Em alguns textos, diz-se “ para n suficientemente grande” quando se escreve

“ ∃ N ∈ N tal que ∀ n ≥ N”. Assim, o Teorema 2.5 pode ser reescrito da seguinte maneira:

Seja (xn) uma sequência convergente. Se limxn < x, então para n suficientemente grande,

tem-se xn < x.

Obs 2.14. O seguinte resultado pode ser provado de maneira equivalente ao Teorema 2.5:

Seja (xn) uma sequência convergente. Se limxn > x, então ∃ N ∈ N tal que ∀ n ≥ N , tem-se

xn > x.

Veremos, a seguir, que para n suficientemente grande os termos de uma sequência con-

vergente têm o mesmo sinal que o seu limite.

Corolário 2.6 (Permanência de Sinal). Seja (xn) uma sequência convergente. Se lim xn < 0

(respectivamente lim xn > 0), então ∃ N ∈ N tal que ∀ n ≥ N , tem-se xn < 0 (respectiva-

mente xn > 0).

Demonstração. Use o Teorema 2.5 e a Observação 2.14 com x = 0.

Corolário 2.7. Sejam (xn), (yn) sequências convergentes. Suponha que, ∃ N ∈ N tal que

∀ n ≥ N , tenha-se xn ≤ yn. Então, lim xn ≤ lim yn.
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2
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( )

lim y
n

lim x
n

Figura 2.7: Ideia da demonstração

Demonstração. Suponha, por absurdo, que lim xn > lim yn. Usando o Teorema 1.6, existe

x ∈ Q tal que lim xn > x > lim yn. O Teorema 2.5 e a Observação 2.14, nos garante que

existe N1, N2 ∈ N tais que:

∀ n ≥ N1, tem-se xn > x e ∀ n ≥ N2, tem-se yn < x.
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Seja N3 = max{N1, N2}. Assim sendo,

∀ n ≥ N3, tem-se xn > x > yn.

Por hipótese, ∃N ∈ N tal que ∀ n ≥ N , tem-se xn ≤ yn. Agora, considere N0 = max{N,N3}.
Portanto,

∀ n ≥ N0, tem-se xn > yn e xn ≤ yn.

Isto é um absurdo. Então, lim xn ≤ lim yn.

Exemplo 2.11. Sejam (xn) = (0) e (yn) =
(
1
n

)
. Vimos que lim xn = lim yn = 0. Mesmo

sendo,

xn = 0 <
1

n
= yn, ∀ n ∈ N.

Ou seja, no corolário 2.7, não podemos afirmar que xn < yn ⇒ lim xn < lim yn.

Obs 2.15. Se xn ≤ x ((xn) convergente) para todo n suficientemente grande, então lim xn ≤
x. Basta, no corolário 2.7, assumir yn = x, ∀ n ∈ N.

Obs 2.16. Analogamente, se yn ≥ y ((yn) convergente) para todo n suficientemente grande,

então lim yn ≥ y. É suficiente trabalhar com a sequência xn = y, ∀ n ∈ N.

Abaixo enunciaremos um dos mais populares resultados obtidos no Cálculo.

Teorema 2.8 (Teorema do Sandúıche). Sejam (xn), (yn) sequências convergentes, com lim xn =

lim yn = z. Se ∃ N ∈ N tal que ∀ n ≥ N , tenha-se xn ≤ zn ≤ yn. Então, (zn) é uma

sequência convergente e lim zn = z.

Demonstração. Dado ε > 0, vamos provar que existe N0 ∈ N tal que ∀ n ≥ N0, tem-se

zn ∈ (z − ε, z + ε). Mas, como lim xn = lim yn = z, então existem N1, N2 ∈ N tais que

∀ n ≥ N1, tem-se xn ∈ (z − ε, z + ε) e ∀ n ≥ N2, conclui-se, yn ∈ (z − ε, z + ε).

Ou seja,

∀ n ≥ N1, tem-se z − ε < xn < z + ε e ∀ n ≥ N2, infere-se, z − ε < yn < z + ε.

Seja N3 = max{N1, N2}. Logo,

∀ n ≥ N3, tem-se, z − ε < xn < z + ε e z − ε < yn < z + ε.
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Por outro lado, ∃ N ∈ N tal que ∀ n ≥ N , tem-se, xn ≤ zn ≤ yn. Considere N0 =

max{N,N3}. Com isso,

∀ n ≥ N0, temos que, z − ε < xn < z + ε, z − ε < yn < z + ε e xn ≤ zn ≤ yn.

Dessa forma,

∀ n ≥ N0, chega-se a, z − ε < xn ≤ zn ≤ yn < z + ε,

ou seja, ∀ n ≥ N0, tem-se, z − ε < zn < z + ε. Isto nos diz que

zn ∈ (z − ε, z + ε), ∀ n ≥ N0.

Por fim, (zn) é convergente e lim zn = z.

Exemplo 2.12. Observe que

− 1

n
≤ (−1)n

n
≤ 1

n
, ∀ n ∈ N,

então, utilizando o Teorema 2.8, temos que lim
(−1)n

n
= 0, pois lim

1

n
= lim

(
− 1

n

)
= 0.

Exemplo 2.13. Verifique que

0 ≤ 1

2n
≤ 1

n
, ∀ n ∈ N.

Portanto, usando o Teorema 2.8, obtemos que lim
1

2n
= 0, pois lim

1

n
= lim 0 = 0.

O resultado a seguir nos diz que o produto de uma sequência que converge para zero por

outra que é limitada também converge para zero.

Teorema 2.9. Sejam (xn) e (yn) uma sequência convergente e uma sequência limitada,

respectivamente, onde lim xn = 0. Então (xnyn) é convergente e lim xnyn = 0.

Demonstração. Como (yn) é uma sequência limitada, então existe M ∈ R, tal que |yn| ≤ M ,

∀ n ∈ N. Se M = 0, então |yn| ≤ 0, ∀ n ∈ N. Ou seja, yn = 0, ∀ n ∈ N. Assim (xnyn) = (0),

a qual converge para 0. Considere, então, que M > 0. Como lim xn = 0, então dado ε > 0,

existe N ∈ N tal que

∀ n ≥ N, tem-se |xn − 0| < ε

M
.
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Com isso, ∀ n ≥ N , tem-se

|xnyn − 0| = |xnyn| = |xn||yn| < ε

M
M = ε.

Portanto (xnyn) é uma sequência convergente e lim xnyn = 0.

Obs 2.17. A hipótese de (yn) ser limitada não pode ser retirada do Teorema 2.9. Vejamos

um exemplo que comprovam esta afirmação. Sejam (xn) = (1/n) e (yn) = (n). Vimos que

lim xn = 0 (ver Exemplo 2.5) e que (yn) não é limitada. Observe que (xnyn) = (1). Logo,

lim xnyn = 1 
= 0.

Exemplo 2.14. Sejam (xn) = (1/n) e (yn) = (cos(nπ/2)). Note que (yn) é limitada, pois

| cos(nπ/2)| ≤ 1, ∀ n ∈ N. Sabemos que lim 1
n
= 0. Logo, usando o Teorema 2.9, conclúımos

que

lim
cos(nπ/2)

n
= 0.

É importante ressaltar que (yn) não é convergente, pois possui duas subsequências constante

que convergem para valores distintos (ver Exemplo 2.7).

Para a prova do próximo Teorema precisaremos da seguinte definição.

Definição 2.10. Seja (xn) uma sequência de números reais. Dizemos que xn é destacado

da sequência (xn) se xp ≤ xn, ∀ p > n.

Exemplo 2.15. Considere a sequência (xn) = (1, 2, 7, 4, 7, 2, 2, ..., 2, ...). Veja que x1 = 1

não é destacado, pois x2 = 2 > 1 = x1. Mas, x3 = 7 é destacado porque todo termo da

sequência a partir deste termo é menor ou igual a 7.

Teorema 2.10 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequência limitada de números

reais possui subsequência convergente.

Demonstração. Seja x = (xn) uma sequência limitada. Seja

D(x) = {n ∈ N : xn é destacado} ⊆ N.

Como N é enumerável, então D(x) também é. Suponha que D(x) é infinito. Considere a

subsequência x′ = (xn)n∈D(x) de x. Como x é uma sequência limitada, então x′ também é.

Observe que para todo n ∈ D(x), ou seja, xn é destacado, pode-se concluir que xn+1 ≤ xn
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(basta utilizar a Definição 2.10). Assim x′ é uma sequência monótona não-crescente. Pelo

Teorema 2.4, conclúımos que x′ é convergente. Agora, se D(x) é finito, então, podemos

escrever

D(x) = {N1, N2, ..., Nk}.

Seja n1 > max{N1, N2, ..., Nk} natural. Logo, n1 
∈ D(x). Ou seja, xn1 não é destacado.

Dessa forma, ∃ n2 > n1 tal que xn1 < xn2 (ver Definição 2.10). Por outro lado,

n2 > n1 > Ni, ∀ i = 1, 2, ..., k.

Analogamente, existe n3 > n2 tal que xn2 < xn3 . Portanto, indutivamente, x′′ = (xn)n∈N′ é

uma subsequência de x tal que

xn1 < xn2 < ... < xnj
< ..., onde N′ = {n1 < n2 < ... < nj < ...} ⊆ N é infinito.

Ou seja, x′′ é uma sequência monótona crescente. Pelo mesmo motivo que x′, x′′ é limitada.

Por fim, x′′ é uma subsequência de x convergente, pelo Teorema 2.4.

Exerćıcios de Fixação

1. Mostre que lim
cos(2n)

1 + n
= 0.

2. Mostre que lim
cos2(n)

2n
= 0. Use que lim

1

2n
= 0.

3. Mostre que lim
ecos(n)

n
= 0 (ver Definição 10.2). Use que ex é crescente (ver Definição 10.2).

4. Dê um exemplo de uma sequência ilimitada que tem uma subsequência convergente.

5. Suponha que cada subsequência de uma sequência (xn) tem uma subsequência que con-

verge para 0. Mostre que lim xn = 0.
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2.5 Operações Elementares com Sequências

Nesta seção, concentraremo-nos em demonstrar e exemplificar as propriedades mais ele-

mentares satisfeitas pela definição de limite de uma sequência.

Teorema 2.11 (Operações com Limites). Sejam (xn) e (yn) sequências convergentes. Então,

as seguintes afirmações são válidas:

i) (xn + yn) converge e lim(xn + yn) = lim xn + lim yn, ou em palavras, o limite da soma é

a soma dos limites;

ii) (xnyn) converge e lim(xnyn) = lim xn · lim yn, ou em palavras, o limite do produto é o

produto dos limites;

iii) (xn/yn) converge e lim (xn/yn) = [lim xn]/[lim yn], se lim yn 
= 0, ou em palavras, o

limite da divisão é a divisão dos limites.

Demonstração. Considere que limxn = x e lim yn = y.

i) Dado ε > 0, exitem N1, N2 ∈ N tais que

∀ n ≥ N1, tem-se xn ∈
(
x− ε

2
, x+

ε

2

)
e ∀ n ≥ N2, tem-se yn ∈

(
y − ε

2
, y +

ε

2

)
.

Seja N = max{N1, N2}. Então ∀ n ≥ N, tem-se

x− ε

2
< xn < x+

ε

2
e y − ε

2
< yn < y +

ε

2
.

Portanto, somando estes resultados, obtemos

∀ n ≥ N, que, x+ y − ε < xn + yn < x+ y + ε,

ou seja,

∀ n ≥ N, tem-se, xn + yn ∈ (x+ y − ε, x+ y + ε).

Isto nos diz que (xn + yn) converge e lim(xn + yn) = x+ y = lim xn + lim yn.
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ii) Note que

xnyn − xy = xnyn − xyn + xyn − xy = (xn − x)yn + x(yn − y), ∀ n ∈ N.

Como lim yn = y, então (yn) é uma sequência limitada (ver Teorema 2.3). Por outro lado,

lim(xn − x) = lim(yn − y) = 0 e (x) é limitada (constante).

Logo, pelo Teorema 2.9 e por i), temos que lim(xnyn − xy) = 0. Ou seja,

lim xnyn = xy = lim xn · lim yn.

iii) Primeiramente, vamos provar que (1/yn) é convergente e lim 1/yn = 1/y, onde y 
= 0.

Considere y > 0. Seja ε = y/2 > 0. Como lim yn = y, existe N1 ∈ N tal que

∀ n ≥ N1, tem-se yn ∈
(
y − y

2
, y +

y

2

)
.

Assim sendo, ∀ n ≥ N1, tem-se 0 < y
2
= y − y

2
< yn. Portanto,

1

yn
<

2

y
, ∀ n ≥ N1.

Além disso, dado ε > 0 existe N2 ∈ N tal que

∀ n ≥ N2, conclui-se, |yn − y| < y2ε

2
.

Seja N = max{N1, N2}. Com isso, ∀ n ≥ N , tem-se

∣∣∣∣ 1yn − 1

y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣y − yn

yyn

∣∣∣∣ = |y − yn|
yyn

<
2y2ε

2y2
= ε.

Isto nos permite concluir que (1/yn) é convergente e lim 1/yn = 1/y. Analogamente, o

resultado é válido para y < 0. Usando o item ii), obtemos (xn

yn
) converge e

lim (xn/yn) = lim

(
xn

1

yn

)
= lim xn · lim 1/yn = x

1

y
= x/y = [lim xn]/[lim yn],

se y = lim yn 
= 0.

Obs 2.18. Note que o item i) do Teorema 2.11 pode ser generalizado para uma quantidade
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finita qualquer de parcelas, basta utilizar indução. O mesmo podemos afirmar sobre a

multiplicação.

Obs 2.19. Observe que o item ii) do Teorema 2.11, nos garante que se (xn) é convergente

então, (cxn) é convergente e lim cxn = lim c · lim xn = c lim xn (ver Exemplo 2.4).

Obs 2.20. Veja que usando o Teorema 2.11 podemos garantir que, se (xn) e (yn) são

convergentes, então (xn − yn) é convergente e

lim(xn − yn) = lim[xn + (−yn)] = lim xn + lim(−1)yn = lim xn − lim yn.

Obs 2.21. Observe que a hipótese de (xn) ser convergente no Teorema 2.11 não pode ser

retirada. Por exemplo, seja (xn) = (n) e (yn) = (1). Como (xn) = (n) é ilimitada, então

esta sequência é divergente (ver Teorem 2.3). Pelo mesmo motivo que (n), a sequência

(xn + yn) = (n+ 1) é divergente. Então não é verdade que existe lim(xn + yn).

Vejamos alguns simples exemplos envolvendo o Teorema 2.11.

Exemplo 2.16. Usando o Teorema 2.11, podemos concluir que

lim

(
1 +

2

n

)
= lim 1 + lim

2

n
= lim 1 + 2 lim

1

n
= 1 + 2 · 0 = 1,

pois (1), (2) e
(
1
n

)
são sequências convergentes (ver Exemplos 2.4 e 2.5).

Exemplo 2.17. Note que, usando o Teorema 2.11, conclúımos que

lim
n+ 5

1− n
= lim

1 + 5
n

1
n
− 1

= −1,

ver Exemplo 2.5. Ou seja, a sequência

(
n+ 5

1− n

)
é uma sequência convergente que converge

para −1.

No fim desta seção, estamos interessados em mostrar alguns testes que nos permitem

calcular alguns limites de sequências espećıficas.

Proposição 2.2 (Teste da Razão). Seja (xn) ⊆ R+. Se lim
xn+1

xn

= x < 1, então lim xn = 0.
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Demonstração. Pelo Teorema 1.6, existe a ∈ Q tal que x < a < 1. Usando o Teorema 2.5,

conclúımos que existe N ∈ N tal que

∀ n ≥ N, tem-se, 0 <
xn+1

xn

< a < 1.

Portanto, por monotonicidade

0 < xn+1 < axn < xn, ∀ n ≥ N.

Dessa forma, 0 < xn+1 < xn < xN , ∀ n ≥ N, ou seja, (xn) é monótona e limitada, ∀ n ≥ N .

Isto nos diz que (xn) converge (ver Proposição 2.1), digamos que lim xn = y. Com isso,

0 ≤ lim xn+1 ≤ a lim xn ≤ lim xn.

Portanto, 0 ≤ y ≤ ay ≤ y. Ou seja, y(a− 1) = 0. Como a < 1, então lim xn = y = 0.

Obs 2.22. Se lim xn+1

xn
= 1, nada pode ser afirmado sobre a convergência da sequência (xn).

Por exemplo, se xn = 1, ∀ n ∈ N, então

lim
xn+1

xn

= lim
1

1
= 1.

Sabemos que esta sequência é convergente (ver Exemplo 2.4). Por outro lado, seja xn = n,

∀ n ∈ N. Assim,

lim
xn+1

xn

= lim
n+ 1

n
= lim

(
1 +

1

n

)
= 1,

ver Exemplo 2.5. Mas, (n) é uma sequência divergente (ver Teorema 2.3).

Exemplo 2.18. Veja que lim
nm

cn
= lim

cn

n!
= lim

n!

nn
= 0, onde m ∈ N e c > 1. Vamos

utilizar o Teste da razão para verificar estes limites. Seja xn = nm

cn
, ∀ n ∈ N, então

lim
xn+1

xn

= lim
(n+ 1)m

cn+1
· cn

nm
= lim

(
1 +

1

n

)m

c
=

1m

c
=

1

c
< 1.

Portanto, lim xn = 0. Ou seja, lim nm

cn
= 0. Seja yn = cn

n!
, ∀ n ∈ N. Assim sendo,

lim
yn+1

yn
= lim

cn+1

(n+ 1)!
· n!
cn

= lim
c

(n+ 1)
= c lim

1

(n+ 1)
= c · 0 = 0 < 1,
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ver Teorema 2.2. Com isso, lim yn = 0. Isto é, lim cn

n!
= 0. Por fim, seja zn = n!

nn , ∀ n ∈ N.

Logo,

lim
zn+1

zn
= lim

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
· n

n

n!
= lim

1(
1 +

1

n

)n =
1

e
< 1,

onde e é o número de Euller e e ≈ 2, 71.

Exemplo 2.19. Considere a sequência (xn), com 0 < x < 1. Assim,

lim
xn+1

xn
= lim x = x < 1.

Utilizando a Proposição 2.2, conclúımos que lim xn = 0, se 0 < x < 1.

Proposição 2.3 (Teste da Razão). Seja (xn) ⊆ R+ uma sequência. Se lim
xn+1

xn

= x > 1,

então (xn) é ilimitada.

Demonstração. Suponha que lim xn+1

xn
= x > 1. Defina yn = 1/xn > 0, ∀ n ∈ N. Logo,

lim
yn+1

yn
= lim

1/xn+1

1/xn

=
1

lim xn+1

xn

= 1/x < 1.

Pela Proposição 2.2, lim
1

xn

= lim yn = 0. Logo, dado A > 0, existe N ∈ N tal que

∀ n ∈ N, tem-se,
1

xn

<
1

A
.

Consequentemente, xN > A. Ou seja, (xn) é ilimitada.

Obs 2.23. Observe que podemos concluir na Proposição 2.3 que (xn) é divergente, basta

utilizar a contrapositiva do Teorema 2.3.

Exemplo 2.20. Considere a sequência (xn), onde x > 1. Com isso,

lim
xn+1

xn
= lim x = x > 1.

Pela Proposição 2.3, (xn) é ilimitada. Consequentemente, (xn) é divergente.
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Exerćıcios de Fixação

1. Dê um exemplo de duas sequências divergentes (xn) e (yn) tais que (xn + yn) e (xnyn)

sejam convergentes.

2. Mostre que se (xn) e (xn + yn) são sequências convergentes, então (yn) é convergente.

3. Encontre o limite das seguintes sequências:

i) ((2 + 1/n)2);

ii)

(√
n− 1√
n+ 1

)
;

iii)

(
n+ 1

n
√
n

)
.

4. Seja xn =
√
n+ 1−√

n, ∀ n ∈ N. Mostre que (xn) e (
√
nxn) convergem e encontre seus

limites.

5. Discuta a convergência das seguintes sequências, onde 0 < x < 1 e y > 1.

i) (n2xn);

ii)

(
yn

n!

)
;

iii)

(
yn

n2

)
.

6. (Teste da Raiz) Seja (xn) uma sequência de números reais positivos tal que lim n
√
xn =

x < 1. Mostre que existe y ∈ R tal que 0 < y < 1 e 0 < xn < yn, ∀ n ≥ N para algum

N ∈ N. Mostre que lim xn = 0.

7. O teste da raiz acima é inconclusivo no caso do limite acima ser 1.
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i) Dê exemplo de uma sequência de números reais positivos (xn) convergente tal que lim n
√
xn =

1;

ii) Dê exemplo de uma sequência de números reais positivos (xn) divergente tal que lim n
√
xn =

1.

2.6 Limites Infinitos de Sequências

Não diferente do que fizemos na seções anteriores, depois de definirmos limites infinitos

estabeleceremos algumas propriedades e exemplos que são gerados por esta teoria.

Definição 2.11 (Limites Infinitos). Dizemos que uma sequência (xn) “tende a” +∞ ou ∞
(respectivamente “tende a”−∞), e escrevemos lim xn = +∞ ou lim xn = ∞ (respectiva-

mente lim xn = −∞), quando dado A > 0 ∃ N ∈ N tal que ∀ n ≥ N , tem-se xn > A

(respectivamente xn < −A).

x x
N+2

x
N -1

x
2 Nx

1
Ax

3

x
N+1

}

finitos termos

Figura 2.8: lim xn = ∞

Obs 2.24. As notações +∞,∞,−∞ não são números reais. Na verdade estas servem para

expressar a idéia estabelecida na definição acima.

Obs 2.25. O número natural N encontrado na Definição 2.11 depende somente do número

real A > 0 dado, isto é, N = N(A).

Obs 2.26. Observe que a Definição 2.11 nos garante que lim xn = ∞ ⇔ lim(−xn) = −∞.

Exemplo 2.21. limn = lim 2n = ∞. De fato, dado A > 0, existe N ∈ N tal que N > A

(ver Teorema 1.2). Logo,

∀ n ≥ N, tem-se, n ≥ N > A.

Portanto, limn = ∞. Pela Desigualdade de Bernoulli, 2n ≥ 1 + n, ∀ n ∈ N. Com isso, dado

B > 0, existe N ∈ N tal que N > B − 1. Dessa forma,

∀ n ≥ N, tem-se, 2n ≥ n+ 1 ≥ N + 1 > B,
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ou seja, lim 2n = ∞.

Exemplo 2.22. lim[n + (−1)nn] 
= ∞. Suponha, por absurdo, que lim[n + (−1)nn] = ∞.

Assim sendo, dado A > 0, existe N ∈ N tal que ∀ n ≥ N , tem-se n + (−1)nn > A. Faça,

n = 2N + 1. Dáı,

2N + 1 + (−1)2N+1(2N + 1) > A.

Ou seja, 0 = 2N + 1− (2N + 1) > A. Isto é um absurdo, pois A > 0.

Obs 2.27. Seja lim xn = ∞. Portanto, dado A ∈ R, ∃ N ∈ N tal que n ≥ N , tem-se

xn > |A| ≥ A. Ou seja (xn) é uma sequência ilimitada superiormente. Resumindo, se

lim xn = ∞, então (xn) é uma sequência ilimitada superiormente. O Exemplo 2.22 mostra

que a rećıproca desta afirmação é falsa, já que (n+(−1)nn) = (0, 4, 0, 8, 0, ...) é uma sequência

ilimitada superiormente e lim[n+(−1)nn] 
= ∞. Analogamente, se lim xn = −∞, então (xn)

é uma sequência ilimitada inferiormente.

Vejamos que condições devemos acrescentar para que a rećıproca, relatada na observação

acima, seja verdadeira.

Proposição 2.4. As seguintes afirmações são válidas:

i) Se (xn) é uma sequência ilimitada (superiormente) e não-decrescente, então lim xn = ∞;

ii) Se (xn) é uma sequência ilimitada (inferiormente) e não-crescente, então lim xn = −∞.

Demonstração. i) Se (xn) é uma sequência ilimitada (superiormente), então dado A >

0, ∃ N ∈ N tal que xN > A. Se (xn) é uma sequência não-decrescente, então ∀ n ≥
N, tem-se que xn ≥ xN . Com isso, ∀ n ≥ N , tem-se que xn ≥ xN > A. Ou seja, lim xn = ∞.

O item ii) é análogo.

Proposição 2.5. Sejam (xn) e (yn) duas sequências tais que xn ≤ yn, ∀ n ∈ N. Então:

i) lim xn = ∞ ⇒ lim yn = ∞;

ii) lim yn = −∞ ⇒ lim xn = −∞.
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x y
N+1NA

x
N+1

y
N

x
N+2

Figura 2.9: item i)

Demonstração. i) Se lim xn = ∞, então dado A > 0, existe N ∈ N tal que ∀ n ≥ N , tem-se

xn > A. Como xn ≤ yn, ∀ n ∈ N, então

∀ n ≥ N, tem-se yn ≥ xn > A.

Portanto, lim yn = ∞.

ii) lim yn = −∞, então lim(−yn) = ∞. Como −yn ≤ −xn, ∀ n ∈ N, então, pelo item

i), temos que lim(−xn) = ∞. Ou seja lim xn = −∞.

Exemplo 2.23. Veja que lim[n+ (−1)n] = lim 2n = ∞. De fato,

n− 1 ≤ n+ (−1)n e n ≤ 2n, ∀ n ∈ N.

Logo, usando a Proposição 2.5 e o fato que lim(n− 1) = limn = ∞, temos o resultado.

2.7 Operações Elementares com Limites Infinitos

Nesta oportunidade, mostraremos quais hipóteses devemos impor para que as operações

elementares com limites infinitos sejam claramente satifeitas.

Teorema 2.12 (Operações com Limites Infinitos). As seguintes afirmações são verdadeiras:

i) Se lim xn = ∞ e (yn) é limitada inferiormente, então lim(xn + yn) = ∞;

ii) Se lim xn = ∞ e yn ≥ y > 0, ∀ n ∈ N, então lim(xnyn) = ∞;

iii) Se xn ≥ x > 0 e lim yn = 0, com yn > 0, ∀ n ∈ N, então lim
xn

yn
= ∞;

iv) Se (xn) é limitada e lim yn = ∞, então lim
xn

yn
= 0.
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Demonstração. i) Se (yn) é limitada inferiormente, então ∃ b ∈ R tal que b ≤ yn, ∀ n ∈ N.

Agora, dado A > 0, existe N ∈ N tal que ∀ n ≥ N , tem-se xn > A − b (se A − b < 0 este

resultado é óbvio). Por conseguinte,

∀ n ≥ N, tem-se, xn + yn > A− b+ b = A.

Ou seja, lim(xn + yn) = ∞.

ii) Dado A > 0, existe N ∈ N tal que ∀ n ≥ N , tem-se xn > A
y
> 0. Portanto,

∀ n ≥ N, tem-se, xnyn >
A

y
y = A > 0.

Dessa forma, lim(xnyn) = ∞.

iii) Seja A > 0. Como lim yn = 0, com yn > 0, então ∃ N ∈ N tal que

∀ n ≥ N, conclui-se que, yn = |yn| = |yn − 0| < x

A
.

Dessa forma,

∀ n ≥ N, chega-se a,
xn

yn
> x

A

x
= A.

Consequentemente, lim
xn

yn
= ∞.

iv) Se (xn) é limitada então existe a ∈ R tal que 0 ≤ |xn| ≤ a, ∀ n ∈ N. Se a = 0,

então xn = 0, ∀ n ∈ N. Dáı, lim
xn

yn
= lim 0 = 0. Considere, então, que a > 0. Portanto,

dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

∀ n ≥ N, infere-se, yn >
a

ε
> 0.

Com isso, ∀ n ≥ N , tem-se

∣∣∣∣xn

yn
− 0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣xn

yn

∣∣∣∣ = |xn|
yn

<
ε

a
a = ε.

Isto nos diz que lim
xn

yn
= 0.

Exemplo 2.24. Vimos que lim 2n = ∞ e que a sequência (1/n) é limitada inferiormente
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por 0. Assim sendo, utilizando o Teorema 2.12, obtemos

lim

[
2nn+ 1

n

]
= lim

[
2n +

1

n

]
= ∞.

O resultado a seguir aparece com muito mais frequência, principalmente nos exerćıcios

de Cálculo, que a sua generalização, obtida no Teorema 2.12.

Corolário 2.13. Seja (yn) uma sequência. Então, lim yn = 0 ⇔ lim
1

yn
= ∞.

Demonstração. Use os itens iii) e iv) do Teorema 2.12, com xn = 1, ∀ n ∈ N.

Exemplo 2.25. Como lim
(−1)n

n
= 0, então, utilizando o Corolário 2.13, conclúımos que

lim
n

(−1)n
= ∞.

Vejamos como é posśıvel obter um tipo de indeterminação através de limites infinitos.

Obs 2.28. No Teorema 2.12 item i) vamos retirar a hipótese de (yn) ser uma sequência

limitada inferiormente. Vejamos o que é posśıvel acontecer. Escolha, primeramente, as

sequências

(xn) = ([n+ (−1)n]) e (yn) = (−n).

Vimos, no Exemplo 2.23, que lim xn = ∞. Mas, (yn) é ilimitada inferiormente. Além disso,

lim(xn + yn) = lim(−1)n,

o qual não existe, pois a sequência (−1)n = (−1, 1,−1, 1, ...) possui duas subsequências

constantes iguais a 1 e −1 (ver Teorema 2.2). Com isso, lim(xn + yn) não existe. Agora,

considere as sequências

(xn) = (2n) e (yn) = (−n).

Pelo Exemplo 2.23, temos que lim xn = ∞. Dessa maneira,

lim(xn + yn) = lim(2n− n) = limn = ∞.

Por fim, seja x ∈ R. Considere as sequências (xn) = (n+x) e (yn) = (−n). Logo, lim xn = ∞.

Por outro lado,

lim(xn + yn) = lim(n+ x− n) = lim x = x.
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Resumindo, lim(xn+yn) pode não existir, ser ∞, ou qualquer número real desejado. Por isto

a expressão, ∞ − ∞ é chamada indeterminação. Outras indeterminações são: ∞0, 1∞, 00,
0
0
, ∞

∞ . As hipóteses colocadas em cada item do Teorema 2.12 são essenciais para não haver

estes tipos de indeterminações.

Exerćıcios de Fixação

1. Mostre que se lim xn = ±∞, então existe uma subsequência que tende a ±∞.

2. Dê exemplos de sequências (xn), (yn) tais que lim xn = ±∞ e lim yn = ±∞, com yn 
= 0,

∀ n ∈ N satisfazendo:

i) (xn/yn) é convergente;

ii) lim xn/yn = ±∞.

3. Discuta a convergência ou divergência das seguintes sequências:

i) (
√
n2 + 2);

ii)

( √
n

n2 + 2

)
;

iii) (cos
√
n).

4. Mostre que se lim xn/n = x > 0, então lim xn = ∞.

5. Mostre que se (xn) é uma sequência ilimitada, então existe uma subsequência de (xn) que

tende para ∞.
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2.8 Sequência de Cauchy

Nesta última seção, mostraremos outra maneira de definirmos sequências convergentes no

conjunto dos números reais.

Definição 2.12 (Sequência de Cauchy). Dizemos que uma sequência de números reais (xn)

é de Cauchy em R se dado ε > 0, ∃ N ∈ N tal que ∀ m,n ≥ N , tem-se |xm − xn| < ε.

x x
N+2x

N+3 N

x
N+1

( )

} �comprimento nenor do que

x
1

x
2

Figura 2.10: Sequência de Cauchy

Obs 2.29. O número natural N depende somente de ε. Ou seja, N = N(ε).

Obs 2.30. A Definição 2.12 nos garante que os termos da sequência (xn) estão próximos

para n suficientemente grande. Enquanto que, na Definição 2.5 os termos da sequência ficam

próximos de seu limite nesta mesma situação.

Exemplo 2.26. A sequência (n) não é uma sequência de Cauchy. De fato, ∃ ε = 1
2
> 0 tal

que ∀ N ∈ N, temos que

|(N + 1)−N | = |1| = 1 >
1

2
= ε.

N

}comprimento >1 1/2=�

N+1

Figura 2.11: (n) não é uma sequência de Cachy
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Exemplo 2.27. A sequência (1/n) é uma sequência de Cauchy em R. De fato, dado ε > 0,

∃ N ∈ N tal que N > 2
ε
(ver Teorema 1.2). Logo, ∀ n,m ≥ N , tem-se que

∣∣∣∣ 1n − 1

m

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ 1n

∣∣∣∣+
∣∣∣∣ 1m

∣∣∣∣ = 1

n
+

1

m
<

1

N
+

1

N
=

2

N
< ε.

Os resultados listados abaixo, constituem um caminho para provarmos que sequências de

Cauchy são na verdade sequências convergentes.

Teorema 2.14. Toda sequência convergente é de Cauchy em R.

Demonstração. Seja (xn) uma sequência de números reais convergente, com limxn = x.

Vamos provar que (xn) é de Cauchy. Dado ε > 0, ∃ N ∈ N tal que

∀ n ≥ N, tem-se, |xn − x| < ε

2
.

Dessa forma, ∀ n,m ≥ N , tem-se

|xn − xm| = |xn − x+ x− xm| ≤ |xn − x|+ |xm − x| < ε

2
+

ε

2
= ε.

Portanto, (xn) é de Cauchy.

Lema 2.1. Toda sequência de Cauchy em R é limitada.

Demonstração. Seja (xn) uma sequência de Cauchy em R. Seja ε = 1 > 0. Assim, ∃ N ∈ N

tal que

∀ n ≥ N, conclui-se que xn ∈ (xN − 1, xN + 1).

Seja d ∈ R tal que −d < xN − 1 e xN + 1 < d. Assim sendo, xn ∈ (−d, d), ∀ n ≥ N . Ou

seja, |xn| < d, ∀ n ≥ N . Seja

M = max{|x1|, |x2|, ..., |xN−1|, d}.

Dessa forma, |xn| ≤ M , ∀ n ∈ N. Por fim, (xn) é limitada.

Obs 2.31. A rećıproca do Lema 2.1 é falsa. A sequência ((−1)n) é limitada, porque

−1 ≤ (−1)n ≤ 1, ∀ n ∈ N.
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Por outro lado, ((−1)n) não é uma sequência de Cauchy. Com efeito, existe ε = 2 > 0 tal

que ∀ N ∈ N, encontram-se 2N, 2N + 1 ≥ N de forma que

|(−1)2N − (−1)2N+1| = |1 + 1| = 2 = ε.

Lema 2.2. Seja (xn) uma sequência de Cauchy em R. Se (xn) possui uma subsequência que

converge para x. Então (xn) é convergente e lim xn = x.

Demonstração. Se (xn) é de Cauchy, então dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

∀ n,m ≥ N, tem-se, |xn − xm| < ε

2
.

Seja (xn)n∈N′ uma subsequência de (xn) tal que lim
n∈N′

xn = x. Assim sendo, existe N ′ ∈ N′ tal

que

∀ n ≥ N ′, com n ∈ N′, tem-se que |xn − x| < ε

2
.

Seja N ′′ > max{N,N ′} em N′. Dessa forma, ∀ n ≥ N ′′, com n ∈ N, tem-se que

|xn − x| = |xn − xN ′′ |+ |xN ′′ − x| < ε

2
+

ε

2
= ε.

Ou seja, lim xn = x.

O resultado a seguir é, na verdade, a rećıproca do Teorema 2.14.

Teorema 2.15. Toda sequência de Cauchy é convergente em R.

Demonstração. Seja x = (xn) uma sequência de Cauchy em R. Assim, x é limitada (ver

Teorema 2.1). Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, x possui uma subsequência convergente

x′. Pelo Lema 2.2, x é convergente e converge para o mesmo limite de x′.

Exerćıcios de Fixação

1. Mostre, através da definição, que as seguintes sequências são sequências de Cauchy:

i)

(
n+ 1

n

)
;
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ii)

(
1 +

1

2!
+

1

3!
+ ...+

1

n!

)
.

2. Mostre, através da definição, que as seguintes sequências não são sequências de Cauchy:

i)

(
n+

(−1)n

n

)
;

ii) (lnn) (ver Definição 10.1).

3. Mostre diretamente da definição que se (xn) e (yn) são sequências de Cauchy então

(xn + yn) são sequências de Cauchy.

4. Mostre (
√
n) satisfaz lim |√n+ 1−√

n| = 0, mas (
√
n) não é uma sequência de Cauchy.

5. Seja p ∈ N fixo. Dê exemplo de uma sequência (xn) que não é de Cauchy, mas satisfaz

lim |xn+p − xn| = 0.

6. Se 0 < r < 1 e |xn+1 − xn| < rn, ∀ n ∈ N. Mostre que (xn) é de Cauchy.

2.9 Conclusão

Caro aluno, ao final desta aula, é importante ressaltar que uma quantidade infinita de

termos de uma sequência convergente estão o quão próximos do valor de convergência quanto

desejarmos. Este fato destaca um importante papel da definição de convergência em Análise

na Reta, pois esse conceito nos dá informações importantes se trabalharmos em uma região

próxima ao limite da sequência. Nesta localidade, podemos utilizar as principais carac-

teŕısticas dos termos existentes dessa para resolver algum problema que envolva o valor do

limite.
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2.10 Resumo

Nesta aula, apresentamos como descobrir se uma sequência é convergente utilizando re-

sultados como, por exemplo, o Teorema 2.15. Porém, este Teorema não informa o valor de

convergência da sequência. Por isso, decidimos acrescentar à teoria alguns outros resultados,

tais como os Teoremas da Monotonicidade e do Sandúıche, os quais, sob algumas hipóteses,

nos dizem quem é o limite da sequência. Além disso, aumentamos nossa lista de exemplos de

sequências convergentes estabelecendo as propriedades inerentes a estas. Exemplificamos,

também, algumas sequências divergentes que possuem um comportamento próprio. Este

tipo de comportamento está descrito como limite infinito.

2.11 Exerćıcios Propostos

Exerćıcios:

1. Se lim x2n = lim x2n−1 = x, prove que lim xn = x.

2. Se lim xn = x e lim(xn − yn) = 0, prove que lim yn = x.

3. Seja x 
= 0. Se lim
xn

x
= 1 prove que lim xn = x.

4. Seja y 
= 0. Se lim xn = x e lim
xn

yn
= y, prove que lim yn =

x

y
.

5. Se lim xn = x 
= 0 e lim xnyn = y, prove que lim yn =
y

x
.

6. Seja xn > 0, ∀ n ∈ N. Se lim
xn+1

xn

= x > 1, prove que lim xn = ∞. Mostre que

lim
nn

n!
= ∞.

7. Seja (xn) uma sequência monótona. Suponha que (xn) possua uma subsequência conver-

gente. Prove que (xn) é convergente.
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8. Sejam lim xn = x e lim yn = y. Se x < y, prove que existe N ∈ N tal que xn < yn.

9. Se lim xn = x e lim yn = y e |xn − yn| ≥ ε, ∀ n ∈ N, prove que |x− y| ≥ ε.

10. Seja (xn) uma sequência limitada. Suponha que lim xn 
= x. Prove que existe uma

subsequência de (xn) que converge para um número distinto de x.

11. Dados x, y números positivos, defina indutivamente as sequências (xn) e (yn) pondo

x1 =
√
xy e y1 =

x+y
2

e xn+1 =
√
xnyn, yn+1 =

xn+yn
2

. Prove que (xn) e (yn) convergem para

o mesmo limite.

12. Prove que, ∀ m ∈ N, tem-se lim n+m
√
n = 1.

13. Dado x > 0, defina indutivamente a sequência (xn) pondo x1 = 1
x
e xn+1 = 1

x+xn
.

Considere o número a, raiz positiva da equação y2 + xy − 1 = 0, único número positivo tal

que a = 1
x+a

. Prove que

x2 < x4 < ... < x2n < ... < a < ... < x2n−1 < ... < x3 < x1.

e que lim xn = x. O número a pode ser considerado como a soma da fração cont́ınua

1

x+ 1
x+ 1

x+ 1
x+...

.

14. Dado y > 0, defina indutivamente a sequência (yn),

pondo y1 = y e yn+1 = y+ 1
yn
. Mostre que lim yn = x+a, onde a é como no exerćıcio anterior.

15. Defina a sequência (yn) indutivamente, pondo y1 = y2 = 1 e yn+2 = yn+1 + yn, ∀ n ∈ N.

Escreva xn = yn
yn+1

e prove que lim xn = a, onde a é o único número positivo tal que a = 1
1+a

.

O termo yn chama-se o n-ésimo número de Fibonacci e a = −1+
√
5

2
é o número de ouro da

Geometria Clássica.

16. Se lim xn = ∞ e x ∈ R, prove que lim
[√

log(xn + x)−√
log xn

]
= 0.
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2.12 Exerćıcios Resolvidos

Questões Resolvidas:

Ex1. Se lim x2n = lim x2n−1 = x, prove que lim xn = x.

Demonstração. Suponha que lim x2n = lim x2n−1 = x. Assim sendo, dado ε > 0 existe

N ∈ N tal que

para todo n ≥ N, tem-se x2n ∈ (x− ε, x+ ε).

Analogamente, existe M ∈ N tal que

para todo n ≥ M, tem-se x2n−1 ∈ (x− ε, x+ ε).

Seja K = max{2N, 2M−1} ∈ N. Dessa forma, para cada n ≥ K, temos duas possibilidades:

ou n é par ou n ı́mpar. Primeiramente, considere que n é par, digamos n = 2k para algum

k ∈ N. Portanto, 2k ≥ K ≥ 2N . Consequentemente, k ≥ N . Logo,

xn = x2k ∈ (x− ε, x+ ε).

O caso n ı́mpar é análogo. Com efeito, se n é ı́mpar, com n = 2l − 1 para algum l ∈ N,

encontramos, l ≥ M . Por conseguinte,

xn = x2l−1 ∈ (x− ε, x+ ε).

Por fim,

para todo n ≥ K, tem-se xn ∈ (x− ε, x+ ε).

Isto nos diz que lim xn = x, ver Definição 2.1.

Ex2. Uma sequência (xn) diz-se periódica quando existe p ∈ N tal que xn+p = xn, ∀ n ∈ N.

Prove que toda sequência periódica convergente é constante.

Demonstração. Seja (xn) uma sequência periódica. Suponha que (xn) não é constante. Ou

seja, existem n,m ∈ N tais que xm 
= xn. Como (xn) é periódica, prova-se, por indução sobre

k ∈ N, que as subsequências

xnk
= xn+kp = xn e xmk

= xm+kp = xm, ∀ k ∈ N,
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são constantes. Observe que

lim
k→∞

xnk
= xn e lim

k→∞
xmk

= xm.

Usando o Teorema 2.2 e o fato que xm 
= xn, conclúımos que (xn) é divergente.

Ex3. Para cada n ∈ N, seja tn ∈ [0, 1]. Se lim xn = lim yn = x, prove que

lim[tnxn + (1− tn)yn] = x.

Demonstração. Observe que

tnxn + (1− tn)yn = tnxn + yn − tnyn = yn + tn(xn − yn).

Como lim xn = lim yn = x, então

lim(xn − yn) = lim xn − lim yn = x− x = 0.

Como tn ∈ [0, 1], ∀ n ∈ N, obtemos que (tn) é uma sequência limitada. Utilizando o Teorema

2.9, conclúımos que (tn(xn − yn)) é convergente e lim[tn(xn − yn)] = 0. Dessa forma,

lim[tnxn + (1− tn)yn] = lim[yn + tn(xn − yn)] = lim yn + lim[tn(xn − yn)] = x.

Ex4. Se lim xn = x, prove que lim |xn| = |x|. Prove ou contra-exemplifique a rećıproca desta

afirmação.

Demonstração. Pela Proposição 1.5, temos que ||xn| − |x|| ≤ |xn − x|. Assim sendo, dado

ε > 0 existe N ∈ N tal que

∀ n ≥ N, tem-se, |xn − x| < ε,

pois lim xn = x. Portanto,

∀ n ≥ N, conclui-se ||xn| − |x|| ≤ |xn − x| < ε.

Ou seja, lim |xn| = |x|. A rećıproca não é verdadeira para x 
= 0. Por exemplo, considere a

sequência ((−1)n). É claro que, lim |(−1)n| = lim 1 = 1 = |1|. Por outro lado, lim(−1)n não
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existe, pois (1, 1, 1, ...) e (−1,−1,−1, ...) são subsequências de ((−1)n) que convergem para

os valores distintos 1 e −1, respectivamente, (ver Teorema 2.2).

Ex5. Seja (xn) uma sequência monótona. Suponha que (xn) possua uma subsequência

convergente. Prove que (xn) é convergente.

Demonstração. Primeiramente, vamos provar que se (xn) é uma sequência monótona e possui

uma subsequência limitada, então (xn) é limitada. Com efeito, considere que (xn) é monótona

não-decrescente. Observe que, neste caso, x1 é cota inferior de (xn). Seja (xn)n∈N′ tal

subsequência. Assim, existe M ∈ R tal que xn ≤ M , ∀ n ∈ N′. Por outro lado, dado

n ∈ N, existe n′ ∈ N′ tal que n ≤ n′. Portanto, xn ≤ xn′ ≤ M. Ou seja (xn) é limitada.

Em particular, se (xn) possui uma subsequência convergente, esta é limitada (ver Teorema

2.3). Pelo que foi feito acima, (xn) é monótona e limitada. Pelo Teorema 2.4, (xn) é

convergente.

Ex6. Seja (xn) uma sequência limitada. Suponha que limxn 
= x. Prove que existe uma

subsequência de (xn) que converge para um número distinto de x.

Demonstração. Como lim xn 
= x, então ∃ ε > 0 tal que ∀ k ∈ N, encontra-se (xnk
) tal

que |xnk
− x| ≥ ε, com n1 < n2 < ... < nk < ... Como (xn) é limitada, então (xnk

)

também é limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (xnk
) possui uma subsequência

convergente. Portanto, passando a uma subsequência, se necessário, (xnk
) é convergente.

Digamos lim
k→∞

xnk
= y. Dessa forma,

lim
k→∞

[xnk
− x] = y − x,

logo, lim
k→∞

|xnk
− x| = |y − x|. Por fim,

|y − x| = lim
k→∞

|xnk
− x| ≥ ε > 0.

Com isso, y 
= x.

Ex7. Dado x > 0, defina indutivamente a sequência (xn) pondo x1 =
√
x e xn+1 =

√
x+ xn.

Prove que (xn) é convergente e calcule seu limite

√
x+

√
x+

√
x+

√
x+ ....
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Demonstração. Primeiramente, vamos provar que (xn) é monótona crescente. Usaremos

indução sobre n. Veja que

x1 < x2 ⇔
√
x <

√
x+ x1 ⇔

√
x <

√
x+

√
x ⇔ x < x+

√
x ⇔ 0 <

√
x.

Como x > 0, então a última desigualdade faz sentido e é verdadeira. Suponha que xn < xn+1.

Portanto,

xn+1 =
√
x+ xn <

√
x+ xn+1 = xn+2.

Assim sendo, xn < xn+1, ∀ n ∈ N. Agora, seja a a única raiz positiva da equação y2−y−x =

0. Consequentemente,

a2 − a− x = 0, ou seja , a2 = x+ a, isto é , a =
√
x+ a.

Além disso, a > 0. Vamos provar, por indução sobre n, que xn < a, ∀ n ∈ N. De fato,

quando n = 1, temos x1 =
√
x <

√
x+ a = a. Considere que xn < a. Assim,

xn+1 =
√
x+ xn <

√
x+ a = a.

Portanto, xn < a, ∀ n ∈ N. Com isso, (xn) é monótona crescente e limitada (por x1 e a).

Dessa forma, utilizando o Teorema 2.4, conclúımos que (xn) é convergente. Digamos que

lim xn = y. Como x2
n+1 = x+ xn, então y2 = x+ y, isto é, y =

√
x+ y. Finalmente,

y =

√
x+

√
x+

√
x+ ....

Ex8. Mostre que lim
log(n+ 1)

log n
= 1 (ver Definição 10.1).

Demonstração. Veja que

lim
log(n+ 1)

log n
= 1 ⇔ lim

[
log(n+ 1)

log n
− 1

]
= 0 ⇔ lim

[
log(n+ 1)− log n

log n

]
= 0

⇔ lim
log(n+1

n
)

log n
= 0 ⇔ lim

log(1 + 1
n
)

log n
= 0.

Verifique que, lim log(1+ 1
n
) = 0 e lim log n = ∞ (ver Teorema 10.1). O resultado segue.
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Auto-Avaliação

Sou capaz de determinar se uma sequência, constitúıda de números reais, é convergente?

Proxima Aula

Caro aluno, na próxima aula, utilizaremos a definição de sequência de números reais para

acrescentar ao nosso material a ideia de somar todos os elementos de uma sequência qualquer.

Ou seja, criaremos uma soma com uma quantidade infinita de parcelas.
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[5] Brauer, F.; Nohel, J. A., The Qualitative Theory of Ordinary Differential Equations.

University of Wisconsin, 1989.

[6] Dragomir, S. S., Some Gronwall Type Inequalities and Applications. Monograph. Vic-

toria University of Technology, 2002.
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