Capitulo 3

Terceira Aula: Série de Numeros

Reais

Meta

Apresentar e demonstrar os Testes de Convergéncia que determinam a convergéncia ou

divergéncia de algumas séries.

Objetivos

Ao final desta aula o aluno devera ser capaz de identificar se uma série converge, converge

absolutamente, converge condicionalmente ou diverge.

Pré-requisitos

Aula 2, Fundamentos da Matemética e Calculo II.

7
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3.1 Introducao

Nesta aula, apresentaremos a voce, caro leitor, a possibilidade de somarmos uma quanti-
dade enumeravel e infinita de niimeros reais. A esta soma daremos o nome série. A primeira
pergunta que surge, neste momento, é a seguinte: O resultado desta soma é um nimero
real? A resposta é negativa. Mas, algumas séries podem estar tao proximas a um numero
real quanto desejarmos. Nosso estudo inicial é definir e exemplificar tais somas. Em se-
guida, exibiremos testes que identificam a convergéncia destas séries. Porém, como todo
teste, existe possibilidade de que esses, em casos especificos, nao funcionem. Entao, a tnica
maneira de vocé conhecer qual teste serd conclusivo é a experiéncia obtida no estudo de
atividades propostas. Por isso, recomendo a resolucao dos exercicios listados nesta aula. Por
fim, questionaremos se é possivel comutar as parcelas de uma série sem alterar o resultado

de sua soma. Veremos que isto ocorre somente sob algumas condicoes.

3.2 Convergéncia de Séries

Nesta se¢ao, definiremos e exemplificaremos, de maneira precisa, o que significa, em
Matematica, somar uma quantidade enumeravel e infinita de nimeros reais. E importante

ressaltar que o nosso interesse no estudo destas somas é estudar sua convergencia.

Definigao 3.1 (Série). Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais. A soma infinita dos

termos de (z,), denotada por

an:x1+x2+...+xn—|—...,

n=1
¢ denominada uma série de numeros reais. Neste caso, x,, ¢ chamado n-ésimo termo ou

o0
termo geral da série E Tp-

n=1

oo
Obs 3.1. Quando nao houver possibilidade de confusao denotaremos a série Z T, simples-

n=1

mente por Z Tn-
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Exemplo 3.1. As somas

Zl—l+1+1+ w1y
S=l+stgtatoto,

St = -1+ 1= 14 (1) +

Z;—1+1+i+ PR S
nn+1) 2 6 12 7 nam+1) 7

sao exemplos de séries de niimeros reais. No decorrer da teoria daremos mais exemplos de

séries.

Os ingredientes que nos auxiliarao na definicdo de convergéncia para uma série estao

definidos abaixo.

Definicao 3.2 (Somas Parciais). Seja Zazn uma série. Defina a sequéncia (s,) pondo

n=1

n
slleesn:Zxk:x1+m2+...+xn,‘v’n>1.
k=1

o0

Chamamos s,, de n-ésima soma parcial da série g T, € a sequéncia (s,) é chamada sequéncia

n=1

o]
das somas parciais, ou simplesmente somas parciais, da série E Tp.

n=1
Exemplo 3.2. As n-ésimas somas parciais das séries » %, > (_i)n, > n(n1+1) sa0 respecti-
vamente,
TN T S 141 =14 ..+ (=1)"
Sp = — =t .t t,=— - vt (=
2 3 n

e

Ll

Up ==+ =+ —+ ...+ ——.
276 12 n(n+1)

Agora estamos prontos para definir quando uma série converge ou nao.

Defini¢ao 3.3 (Convergéncia de Séries). Dizemos que uma série » x, é convergente se a
sequéncia de somas parciais (s,) é convergente. Neste caso, >z, = z, onde x = lim s, é

chamado a soma desta série. Caso contrario, dizemos que ) z,, é divergente.
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Obs 3.2. Veja que

n—oo

n
r =lims, = lim Zxk
k=1
o0

Assim sendo, se E x, € convergente, obtemos

n=1

(e.@) n

g T, = lim g T
n—oo

n=1 k=1

Exemplo 3.3. Vimos que a n-ésima soma parcial da série 71(++U é dada por
1 n 1 n 1 - 1
Sp = et —
1.2 2.3 3.4 n(n +1)
Por outro lado,
1 1 k+1—k 1
S e VEkeN
ko kE+1  k(k+1) k(k+1)
Com isso,
L S S
Sp =
1-2 2.3 3-4 n(n+1)
B 1 1 1 1 n 1 1 1 1
o\ 2 2 3 3 4 n n+l
B 1
B n+1
Consequentemente,
1
lim s, = lim (1— ) =1,
n+1
ou seja, »_ ﬁ = 1 é uma série convergente.

Exemplo 3.4. t, = —1+1—1+ ...+ (—1)" é a n-ésima soma parcial da série > (—1)".
Assim,
(t2n> = (Oa 0,...,0, ) € (t2n—1) = (—1, —1,...,—1, )

Logo, (t,) é divergente (ver Teorema 2.2). Portanto, » (—1)" é divergente.

O resultado a seguir nos d4 uma condigao necessaria para que uma série seja convergente.

Teorema 3.1. Se a série Y x,, converge, entdo limz,, = 0.
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Demonstra¢ao. Suponha que >z, = x. Seja (s,) a sequéncia de somas parciais desta série.
Assim, lim s,, = x (ver Definigao 3.3). Usando o Teorema 2.2, concluimos que lim s, 11 = z.
Portanto,

lim(s,41 — $,) =lims, 1 —lims, =z —x =0.

Mas,

Spil — Sn=T1+To+ .+ Tp+ Tpy — (X1 F 22+ .+ 2) = Ty

Consequentemente, utilizando a Proposicao 2.1, chegamos a
limz,, = limz,+; = lim(s,11 — s,) = 0.
]

Obs 3.3. Veremos no Exemplo 10.11 que a série > % ¢ divergente, mas lim% = 0. Portanto,

a reciproca do Teorema 3.1 nao ¢é verdadeira.

Obs 3.4. A contrapositiva do Teorema 3.1 nos diz que limz,, # 0 = > x, diverge. Esta

observagao tem aplicacao direta em exemplos. Veja os dois exemplos a seguir.

n+1

Exemplo 3.5. A série ) *= ¢é uma série divergente, pois

n+1

1
:hm<1+—):17é0,
n n

ver contrapositiva do Teorema 3.1.

lim

Exemplo 3.6. A série ) 3n"2—2+2 é divergente, porque

2 1 1
n = lim = - #0,

y
e 3+2 3

ver Teorema 3.1.

Vamos estudar algumas séries especiais, denominadas séries geométricas. Identificaremos

alguns casos onde estas convergem e qual o valor de sua soma.

Exemplo 3.7 (Série Geométrica). Sejam a,r € R, com a # 0. Chamamos a série

Zar”’l =a+ar+ar’+ .. +ar™+ ..
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de série geométrica com razao r. Vamos provar que Y ar™ !

se |r| > 1. De fato,

converge se |r| < 1 e diverge

1. se [r| =1, entdo r = £1. Logo, Y. ar" ' =>"aou Y ar™ ! = > a(—1)""1 as quais

divergem pelo Teorema 3.1.

2. Considere entao que |r| # 1. Seja

n

Sy = arft=a+ar+ar’+ ... +ar™

k=1

1

a n-ésima soma parcial de série Y ar"!. Com isso,
_ 2 3 n—1 n
rS, =ar +ar°+ar’+ ...+ ar “+ar”.

Portanto, s, — rs, = a — ar”. Consequentemente, (1 —r)s,, = a(1l —r"). Por fim,

_a(l—r")
n = 1—7r 7

pois |r| # 1. Se |r| < 1, entao lim |r|™ = 0 (ver Proposigao 2.2). Ou equivalentemente,
limr™ = 0. Assim sendo,
a(l —rm") a

lim s,, = lim = )
1—7r 1—r

Se |r| > 1, entao limr"™ nao existe (ver Proposi¢ao 2.3). Dali, (s,) é divergente. Ou
seja,
a

Zar”_l =1 converge se |r| < 1e Zarn_l diverge se [r| > 1.
—r

Séries geométricas podem ser utilizadas para transformar alguns ntimeros decimais em

fracgoes irredutiveis. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 3.8. A série Y 25(1/100)""" é uma série geométrica de raio 1/100 < 1. Logo a

série 03 03
—(1/100)" ' = ——=__ =1923/99
Zl()()( /100) 1 —1/100 /



3.2. CONVERGENCIA DE SERIES 83

converge. Assim,

5,2323... = 5+0,2323...
= 540,23+ 0,0023 + 0,000023 + ...
_5+23+23+23+ N 23 N
N 100 1002 ~ 1003 7 1007t T

23
=5 — (1/100)"!
+3 1551/100
= 5+23/99
518
997

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que a convergéncia da série nao ¢ afetada se mudarmos um nimero finito de ter-

mos. Neste caso, a soma nao necessariamente é a mesma.
2. Utilizando fracgoes parciais mostre que:

D) ¥ e = b

i) 3 Sy = 1

3. Utilizando série geométrica, expresse os numeros 0, 7373... e 0,222... como um numero

racional.

4. Determine se a série é convergente ou divergente. Se for convergente, calcule sua soma:
: n—1.

i) >26(0,9)";

i) 3 G
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3.3 Operacoes Elementares com Séries

Nesta secao, mostraremos as mais elementares operagoes com séries convergentes. Exi-
biremos, também, varios exemplos para esclarecer por que outras operagoes, tao simples
quanto as apresentadas no proximo resultado, nao sao verdadeiras para algumas séries de

nameros reais.

Teorema 3.2 (Operagoes com Séries). Sejam Yz, e >y, séries convergentes e k € R,

entao:

) D (0 +yn) =2 %0+ D Yn;s
ii) Y kx, =k) x,.

Demonstragao. Considere que Y x, = x e >y, = y. Sejam (s,) e (t,) as sequéncias das
somas parciais para as séries » |z, € Y y,, respectivamente, entao lim s, = x e limt, = y.

i) Assim sendo, com o Teorema 2.11, concluimos que
lim(s,, +t,) = lims, +limt, =z +y,
mas,

8n+tn - $1+$2++-’ﬂn+y1+yz++yn
= (z1+y) + (2 +y2) + oo+ (20 +Yn)

é a n-ésima soma parcial da série ) (z, + yn). Logo, > (7, + yn) converge para x +y. Ou

Z(mn+yn):x+y22xn+2yn.

seja,

ii) Analogamente,

limks,, = klims, = kz,

ver Teorema 2.11. Por outro lado,

ks, = k(zy + 22+ ... + x,) = kxy + kzg + ... + kx,
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é a n-ésima soma parcial para a série »  kx,. Portanto, > kx,, converge para kz. Isto é,

kan:kx:kan.

O

No item i) do Teorema 3.2, podemos substituir a operacao soma pela subtragao, que

ainda assim o resultado é verdadeiro. Veja a observacao abaixo.

Obs 3.5. Considere que > x, e Yy, sdo séries convergentes. Dai,

Z(wn — Yn) = Z[mn + (=yn)] = an + Z<_yn) = an - Zyn-

Exemplo 3.9. Olhe que

31— 1
6n—1

3n—1 1 1 1
|:6n—1 - 6n—1:| - Z {Qn—l - 6n—1:|
1 1 1 1
[anl _ZGn—1] - 1_%_ 11

A M M

Se multiplicarmos cada termo de uma série divergente por uma constante real nao-nula,

nao modificaremos a divergéncia de tal série. Veja a observacao abaixo.

Obs 3.6. Observe que se Y x,, é divergente, entao Y _ kx,, é divergente, onde k # 0. Suponha,

por absurdo, que Y kx, é convergente, entao, pelo Teorema 3.2, 1/k > kx,, é convergente e

kY kry=> (1/k)kz, =z,

Portanto, Y x, é convergente. Absurdo, pois, > z,, é divergente! Logo, > kz,, é divergente.

Exemplo 3.10. As séries
4 1 1 11 -1 1
PIFEDIL I DD DD DD Dieb
sao divergentes (ver Exemplo 10.11).

Se retirarmos a hipdtese de convergéncia de somente uma das séries no item i) do Teorema

3.2, a conclusao deixa de ser verdadeira. Olhe a observagao abaixo.



86 CAPITULO 3. TERCEIRA AULA: SERIE DE NUMEROS REAIS

Obs 3.7. Note que se Y _ x,, é convergente e > y,, é divergente, entao > [z, +yy,| é divergente.

Suponha, por absurdo, que )|z, + y,| é convergente, entao, pelo Teorema 3.2,

Z[(mn + Yn) — x,] é convergente e Z[(xn + Yn) — xp] = Z Yn-

Portanto, >y, é convergente. Absurdo, pois, Y vy, é divergente! Logo, > [z, + y.] é

divergente.

Exemplo 3.11. A série Y 2 ¢ divergente, pois
3"+n 1 1
IR

onde Y- £ é divergente (ver Exemplo 10.11) e 3~ ==
3.7).

> % (%)n_l é convergente (ver Exemplo

Agora, se retirarmos a hipdtese de convergéncia das séries > x, e Yy, no item i) do
Teorema 3.2, nada pode ser inferido sobre a convergéncia de ) [z, +y,]. O exemplo a seguir

discute este fato.

Exemplo 3.12. Olhe que se Y x, e Y y, sao divergentes, ndo podemos concluir que » [z, +

Yn] € divergente. Por exemplo,

Zl%+%}:20:0

1 -1
¢ convergente, porém as séries Z —e Z — sao divergentes (ver Exemplo 10.11).
n n

Os dois exemplos abaixo discutem o que ocorre com a multiplicacao e divisao termo a
termo de duas séries convergentes.

Exemplo 3.13. Sabemos que

1 1 1 1 3
ZQn—lzl_ :2623n_1:1_ 257

1
2

ver Exemplo 3.7. Portanto,

1 1 3
Z gn—1 Z 3n—1 - 25 =3.
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Por outro lado,
1 1 1 1 1 1 6
Z on—1 3n—1 - on—1 Sn—l = Z 6n—1 = 1 — % - g
Logo,
1 1 6 1 1
Z 2n—1 3n—1 =3 7é 5 - Z 2n—1 3n—1’
ou seja,
1 1 1 1
Z on—1 Z 3n—1 7& Z on—1 3n—1 '

Dessa forma, mesmo que Y.z, e >, sejam convergentes, nao é verdade que
DT = DT D Y
Exemplo 3.14. Veja que Y 7t =2 e Y 51 = 5. Por outro lado,

£/ () -£=-20)

2n71 3n71

é divergente (ver Exemplo 3.7). Portanto, mesmo que »_ x, e Y y, sejam convergentes, nao

¢ verdade que > (z,/y,) seja convergente.

Exercicios de Fixacao

1
on -

1. Calcule a soma da série > ﬁ +

n n .
13 L% o 37 10% convergem ou divergem. Se for convergente

2. Determine se as séries = o

calcule sua soma.

3.4 Testes de Convergéncia para Séries

Neste momento, estamos interessados em elaborar alguns testes que verifiquem a con-
vergéncia ou divergéncia de algumas séries contituidas de niimeros reais.

Teorema 3.3 (Teste da Comparagao). Sejam Y x, e Y.y, séries tais que Tp,y, > 0,

V' n € N. Seja N € N. Entao,
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i) > yn € convergente e x, < yn, V0> N = > x, € convergente;
ii) >y, € divergente e x, > y,, V' n> N = > x, € divergente.

Demonstracao. Consideraremos nos dois itens que N = 1. Sejam (s,) e (t,) as sequéncias

das somas parciais das séries Y x, e > y,, respectivamente

i) Suponha que > vy, =y e z, < y,, Vn € N. Logo, limt, = y. Dessa forma,
0<s,=x1+20+ ..+, <y +ys+..+y,=t,,VneN,

pois 0 < z,, < y,,. Mas (t,) é convergente, logo (t,) é limitada (ver Teorema 2.3). Ou seja,
existe d € R tal que t,, < d, Vn € N. Com isso, 0 < s, <t, <d,VnéeN. Com isso, (s,) é

limitada. Agora, vejamos por que (s,) é monétona. De fato,
Spil =T1+To+ oo + Ty + Tpy1 = Sp + Tpa1 > Sp, V€N

pois z,, > 0. Ou seja, (s,) é ndao-decrescente. Dessa forma (s,) é monétona e limitada. Pelo

Teorema 2.4, (s,) é convergente. Logo, Y x, é convergente.

ii) Fagamos a prova por contraposicao. Suponha que > z,, é convergente e x,, > y,, Vn > N.

Assim, pelo item 1), >y, é convergente. O

Obs 3.8. Na demonstracao do Teorema 3.3 consideramos que N = 1, pois

) N 9]
E Ty = E Ty + E Ty,
n=1 n=1 n=N
Usando esta ultima igualdade a prova segue de maneira analoga.

n—1
n4m

Exemplo 3.15. A série Z é convergente? Observe que

1 1
DT e D a4t < A e —47 <0,
n4n 4r

Como

1 11
24_71:21471—1
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n—1
n4n

é uma série geométrica convergente (razao 1/4 < 1). Pelo Teorema 3.3, E é conver-

gente.

Exemplo 3.16. Veremos no Exemplo 10.11 que ) nip ¢ convergente se p > 1 e é divergente
para p < 1. Usaremos este fato para ilustrar o Teorema 3.3. A série ﬁ é convergente?

Veja que

1 1
> —&&m>2n+3<e3In>3<sn> 1.
2n+3 7 bn

L4 . L4
Como }_ 5~ é divergente, entdo ) 5= ¢ divergente.

Teorema 3.4 (Teste da Comparagao por Limites). Sejam > x, e >y, séries tais que
TnyYn >0,V neN.

x
lim~—= =2>0= Ty, converge <= Yp converge .
- > >

Demonstracao. Veja que

/2 < lim % =z < 2z,
Yn

pois x > 0. Logo, utilizando o Teorema 2.5, existe N € N tal que

x/2<ﬁ<2x,Vn2N.
Yn

Como vy, > 0,V n € N, entao
TYn/2 < T < 22Y,, ¥ 1 > N.

Se Y x, é convergente, entdo, »_ 2x,/x é convergente (ver Teorema 3.2). Por conseguinte,
usando o Teorema 3.3, concluimos que > y,, também é, pois y,, < 2x,/z,¥Vn > N.Se > x, é
divergente, entao ) x, /2x é divergente (ver observagoes do Teorema 3.2). Com isso, usando
o fato que z,/2x < y,, ¥V n > N, concluimos que > v, é divergente usando o Teorema

3.3. ]

Exemplo 3.17. A série ) 3n—171 é convergente? Considere a série geométrica convergente

>3 =32 5 com razao 1/3 < 1 (ver Exemplo 3.7). Observe que

3" = lim

I _
T - L
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ver Proposi¢ao 2.2. Dessa forma, usando o Teorema 3.4, temos que Y 3,11—_1 ¢ uma série

convergente.

Exemplo 3.18. Considere a série Y n. Esta série é divergente, pois limn = oo # 0 (ver

: s 2n243n 4 1:
Teorema 3.1). Vamos verificar que a série ) | ez © divergente usando o Teorema 3.4. Com

efeito,
2n243 —n2(2+%)
n-+3n 2/ 5 2 3 3
n?(=5+1) n (24 = 24 =
lim Y2 — fim Y2 " — lim 2+3) = lim ——" =2 > 0.
n n n2 /5 +1 JE

4y’ 2n243n 4 7:
Consequentemente, com o Teorema 3.4, obtemos que a série » ez © divergente.

Veremos a seguir uma condicao suficiente para que uma série seja convergente. Para este

fim, precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 3.4 (Convergéncia Absoluta). Uma série ) x,, é dita absolutamente convergente

se a série Y |z,| é convergente.

Exemplo 3.19. A série ) D™ ¢ uma série absolutamente convergente, pois » ‘—nl =

> -L converge (ver Exemplo 10 11).

Exemplo 3.20. A série ) C é absolutamente convergente, pois
n+1 1
) \ | = X 5

é uma série geométrica com razao 1/2 (ver Exemplo 3.7).

Exemplo 3.21. A série Z nao é absolutamente convergente, pois > ‘ ”n’ =y 1¢

divergente (ver Exemplo 10.11)

O teste que serd apresentado, logo em seguida, serve para verificar convergéncia de séries
que tem sinais opostos termo a termo. A definicao abaixo caracteriza precisamente tais

so1as.

Definicao 3.5 (Série Alternada). Uma série é dita alternada se esta pode ser escrita na

forma
oo

Z(—l)”xn =—r1+xy— ...+ (1) "z, + ...

n=1
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ou
oo

Z(—l)”“yn =y — Yo+ ... +(=1)"y, + ...

n=1

com xp, Y, > 0,V néeN.

Exemplo 3.22. A série

Z<_$)n:_1+%_+#+

é uma série alternada.

Exemplo 3.23. A série

nao é uma série alternada.

Antes de enunciar o Teste de Leibniz, é importante ressaltar que tal ferramenta nao serve

para determinar se uma série alternada é divergente.
Teorema 3.5 (Teste de Leibniz). Seja (x,) uma sequéncia decrescente tal que limx,, = 0.

Entao, a série alternada > (—1)"z, € convergente.

Demonstracao. Seja (s,) a sequéncia formada pelas somas parciais de Y (—1)"z,. Vamos
provar que (s,) é convergente. Iremos analisar as subsequéncias (ss,) € (S2,—1) de (s,).

Como (z,,) ¢ decrescente, entao
Sopt2 = —T1 + Lo+ ... + Top — Topt1 + Tontz = S2n — Lopt1 + Tontz < S2n, V0 E N,

pOIS Top i1 > Tonre. Ou seja, (sg,) é decrescente. Portanto, ... < sg, < ... < $4 < S9. Agora,

vamos estudar a subsequéncia (sq,_1) de (s,). Veja que
Sont1 = —T1 + T2 + ... — Ton—1 + Tan — Tapt1 = Son + Tan — Tapt1 > S20, V N E N,

pOIS g, > Topy1. Isto é, (S9,_1) é crescente. Com isso, s1 < 83 < ... < Sgp1 < .... Além
disso,

Sop = —X1 + To + ... — Top_1 + Loy, = Sop—1 + Loy, > Sop_1,V n € N,
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ja que xo, > 0. Por fim,
S1 <83 <ol < 8Sgp1 < eel < 89y < lll <8y < 8o,

Ou seja, (S2,) € (S2n,-1) s@o sequéncias mondtonas e limitadas. Assim, usando o Teorema
2.4, concluimos que lim sy, = x e lim s, 1 = y. Mas, So, = S9,,_1 + T2, € limx, = 0. Dali,
lim s, = lim 89,1 +lim x5, = x = y+0 = y (ver Teorema 2.2). Dessa forma, lim s,, = x (ver

exercicios de sequéncias). Isto nos diz que a série alternada » (—1)"x,, é convergente. [

Exemplo 3.24. Considere a série alternada % Seja z,, = 1/n, V¥ n € N. Observe que

limz,, = lim — = 0.
n

Além disso, (x,) = (1/n) é decrescente, pois + > — ¥V n € N. Com efeito,

1

n+l
1

n-+1

> Sn+l1>ns12>0,VneN.

S|

Pelo Teorema 3.5, > % ¢ convergente.

n 1
Exemplo 3.25. Considere a série alternada % Defina x,, = i, V' n € N. Com
n

isso,

| |
nt :mn0+—>:1%0
n n

Dessa forma, nao podemos aplicar o Teorema 3.5. A seguir veremos uma outra maneira de

lim z,, = lim

verificar a convergéncia desta série.

Veremos a seguir que toda série absolutamente convergente converge.

Teorema 3.6. Seja Y x, uma série. Entdo, se Y |x,| converge temos que > x,, é também

convergente. Além disso, |Y x| <D |2y

Demonstracao. Sejam
tn = 21| + 22| + oo+ 0| + e Sp =21 F X2+ o F Xy F

as n-ésimas somas parciais das séries Y |z,| e > x,, respectivamente. Como ) |z,| é con-

vergente, entao (t,,) é convergente. Usando o Teorema 2.14, concluimos que (¢,,) ¢ de Cauchy.
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Sejam m, n € N tais que m < n. Dessa forma, a desigualdade triangular nos permite concluir

que

|Sn — S| Ty + 2o+ oo F Ty F T o F Xy — (X F T2+ e+ T

|Tma1 + o+ T

IN

|Tma1| + -+ |20

[Zmaa] + oo+ ]|

] + o] + oo ] + [ ] + o 2] = (0] + [2a] £ 4 )]
= |tn — tml.

Logo, dado £ > 0 existe N € N tal que V n,m > N, tem-se que |t, — t,,| < &. Portanto,
IS0 — Sm| < |tn —tm| < e,¥n,m &N,

Consequentemente, (s,) é de Cauchy. Com o Teorema 2.15, obtemos que (s,) é convergente.

Por fim, > x,, é uma série convergente. Além disso,
[sn] = |21 + @2 + o + 20| < 21| + |22 + ... + |20 = 0, VR €N

e, portanto,
>

ver exercicios resolvidos de sequéncias. Isto é, | >z, | < > |z, O

= |lims,| = lim|s,| < limt, = Z |0

Obs 3.9. A reciproca do Teorema 3.6 é falsa. Por exemplo, a série > % é convergente
(ver Exemplo 3.24), mas ) ‘#

= Z% é divergente (ver Exemplo 10.11).

nm
COS ( 2 )

Exemplo 3.26. Considere a série Z n
n

. Lembre que

nm

cos (59) | _Jeos ()| _ 1
<Lvnen

2
4

= TL4

n

nmw
COS(T )

Portanto, usando o Teorema 3.3, > | —

Exemplo 10.11). Com isso, ) (:Osr(l—?) ¢ uma série absolutamente convergente. Dessa forma,

¢ convergente, j& que Y - ¢ convergente (ver

, cos( ) , .
pelo Teorema 3.6, concluimos que » | 51—42) é uma série convergente.
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(-1

Exemplo 3.27. Considere a série alternada ) (_173;1“. Observe que Z‘ => 5
¢ uma série convergente (ver Exemplo 10.11). Logo, > (_ln): = ¢ uma série absolutamente

e —nntt Lo
convergente. Utilizando o Teorema 3.6, temos que Y % ¢ uma série convergente.

n3

Enunciaremos a seguir os dois testes de convergéncia para séries de niimeros reais mais

famosos do Calculo.

Teorema 3.7 (Teste da Razao). Seja x, # 0, para todo n € N. Entao,

N 1o | Tntl ;
i) lim|——|=2<1= E x, € absolutamente convergente;
Tn
ey 1 Tp+1 . Tn+1 L.
ii) hm‘ “l=x>1 oulim|——| =00 = g x, € divergente;
n 'CCTZ

~ . . € .
Demonstragao. i) Suponha que lim il S Seja x < k < 1 (ver Teorema 1.6).
Tn
. X ~ .. .
Logo, lim ‘ g < k< 1, entao, utilizando o Teorema 2.5, existe N € N tal que
n
T n+1
P < k= Vn>N.
Tn km
Logo 2011 2] V n > N. Dessa forma, a sequéncia ( Zzl é uma sequencia
g Y k_n+1 ]{;n ) — * Y q. k’n nZN q
nao-crescente e | | 1z, 2]
Tn+1 Ty, TN
O < e < kn+1 kn cee k_N7
ou seja, (',ﬁ—z') é uma sequéncia monétona e limitada (por 0 e |zy|/kY). Seja M =
n>N
lzn|/EN.  Com isso, ‘;:—Z‘ < M,V n > N. Ou seja, |z,] < ME", ¥V n > N. Como

STME" = S (ME)k™ ! é uma série geométrica de razao k < 1, temos que Y Mk™ é con-
vergente. Por fim, pelo Teorema 3.3, concluimos que »_ |x,| é convergente, isto é, Y x, é

absolutamente convergente.

ii) Considere que lim |*2*| = 2 > 1. Com isso, pelo Teorema 2.5, concluimos que existe
N € N tal que || > 1,V n > N. Portanto,

|Zpi1]| > |2n],V 0 > N.
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Consequentemente, |z,| > |zy|, ¥V n > N. Afirmamos que limz, # 0. Caso contrario,
lim z,, = 0, encontramos

0 =lim|z,| > |zN].

Logo 0 < |zy| < 0. Ouseja, |zx| = 0, Assim, zy = 0. Isto é um absurdo, pois zx # 0. Logo,
lim z,, # 0. Utilizando o Teorema 3.1, concluimos que Yz, é divergente. Analogamente, se

lim [*2£1| = oo, temos que existe N € N tal que

Tnt1
" I>1,Vn>N.
Tn
Portanto, ) x, ¢ divergente, exatamente pelo mesmo motivo exibido no caso lim |[#2+| =
x> 1. [
Obs 3.10. Se lim |[***| = 1, entdo ndo podemos concluir nada sobre a convergéncia da

série Y x, a partir deste fato. Vejamos exemplos que garantem esta afirmagao. Considere a

série Y =5 convergente (ver Exemplo 10.11). Veja que

Tn41

Tn
Por outro lado, a série ) + divergente (ver Exemplo 10.11) satisfaz:

xn—i—l
Tn

lim = lim = lim no_ lirn—1 = 1.
n—i—l 1+ﬁ

n

1
(n+1)

n+1

Exemplo 3.28. Considere a série ) (_1;—n” Vamos utilizar o Teorema 3.7 para verificar

se esta série converge ou diverge. Seja x, = (—1gz+1n’ V n € N. Note que
n —1)+2 1 2" 11
lim |22 = lim (=)™ (n+1) zlimn+ —
T on+1 (_1)n+1n 2 n
In+1 1 1 1
= lim= =lm-(1+—-)==<1.
T T ( * n) 2

n+1

- , -1 , , .
Utilizando o Teorema 3.7, concluimos que ) | (;—n” ¢ uma série absolutamente convergente.

Exemplo 3.29. A série > %' ¢ divergente. Para isto, seja x,, = %’, V n € N. Assim sendo,

(n+1)!n
n+1 n!

(n+nln
=lim—— =limn = oco.
n+1 n!

— | =lim
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| s . .
Portanto, usando o Teorema 3.7, ™ ¢ uma série divergente.

Teorema 3.8 (Teste da Raiz). Seja Y x,, uma série. Entao:

i) im {/|z,| =2 < 1= > x, € absolutamente convergente;

ii) lim {/|z,| =2 > 1= >z, € divergente.
Demonstragao. i) Suponha que lim {/|z,| = x < 1. Pelo Teorema 1.6 existe ¢ € R tal que

lim |

T =1 <q<l.
Com isso, usando o Teorema 2.5, concluimos que

4 N € N tal que m<q,Vn2N.
Portanto,

|z, < ¢",V n> N.

Sabemos que a série geométrica
S =S

é convergente, pois tem razao ¢ < 1 (ver Exemplo 3.7). Com o Teorema 3.3, obtemos que

> |xn| é convergente, isto é, > x, é absolutamente convergente.

ii) Agora, suponha que
lim {/|z,| =z > 1.

Com isso, pelo Teorema 2.5, concluimos que existe N € N tal que

Vi > 1,V n>N.

Portanto,
|z,| > 1,¥ n > N.

Se (x,) é convergente, temos que lim |z,| > 1 > 0 (ver Proposigao 2.1). Logo, lim |z,| > 0.
Ou seja, lim |z,| # 0. Ou equivalentemente, lim x,, # 0 (ver exercicios de sequéncias). Assim,
> x, é divergente (ver Teorema 3.1). Se (z,,) é divergente, entao utilizando o Teorema 3.1,

concluimos que Yz, é divergente. De qualquer forma, ) x, é divergente. ]
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Obs 3.11. Se lim {/|x,| = 1 nada pode ser concluido sobre a convergéncia da série a partir
deste fato. Vamos verificar esta afirmacao dando dois exemplos. Primeiramente considere a
série Y 1. Veja que

lim /1] = lim1 = 1.

Por outro lado, > 1 é divergente pelo fato que lim1 = 1 # 0 (ver Teorema 3.1). Agora,

. , . _1)n .
considere a série ) % Com isso,

lim ) :lim"l: , L =1,
\/ n n  lim {/n

s ~ . -H" 4 .
ver exercicios de sequéncias. Mas, % é convergente (ver Exemplo 3.24). Por isso, nada

podemos concluir sobre a convergéncia de uma série se lim {/|z,| = 1. A série pode ser

convergente, como também pode ser divergente.

Exemplo 3.30. Dada a série ) ( nid )n, temos que

4n+1
I A e I N e R o |
lim = lim = lim =<1
dn + 1 dn+1 4+~ 4
Portanto, usando o Teorema 3.8, concluimos que ( 42141)71 ¢ convergente.

Exemplo 3.31. Considere a série »_3". Observe que lim v'3" = lim3 = 3 > 1. Deste

modo, usando o Teorema 3.8, concluimos que » 3" é divergente.

Para terminar esta se¢ao exibiremos um exemplo de uma série que converge, mas nao

absolutamente. A definicao abaixo denomina as séries que satisfazem esta propriedade.

Definigao 3.6 (Convergéncia Condicional). Dizemos que uma série Y x,, é condicionalmente

convergente se »_ x, é convergente e »_ |x,| é divergente

Exemplo 3.32. Vimos que a série ) | % é condicionalmente convergente (ver Exemplos
3.21 e 3.24).

Exercicios de Fixacao

1. Estabeleca a convergéncia ou a divergéncia das séries

22_le’z(rm—l)(n%—% ¢ 22_”
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2. Estabeleca a convergéncia ou a divergéncia das séries

n2(n+1)"2 n! —1)"n
e R LR s

3. Discuta a convergéncia ou a divergéncia das séries

m n! n'
g —, E — e —.
e en er

4. Discuta a convergéncia ou a divergéncia das séries

n!? n! 2-4-6-...-(2n)
Z(Qn)!’23-5-7-...-(2n+1) ¢ Z3-5-7-...-(2n+1)‘

3.5 Rearranjo de Séries

Nesta secao, veremos a hipdtese que é necessaria para que a permuta de alguns termos

de uma série convergente seja realizada sem alteracao de sua soma.

Definicao 3.7 (Rearranjo). Dizemos que uma série )y, ¢ o rearranjo de uma série »_ x,,

se existe bijecao f: N — N tal que y, = x4, Vn € N.

Exemplo 3.33. Defina f: N — N, por f(2n—1)=2ne f(2n)=2n—1,Yn e N. f éum

bijecao. Seja x,, = 1/2", ¥ n € N. Considere a série

1—1+1+1+1+
on 2 4 8 16 7

Com isso, para ¥, dado por

Yon = Tpn) = Ton—1 = 1/27"7" € Yop—1 = Tpn-1) = T2y = 1/2*",V n €N,
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temos que

1111
D e =yt ety byt = by b et gt

é o rearranjo gerado pela bijecao f.

O resultado a seguir garante que a convergéencia absoluta é o ingrediente que faltava para
podermos alterar a ordem dos termos de uma série sem que haja uma mudanca no valor de

sua convergencia.

Teorema 3.9 (Teorema do Rearranjo). Seja > x, = x uma série absolutamente conver-

gente. Entdo, qualquer rearranjo >y, de Y x, tem soma x, ou seja, Y Yn = Y Tp.

Demonstra¢ao. Como Y x, é absolutamente convergente, entao, pelo Teorema 3.6, >z, é
convergente, digamos que Yz, = x. Sejam (s,), (t,) e (p,) as sequéncias de somas parciais
das séries Y ,, Y. |zn| € D yn, respectivamente. Assim sendo, lims, = z. Como Y z,
é absolutamente convergente, entao »_ |z,| é convergente. Portanto, (¢,) é uma sequéncia

convergente. Pelo Teorema 2.14, (t,,) é de Cauchy. Logo, dado € > 0, existe N € N tal que
V'n >N, tem-se |[sy —z| <e/2e |t, —tn]| < /2,

ver definicoes 2.4 e 2.12. Ou seja,

n

ST Jrml = lowl + sl + ol
m=N-+1

= x| + |zo| + ... + 20| = (Jzo| + 22| + .o + |2N])
= |t —tn| < /2,
isto é, Tm| < €/2,¥Vn > N. Como , € o rearranjo de )  x,, entao existe uma
> lwml < e/ y j

m=N-+1
bijecao f : N — N tal que y, = 2@, V n € N. Deste modo, existem tnicos e distintos

ai, as, ...,ay tais que f(a;) = i, Vi = 1,2,.... N. Seja M = max{ay,as,...,an}. Logo,
1<aq; <M, ¥Vi=1,2,..,N. Ouseja, {aj,as,...,an} € {1,2,...., M} (= N < M). Assim,
a soma

Pv=Y1+ Y2+ ... + Y = Tra) T Tp) oo+ Trn)

contém os termos x1, xs, ..., Ty, Pois

{f(al) = 17f(a2) = 27 ) f(aN) = N} g {f(1>7f(2)7 B f(M)}
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Dessa forma, V. n > M > N, tem-se que

P sl = 1+t g — (1 et )
= |J/‘f(1)+...+ZL’f(n)—(ZL’1+...+ZL‘N)|
= |l’f(1) o Ty T T 1) T T T ) — (Il + ...+ J]N)|

< En: |zm| < e/2.

m=N+1

Com isso, V n > M, tem-se que
|pn — | = |pn — snv + sy — x| < |pn — sn| + sy — x| <e/24¢/2 =¢.

Isto nos diz que limp,, = x. Ou seja, Yy, = = > Ty. ]

Obs 3.12. O Teorema 3.9 nos garante que quando a série é absolutamente convergente a
convergencia desta série independe da ordem em que as parcelas aparecem. Ou seja, podemos
comutar os termos desta série que o resultado obtido serd uma série que converge para o

mesmo valor que a original.

Exemplo 3.34. No Exemplo 3.33, vimos que a funcao f : N — N, dada por f(2n—1) = 2n
e f(2n) =2n — 1,V n € N, gera o rearranjo

> L S
Ty T T

para a série Y 5. Como

1 1/1\"" 1/2
— e f— —_ = - = ]_
Yr-%3(z) -rm
¢ absolutamente convergente, entao, pelo Teorema 3.9,

1
b — 4= . =1
>y Tty tEte Tt

1 1 1
2
Exercicios de Fixacao

1. Se a série ) x, é condicionalmente convergente, mostre que existe um rearranjo desta

série cuja sequéncia das somas parciais tende a oo.
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2. Se Y x, é absolutamente convergente, é verdade que cada rearranjo desta série é absolu-

tamente convergente?

3.6 Leitura Complementar: Teorema de Riemann

Nesta leitura complementar, enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Riemann.
Este nos informa, em palavras, que dado um nimero real qualquer, é possivel permutarmos
os termos de uma série condicionalmente convergente de forma que o resultado tenha como
soma este valor considerado inicialmente. A prova deste resultado, dada neste material,

necessita da definicao abaixo.

Definicao 3.8 (Partes Positiva e Negativa de uma Sequéncia). Seja (x,) uma sequéncia.
Defina, para cada n € N, z7 = max{z,,0} e z;, = max{—=x,,0}. Chamamos z; e z,,

respectivamente, as partes positiva e negativa de x,,.
Obs 3.13. Segue diretamente da Defini¢ao 3.8 =7, 27 > 0, V n € N. Além disso,

|z, =2 + 2, ex, =2} — 2, ,VneN,

ver Definigao 1.6.

Exemplo 3.35. Considere a sequéncia (x,), onde x, = (—1)". As partes positiva e negativa
de x,, sao, respectivamente,

+

z, =max{l,0} =1 ez, =max{—1,0} =0, sen é par,

+

z, =max{—1,0} =0 ez, = max{—(—1),0} =1, se n é impar.

Usaremos a Defini¢ao 3.8 para provar que se retirarmos a hipdtese que » | |z, | converge do
Teorema 3.9 e continuar supondo que »_ x,, converge, entao podemos encontrar um rearranjo
de >  x, convergindo para qualquer nimero real que desejarmos. Isto estd formalmente

enunciado no Teorema abaixo.
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Teorema 3.10 (Teorema de Riemann). Seja Y x,, uma série condicionalmente convergente.

Seja y € R um nimero qualquer. Entdo, existe um rearranjo | yn, de Y x,, tal que >y, =

Y.

Demonstracao. Seja y € R. Suponha que >z, é condicionalmente convergente. Ou seja,
>~ x, converge, mas »_ |x,| diverge. Assim sendo, Yz} e > x; divergem. Com efeito,
lembre que z,, = = —x,, V n € N. Logo, utilizando as observagoes do Teorema 3.2,
concluimos que se ou Y x} ou >z converge, entdo »_ x, diverge. Absurdo, pois Y x,

converge. Suponha, por absurdo, que Yz} e >z, convergem. Como |x,| = z} + z,,

V n € N, entao
Dolwal =D Al =) wb+ >

converge. Absurdo, pois > |x,| diverge. Consequentemente, Yz e > x; divergem. Sejam

n?

+ — A . . . 7 . + .
(st) e (s,) as sequéncias das somas parciais para as séries Yz, e > x., respectivamente.

Como z7, 27 > 0, entao

+ ot ot o e e -
Sp+1 = Sn + Lnt1 Z Sp € Sp+1 = Sn + Lnt1 2 Sp -
Logo, (st) e (s

n
+
n

) sao sequéncias mondtonas (crescentes). Como Yz e >z, divergem,

) e (s,,) divergem (ver Defini¢ao 3.3). Pelo Teorema 2.4, (s;7) e (s,,) s@o sequéncias

ilimitadas. As sequéncias (s;) e (s ) sdo crescentes, logo limitadas inferiormente por si e

entao (s

sy, respectivamente. Dessa forma, (s;) e (s;) sao ilimitadas superiormente. Vamos agora
criar um algoritmo para encontrar o rearranjo de > x, que converge para y. Comege a
somar os primeiros termos positivos da série >z, na ordem em que eles aparecem. Em
algum momento esta soma ultrapassara y, isto ocorre ja que (s;) é ilimitada superiormente,

ou seja, existe m; € N tal que

y<sp =af +a3+..+a)

a soma dos primeiros termos positivos da série > x,, na ordem em que eles aparecem até x,,,

(ver Definigao 3.8), isto é, os termos =7, x5, ..., T, . encontrados serao os primeiros termos

do rearranjo que estamos procurando (zf + 23 + ...+, > y). Agora, comege a adicionar

a soma xf + x5 + ...+ z 0s termos negativos de > x, na ordem em que eles aparecem,

mi

a partir de xy, até que a soma seja inferior a y, isto sempre ocorre pois (s, ) é ilimitada
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superiormente, ou seja, existe mo € N tal que,

+ T = T — T — —
Y—8p, > =Sy, = —T] — Ty — . — Ty,

a soma dos termos negativos da série ) x,, a partir de z1, na ordem em que eles aparecem
(ver Defini¢ao 3.8) até zp,, (v +a3 +...+a} —a] —x3 —...—x,, <y). Acrescente estes
termos negativos aos termos positivos ja encontrados para o rearranjo procurado, ou seja,

o +af +.4ah —ay -z, — .-,
é a ny—ésima soma parcial do rearranjo procurado, onde ny = m;+ms. Repita o processo, a
partir de x,,,. Com este processo encontramos um rearranjo » .y, (o qual posui os mesmos
termos da série ) x,, sé que com parcelas comutadas) de ) x,. Denote ny = m;y. Seja (t,)
a sequéncia das somas parciais de > y,,, entao palo algoritmo criado, encontramos a seguinte
desigualdade:

trgy <Y <tpy vV keEN.

Pela escolha dos indices ny, temos que

0<t —y<a} e0<y—ty, <—-=z,. ,VEkeN.

T2k—1 mok—1 mog?

Como

2, =2 +2, > 2tz >0e limx, =0,

ver Teorema 3.1, entao limz;” = limz, = 0 (ver Teorema 2.8). Pelo Teorema 2.2, obtemos
que
J’_ —

lim z = lim 2z, =0.
koo 12kl koo 2k

Usando o Teorema 2.8, concluimos que

lim (t,,, , —y) = lim (y — t,,,) =0,

k—o0 k—o0
ou seja,
lim ¢ = lim ¢,,, = .
k—o00 T2k-1 k—o00 T2k y

Por fim, klim tn, =y (ver exercicios de sequéncias). Como z,,x," > 0, entao
—00

Nog—1 <N < Nop = by, Sty <tp,,,VkeEN
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n2k§n§n2k+1:>t <t, <t vV keN.

nag n2k+1?

Consequentemente, limt, = y. Isto é, >y, = y. O]

n+1

Exemplo 3.36. Vamos encontrar um rearranjo para a série y (G2l

~— que converge para

0. Vamos utilizar o algoritmo explicado na demonstracao do Teorema 3.10. Veja que 1 > 0.
Assim, o rearranjo tem como primeiro termo 1. Agora some a 1 todos os termos negativos

da série até encontrar um resultado < 0, ou seja,
1-1/2-1/4—-1/6—-1/8<0.

Estes s@ao os 5 primeiros termos do rearranjo. Acrescente a esta soma a soma dos numeors

positivos, apds o 1, de forma que o resultado seja > 0. Isto é,
1-1/2—-1/4-1/6-1/84+1/3 > 0.

Continuando o processo encontraremos o rearranjo
1-1/2—-1/4—-1/6—-1/8+1/3— ...,

o qual convergira para 0, pelo Teorema 3.10.

Exercicios de Fixacao

71)n+1
“—,— que converge para 1.

1. Encontre um rearranjo da série S

2. Encontre um rearranjo da série (T/gn que converge para 2.

3.7 Conclusao

Caro leitor, ao final desta aula, é importante ressaltar que é possivel indentificar qual teste
de convergéncia para uma série deve ser utilizado para obtermos um resultado conclusivo.
Por exemplo, quando o termo geral de uma série envolve fatoriais, produtos ou constantes

elevadas a um numero natural é provavel que o Teste da Razao afirme se a série converge
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n
n’

ou diverge. Ou se o n-ésimo termo da série for da forma z!', o Teste da Raiz é o melhor

candidato entre os testes de convergéncia. Portanto, convidamos o leitor a resolver a maior
quantidade de exercicios possivel para que este identifique rapidamente qual teste deve ser
utilizado com uma alta possibilidade de acerto. Ou que pelo menos vocé conheca quais testes

que com certeza nao serao uteis.

3.8 Resumo

Nesta aula, apresentamos alguns testes para verificar se uma série é convergente ou di-
vergente. Os principais testes sao: Teste da Comparacao, Teste da Razao e Teste da Raiz.

Além destes testes, discutimos algumas operacoes elementares envolvendo séries.

3.9 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Dadas as séries > @p, Y Yn, com z, = vVn+1—+/n ey, = In(1 + 1/n), mostre que
limx,, = limy, = 0. Calcule explicitamente as n-ésimas somas parciais s,, e t,, destas séries

e mostre que lim s,, = lim?,, = oo, logo as séries dadas sao divergentes.
2. Prove que a série Y Inn/n? é convergente.

3. Se >z, é convergente e z,, > 0, V n € N entdo a série »_ z,y", é absolutamente con-

vergente, Vy € [—1,1] e Y xpsen(ny), > x, cos(ny) sdo absolutamente convergentes V y € R.

4. Se > x, é absolutamente convergente e limy,, = 0, ponha 2, = Loy +T1Yn_1+...+TnYo =

n
E TrYn_k € prove que lim z, = 0.
k=0

5. Se Y. 22 e Y y? convergem, prove que »_ x,y, converge absolutamente.
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6. Prove: uma série >z, é absolutamente convergente < a sequéncia das somas parciais

(s,) é limitada.
7. Determine se a série > (Inn/n)™ é convergente usando os Testes da Razao e Raiz.
8. Prove: se xy > 29> ... > x, > ... >0e > x, converge entdo limnzx, = 0.

9. Dada uma sequéncia de nimeros positivos z,, com lim z,, = x, prove que

lim /x129 - - -z, = .

10. Determine para quais valores de x cada uma das séries é convergente: > n™z", > a™/n",

Sonlzn, ST /n?.

11. Se uma série é condicionalmente convergente, prove que existem alteragoes da ordem

dos seus termos de modo a tornar sua soma igual a co e —o0.

12. Efetue explicitamente um rearranjo dos termos da série

S ()™ n=1-1/2+1/3-1/4+ ..

de omodo que sua soma se torne igual a zero.

3.10 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. Use o Teste da Comparagao para provar que a série _ 1/n? é convergente, a partir da

convergéncia de Y 2/n(n+ 1).

Demonstragdo. Como Y 1/n? é convergente, entao, pelo Teorema 3.2, >~ 2/n? é convergente.
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Além disso,

2 2 1 1
— < ——<—ennh+)>nPenP+n>n*en>1,VneN.
nn+1) “n?>  nn+1) — n?

Pelo Teorema 3.3 >~ 2/n(n + 1) é convergente. O
Ex2. Se >z, ¢ absolutamente convergente, prove que Y 22 converge.

Demonstragao. Como ) x, é absolutamente convergente, entao » . |z,| é convergente. Usan-
do o Teorema 3.1, concluimos que lim |z,| = 0. Portanto, existe N € N tal que ¥V n > N,

tem-se |z,| <1 (faga € = 1 > 0 na Defini¢ao 2.5). Com isso,
22 = |v,]? < |2p| & |2a]? — |2, <0< |2, (2] — 1) <0,V n > N.

Mas, esta tltima desigualdade é satisfeita, ja que |z,| < 1, ¥V n > N. Logo, utilizando o

Teorema 3.3, > x2 ¢é convergente. O
Ex3. Determine para quais valores de x a série Y nfa2™ é convergente.
Demonstragao. Veja que

(n + 1)Fgntt
nkan

lim

1\* 1\"
— lim (”* ) 2] = |2/ lim <1+—> — |a|.
n n

Usando o Teorema 3.7, Y n*z™ é absolutamente convergente para |z| < 1 e divergente para

|z| > 1. Para z = 1 ou & = —1, encontramos as séries > n* ou > nF(—1)". Estas séries
sao divergentes, pois os termos gerais destas séries s@o ilimitados (logo, divergentes). Dessa
forma, > nkz™ converge absolutamente no intervalo (—1,1) e diverge para os valores de x

que satisfazem |x| > 1. O

Auto-Avaliacao

Sou capaz de determinar, utilizando os testes de convergeéncia, se uma série é convergente?
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Proxima Aula

Caro leitor, na préxima aula, estudaremos o conjunto dos niimeros reais de uma forma

mais minuciosa. Apresentaremos um trabalho sobre a topologia usual em R.
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