Capitulo 4

Quarta Aula: Topologia dos Niimeros

Reais

Meta

Definir o que s@o pontos interior, aderente, de acumulacao e de fronteira. Além disso,

determinar quais conjuntos sao compactos em R.

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno deverd ser capaz de caracterizar conjuntos abertos, fechados

e compactos em R.

Pré-requisitos

Aula 3, Fundamentos da Matemaética e Calculo II.
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112 CAPITULO 4. QUARTA AULA: TOPOLOGIA DOS NUMEROS REAIS

4.1 Introducao

Nesta aula, discutiremos a topologia usual do conjunto dos nimeros reais. Dentro desse
contexto, trabalharemos com alguns conjuntos que possuem caracteristicas especiais. Entre
esses destacamos: os conjuntos denominados abertos, fechados e compactos. Os contetidos
encontrados aqui serao demonstrados e exemplificados, na maioria dos casos, com os resul-

tados estabelecidos na aula 2.

4.2 Conjuntos Abertos

Nesta se¢ao, definiremos alguns subconjuntos de R denominados abertos. Mostrare-
mos alguns exemplos para um melhor entendimento do leitor, e por fim, exibiremos alguns

resultados que caracterizam tais conjuntos.

Defini¢ao 4.1 (Ponto Interior). Seja X C R. Dizemos que x € R é ponto interior a X, e

escrevemos = € intX, se 3 & > 0 tal que (x —e,2 +¢) C X. O conjunto
intX = {x € R : 2 é ponto interior a X}

¢ chamado conjunto interior de X.

Obs 4.1. O nimero real positivo € depende somente de z, isto é, ¢ = ¢(x).

A seguir veremos que o interior de qualquer conjunto formado por nimeros reais esta

contido no préprio conjunto.

Obs 4.2. Observe que intX C X,V X C R. De fato, considere X # ) e seja x € intX,
entao 4 ¢ > 0 tal que
r€(r—er+e) CX.
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Portanto, z € X. Ou seja, intX C X. Agora, seja X = (). Suponha, por absurdo, que existe
x € intd). Dessa forma, 3 € > 0 tal que

r€(r—ex+e) 0.
Absurdo! Por fim,

inth =0 C 0.

Obs 4.3. Se X C Y C R, entao intX C intY. Com efeito, dado = € int X, temos que existe
e > 0 tal que
(x —e,x+¢) CX.

Por outro lado X C Y. Consequentemente,
(x—e,x+e)CY.

Dessa forma, € intY. Ou seja intX C intY.

Nos dois exemplos abaixo estabeleceremos alguns pontos interiores e nao-interiores de

intervalos de R.

Exemplo 4.1. Seja z € (a,b). Note que z € int(a,b). De fato, seja

€ = min r-ab-w >0
- 2 7 2 '

L0g07 (x —&T+ E) - (a’v b)

Analogamente, prova-se que qualquer ponto de (a,00),(—00,b), (—00,00) = R é ponto

interior.

Exemplo 4.2. O ponto a nao é interior a [a, b], pois V ¢ > 0 temos que (a—¢,a+¢) ¢ [a,b].
De fato, pelo Teorema 1.6, existe
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re€(a—ea)C(a—ea+e)

racional. Com isso, z < a. Isto é z & [a,b]. Isto nos diz que a ¢ int [a,b]. Analogamente,

prova-se que b & int [a, b]. Como (a,b) C [a, b], entdo
(a,b) = int(a,b) C int[a,b] C [a, b].
Mas, a,b ¢ int [a,b]. Portanto,
(a,b) C int[a,b] C (a,b).
Ou seja, intla, b] = (a,b). Analogamente,

int[a, 00) = (a, 00), int(—o0, b] = (—o0, b).

Abaixo daremos exemplos de conjuntos nao-vazios que tém interiores vazios.

Exemplo 4.3 (Interior de Q). Afirmamos que intQ = (). Suponha, por absurdo, que existe
x € intQ. Logo, existe € > 0 tal que

(x—e,x+e) CQ.

Mas, usando o Teorema 1.6, existem irracionais em (x — €,z + ¢), contradi¢ao! Entao,
intQ = (. Analogamente, int(R\Q) = ()

Definicao 4.2 (Conjunto Aberto). Seja X C R. O conjunto X ¢ dito aberto em R se
intX = X.

Obs 4.4. Como intX C X,V X C R, entao para provar que um conjunto X é aberto, basta

provar que X C intX. Ou seja, que todo ponto do conjunto é interior a este.

Exemplo 4.4. Vimos no Exemplo 4.1 que (a,b), (a,00), (—00,b) e (—00,00) = R sao

exemplos de conjuntos abertos em R. O conjunto () é aberto, pois int() = ().
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Exemplo 4.5. O Exemplo 4.2 nos garante que os conjuntos [a, b, [a,c0), (—o0, b] ndo sdo
abertos.
O exemplo a seguir nos diz que o interior de qualquer conjunto é aberto.

Exemplo 4.6. Seja X C R, entao intX é aberto, isto é,
int(intX) = intX.
Seja x € int X, entao existe € > 0 tal que
(x—e,x+¢e) CX.

Com isso,

(x —e,x+¢)=int(x —e,x+¢) CintX,
ver observagao 4.3. Ou seja, « € int(int.X). Dessa forma, intX C int(intX). Isto é, intX é
aberto.
Vejamos quais intersecoes e unioes de conjuntos abertos sao abertos.

Teorema 4.1 (Uniao e Intersecao de Abertos). As sequintes afirmagoes sao vdlidas:

i) A intersecao finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto;
ii) A wuniao arbitrdria de conjuntos abertos € um conjunto aberto.
Demonstracao. i) Sejam X; e X conjuntos abertos. Vamos provar que X; N Xy é um
conjunto aberto. Seja z € X; N X5, entao z € X; e v € Xy. Portanto, existem e, > 0

tais que
(x—ep,r+e1) CXye(z—eg,x+e) CXo.

Seja € = min{ey, 9} > 0. Dessa forma,
(x—e,x4+¢e)C(r—e,x+e1),(r— g,z + e9).

Consequentemente,
(l’ —S,l"l—f‘:) Q X17X2.
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Assim,
(1’-5,&7-‘-5) - leXg.

Isto nos diz que z € int(X; N X3). Ou seja, X7 N X, é aberto. A prova do caso geral segue

por inducao sobre a quantidade de abertos.

ii) Seja (X))rea uma familia qualquer de abertos. Vamos provar que X = Uycp X é aberto.
Seja x € X. Portanto, existe Ao € A tal que x € X,,,. Como X, é aberto, entao existe ¢ > 0
tal que

(x—e,x+¢)C X, CX.

Assim, z € intX. Ou seja, X é aberto. ]

Obs 4.5. Nao podemos afirmar que a intersecao qualquer de conjuntos abertos ¢ um conjunto

11
Xo=(-3.5) Wnen

n n

aberto. Por exemplo, seja

Sabemos que X,, é aberto, para cada n € N. E facil ver que
mneNXn - {0}

Porém, {0} nao é aberto. Suponha, por absurdo, que int{0} = {0}. Assim, existe ¢ > 0 tal
que

(—e,e) =(0—¢,0+¢) C {0}.

Mas, usando o Teorema 1.6, existe um irracional em (—¢,¢). Dai, (—e,e) € {0}. Logo, {0}

nao ¢é aberto.

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que Z nao é aberto.
2. Mostre que CN = {z € R : = & N} é aberto.

3. Seja X CR. SejaY =UA, onde A C X é aberto. Mostre que Y é aberto. Mostre que,
reY & e intX.
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4.3 Conjuntos Fechados

Nesta secao, definiremos pontos aderentes e, a partir destes, classificaremos alguns sub-
conjuntos como fechados em R. Para terminar, exibiremos alguns resultados provenientes

da definicao de tais colegoes.
Definicao 4.3 (Ponto Aderente). Seja X C R. Dizemos que z € R é ponto aderente a X
se existe uma sequéncia (z,) C X tal que limz,, = x.

Exibiremos, abaixo, alguns exemplos de pontos aderentes e nao-aderentes a alguns con-

juntos.

Exemplo 4.7. Todo ponto z € X é ponto aderente a X. De fato, considere a sequéncia
constante

r,=x € X,VneN,

ver Exemplo 2.4. Assim sendo, lim z,, = x. Portanto, x é aderente a X.
Exemplo 4.8. Observe que 0 ¢ aderente a X = {1/n:n € N}, pois (1/n) € X e lim+ = 0.

Exemplo 4.9. O ponto a é aderente a (a,b). Com efeito, a sequéncia (a + 1/n) para n

suficientemente grande esté contida em (a,b) e lim (a + 1) = a.

Analogamente, b é aderente a (a,b). Analogamente, prova-se que a e b sao aderentes a (a, b],
[a,b),[a,b], (a,00),[a,0), (—o0,b),(—00,b]. Observe que, se (z,) C (a,b) é uma sequéncia
convergente, entao

a<xz,<bVneN=a<limz, <D

Ou seja, se x é aderente a (a,b), entdo = € [a,b]. Dessa forma, b + 1 nao é aderente a
(a,b). Analogamente, se x é aderente a (a,00), [a,00) entao x € [a,00). E se z é aderente a

(—00,b), (—00,b] entdao x € (—o0, b].
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Exemplo 4.10. Seja X C R um conjunto nao-vazio, limitado inferiormente. Entao, inf X

¢ um ponto aderente de X. De fato, dado n € N existe (z,,) C X tal que
) . 1
infX <z, <inf X + —,
n

ver Definigao 1.12. Usando o Teorema do Sanduiche, temos que lim z,, = inf X (ver Exemplo
2.5). Ou seja, inf X é aderente a X. Analogamente, sup X é aderente a X, caso X seja nao-

vazio e limitado superiormente.

Definicao 4.4 (Fecho). Seja X C R. Chamamos o conjunto
X ={z € R: z é ponto aderente a X}

de fecho do conjunto X.

Obs 4.6. Segue da Definicdo 4.4 que se X C Y C R, entdo X C Y. De fato, seja z € X,
entao existe

(x,) C X tal que limz,, = x;
Por outro lado, X C Y. Assim sendo,

(x,) CY tal que limz, = x.

Portanto, z € Y.

Qualquer conjunto esta contido no proéprio fecho. Veja a explicagao para este fato a

Seguir.
Exemplo 4.11. O Exemplo 4.7 nos permite concluir que X C X,V X C R.

Exemplo 4.12. Note que 0 € {% 'n e N}, ver Exemplo 4.8.

O exemplo abaixo nos diz que para encontrar o fecho de um intervalo basta acrescentar

0s extremos a este, caso existam e nao estejam em tais conjuntos.

Exemplo 4.13. O Exemplo 4.9 nos garante que

(a,b) = (a,b] = [a,b) = [a,b] = [a,b].
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Além disso,

(a,00) = la,0) = [a,0) e (—00,b) = (—o0, b = (—o0, b].

O infimo e o supremo de um conjunto nao-vazio e limitado pertencem ao fecho deste.

Exemplo 4.14. Se X é um conjunto nao-vazio e limitado, entdo inf X,sup X € X, ver
Exemplo 4.10.

Defini¢ao 4.5 (Conjunto Fechado). Dizemos que X C R é um conjunto fechado em R se
X=X.

Obs 4.7. Vimos que X C X,V X C R. Assim para provar que X é fechado basta mostrar
que X C X.

Exemplo 4.15. Os conjuntos [a,b] e {1/n:n € N} U{0} sdo fechados.
Exemplo 4.16. (a,b),(a,b],[a,b), (a,00),(—00,b) sdo exemplos de conjuntos nao-fechados
(ver Exemplo 4.13).

Uma outra maneira de caracterizar ponto aderente esta enunciada no seguinte resultado.
Teorema 4.2 (Caracterizagio do Fecho). z € X < dado ¢ = e(z) > 0, é verdade que

XN(z—e,x+e)#0D.

Demonstra¢do. =) Suponha que z € X. Entdo existe (x,) C X tal que limz, = z. Com
isso, dado £ > 0,
3N eNtal que zy € (r — e,z +¢).

Mas, zn € X, pois (z,,) € X. Portanto,
ry €EXN(r—e,x+e¢),
ou seja, X N (x —¢e,x +¢) # 0.

<) Dado n € N, tem-se que
1 1
XN (a:——,:c+—> # 0,
n n
isto é,

1 1
Ela:neXﬂ(x——,:c—i——),
n

n
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ou seja,
1 1
I (z,) CX, comz—— <z, <T+ —.
n n

Usando o Teorema do Sanduiche, concluimos que limz,, = x (ver Exemplo 2.5). Dessa

forma, x € X. ]

Vejamos exemplos de conjuntos cujo fecho é o conjunto dos ntimeros reais.

Exemplo 4.17 (Fecho de Q). E verdade que Q = R\Q = R. De fato, dados z € Ree >0

sabemos, pelo Teorema 1.6, que
(x—ec,x+e)NQ#De (x—e,x+¢)N(R\Q) # 0.

Logo, = € Q,R\Q. Ou seja, Q = R\Q = R.

O resultado a seguir nos mostra uma maneira de relacionarmos as defini¢oes de conjuntos

abertos e fechados.

Teorema 4.3. X C R € fechado < CX € aberto, onde CX = R\X € o conjunto comple-

mentar de X em R.

Demonstra¢io. =) Suponha que X é fechado, isto é, X = X. Vamos provar que CX é
aberto. Seja x € CX. Logo, + ¢ X. Consequentemente, x ¢ X. Usando o Teorema 4.2,
existe € > 0 tal que

XN(x—ez+e) =0,

ou seja,
(x —e,x+¢e) CCX.

Dessa forma, x € int(CX). Por fim, CX C int(CX). Isto nos diz que, CX ¢é aberto.

<) Agora, considere que CX é aberto, isto é, int(CX) = CX. Seja z € X. Vamos pro-

var que = € X. Utilizando o Teorema 4.2, temos que, dado € > 0 tem-se
XN(x—e,x+e)#0D.

Portanto,
(x—e,x+¢e) L CX.
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Entdo, z ¢ int(CX) = CX. Logo, z € X. Com isso, X C X. Ou seja, X é fechado. O

No exemmplo abaixo, veremos dois exemplos de conjuntos abertos e fechados simultanea-

mente.

Exemplo 4.18. Vimos que R e () sao abertos. Logo, ) = CR e R = Cf) sao fechados. Isto

nos mostra que aberto e fechado nao sao caracterizagoes excludentes.

Proposicao 4.1. Efato que
CX =int(CX),V X CR.

Em particular, X ¢ fechado.

Demonstragcao. Usando o Teorema 4.2, temos que
1eECXergXeIe>0: XN(r—cr+e)=0& (r—c,2+¢) CCX & 2 € int(CX).

Assim sendo, pelo exemplo 4.6, CX = int(CX) é aberto. Utilizando o Teorema 4.3, X ¢
fechado, isto é, X = X. O

Teorema 4.4. As sequintes afirmacoes sao vdlidas:

i) A wniao finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado;

ii) A intersecdo qualquer de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Demonstragao. i) Sejam X, X, fechados. Entao X = X; U X, é fechado. De fato,
CX =C(X;UXy)=CX;NCXs.
Como X; e X5 sao fechados, entao
CX: e CX, sao abertos,

pelo Teorema 4.3. Vimos no Teorema 4.1 que CX; NCXy é aberto. Portanto, CX é aberto.
Novamente usando o Teorema 4.3, concluimos que X é fechado. O caso geral segue por

inducao sobre o nimero de fechados.
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ii) Seja (X, )yer uma familia qualquer de conjuntos fechados. Seja X = N,erX,. Portanto,
CX =C(MyerX,) = Uyer(CX,).

Como cada X, é fechado, entao, pelo Teorema 4.3, CX, é aberto. Usando o Teorema 4.1,
concluimos que U,er(CX,) é aberto. Ou seja, CX é aberto. Ou equivalentemente, X é

fechado, pelo Teorema 4.1. O

Obs 4.8. Observe que a uniao qualquer de fechados nao, necessariamente, é fechado. De

fato,
(0, ].) = Uxe(gjl){x}.

Veja que
C{z} = (—o0,2) U (z,00).

Logo, C{z} é aberto (ver Teorema 4.1). Entao, {z} é fechado. Porém (0, 1) nao é fechado.

Ou seja, temos uma uniao de fechados que nao ¢é fechado.

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que N é fechado.
2. Mostre que X = {1/n : n € N} nao ¢ fechado.

3. Seja X CR. Seja Y =NA, onde A O X ¢é fechado. Entao Y é fechado.

4.4 Conjuntos Conexos

Vamos inserir pré-requisitos para podermos provar que os Unicos conjuntos que sao abertos

e fechados em R sao () e R. Primeiramente, estabeleceremos a seguinte definicao.

Defini¢ao 4.6 (Cisao). Dizemos que (X]Y) é uma cisao do conjunto A C R se

A=XUYeXNY=XNY =0.
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Obs 4.9. A cisao (A|0) é denominada cisao trivial de A C R.
Exemplo 4.19. Seja X = R\{0}. ((—00,0)[(0,00)) é uma cisao para X. De fato,

X = (—00,0) U (0,00)

e também

(—00,0) N (0,00) = (—00,0] N (0,00) = 0.

Além disso,

(—00,0) N (0,00) = (—00,0) N [0,00) = 0.

Exemplo 4.20. Seja X = [1,3]. ([1,2]|(2,3]) ndo é uma cisao de X. Com efeito,

2¢1,2]n(2 3],

ou seja

1,2] N (2,3] # 0.

Isto mostra a afirmacao.

Teorema 4.5. Qualquer intervalo em R ndo-degenerado admite somente a cisao trivial.

Demonstragao. Seja I C R um intervalo nao-degenerado. Suponha, por absurdo, que (X|Y)

¢ uma cisao nao-trivial de I, i.e,
I=XUY, XNY=XNnY =90

e X,Y sdo ndo-vazios. Sejam x € X ey € Y. Logo, [z,5] CI. Como X C X eY C Y,
entdo X NY = (). Dessa forma, € Y e y & X. Seja

Tty
a =

I =XUY.
26 U
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Se a €Y, entdo faca vy =z € X e y; = a € Y. Logo, [z1,y1] C [z,y]. Se a € X, entao faga

r1=a€ X ey =y €Y. Logo, [z1,y1] C [z,y]. De qualquer maneira

2

x
Y1 — T = 1€ Xey €Y.

Indutivamente, suponha que

I 2 [xvy] 2 [‘Thyl] 2 2 [«rn,yn];

onde
y—x .
yi—xi:T, rv,eXey eV, Vi=1,2..n.
Seja
anﬂzx";ry” el=XUY.

Se a1 € X, entao faga x,11 = a1 € X € ypi1 = yn € Y. Logo,

[anrla ynJrl] g [xna yn]

Se a,y1 € Y, entao faca

Tpt1 =Tp € X € Ypy1 = Apy1 €Y.
Logo, [Tn+1, Ynt1] C [T, yn]. De qualquer maneira

Yn — X Yy—x
Yn+1 — T+l = n 5 n: 2n+1 , :Bn+1€Xeyn+1€Y

Consequentemente,
I 2 [$ay] 2 [xlvyl] 2 2 [mnvyn] 2 23)
onde
Yy—2x
2n

Usando o Teorema dos Intervalos Encaixados,

Yn — Ty = s, € Xey, €Y, VneN.

mnEN[xm yn] 7£ ®7
ou seja, 3 b € Npen|[Tn, Yn), isto &,

T, <b<y,VneN(bel).
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Mas, (z,),(yn) C [z,y]. Logo, (z,) e (y,) sao limitadas. Pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass, passando a uma subsequéncia, se necessario, lim z,, e limy,, existem. Por outro

lado,

limy, — limz, = lim(y, — x,) = lim yz_nx = (y — z)lim o= 0,

pois lim 2" = oco. Portanto, lim z,, = limy,,. Com isso, pelo Teorema do Sanduiche,

limz, <b<limy, = limz,.

Dessa forma, b = limz, = limy,. Assim sendo, b € X,Y. Por fim, b € X e b € Y, pois
XNY =XNY =0. Logo, b ¢ I. Absurdo! O

Vejamos agora como provar que nao existe outro subconjunto de R aberto e fechado
simultaneamente, a menos do vazio e de R.
Corolario 4.6. R ¢ () sdo os unicos conjuntos que sao abertos e fechados em R.

Demonstracao. Suponha que X C R é um conjunto aberto e fechado em R. Vamos provar
que X = R ou X = (). De fato, sabemos que R = X UCX. Além disso,

XNCX=XNCX=XNCX =0,

pois X e CX sao fechados (ver Teorema 4.3). Logo, (X|CX) é uma cisao de R. Porém
R = (—o00,00) é um intervalo nao-degenerado. Assim, pelo Teorema 4.5, (X|CX) é uma
cisao trivial. Ou seja, X = R ou X = 0. O

A partir da definicao de cis@ao, estamos aptos a definir conjuntos conexos em R.

Defini¢ao 4.7 (Conjuntos Conexos). Dizemos que X C R é um conjunto conexo se X sé

admite a cisao trivial. Caso contrario, X é dito desconexo.
Exemplo 4.21. Vimos no Exemplo 4.19 que R\{0} é um conjunto desconexo.
Exemplo 4.22. Vimos no Teorema 4.5 que todo intervalo nao-degenerado é um conjunto

conexo.

A pergunta que surge, neste momento, é a seguinte: a reciproca da afirmac¢ao acima é

verdadeira? A resposta é afirmativa e esta enunciada no préximo resultado.
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Teorema 4.7. Todo subconjunto conexo de R é um intervalo.

Demonstragao. Seja X C R um conjunto conexo. Suponha que X nao é um intervalo. Logo,

existem a < y < b tais que a,b € X e y ¢ X. Sejam
A= (-o0,y)NXeB=(y,o00)NX.

Logo,
ANB=0, AUB=X, ANBC (—o0,y]N(y,o0) = 0.

Além disso,
ANB C (—o0,y) N y,00) = 0.

Note que a € A e b € B. Assim sendo, (A|B) é uma cisao nao-trivial de X. Isto é uma

contradicao, pois X é conexo. Deste modo, X é um intervalo. O

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que a uniao de conjuntos conexos que contém um ponto em comum é um conjunto

conexo.

2. Prove que: A fim de que X C R seja conexo, é necessario e suficiente que, para quaisquer

a,b € X, exista um conjunto conexo Cy, com a,b € Cy, C X.
3. Sejam X CY C X C R. Mostre que se X é conexo, entdo Y também é.

4. Mostre que o fecho de um conjunto conexo em R é conexo.

4.5 Conjunto Fronteira

Nesta secao, estamos interessados em definir e exemplificar os pontos de fronteira de
subconjuntos de R. Além disso, mostraremos outras caracterizagoes que classificam conjuntos

abertos e fechados, utilizando a definicao de fronteira.
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Defini¢ao 4.8 (Fronteira). Seja X C R. Dizemos que x € R é ponto de fronteira de X se
Ve > 0, tem-se que

(x—e,x+e)NX #£Pe(x—c,x+e)NCX #0.

O conjunto
FrX = {2z € R:z é ponto de fronteira de X}

¢ denominado conjunto fronteria de X em R.

Obs 4.10. Seguindo a Definigao 4.8, concluimos que FrX = Fr(CX).

Exemplo 4.23. Dado z € R, temos que
(r—e,x+e)NQ#De (z—c,x+¢e)N(R\Q) # 0,
basta utilizar o Teorema 1.6. Assim, x € R é ponto de fronteira de Q e de R\Q. Portanto,
FrQ = Fr(R\Q) = R.

Exemplo 4.24. Usando novamente o Teorema 1.6, temos que a,b € R sao pontos de fron-
teira de (a,b), [a,b), [a,b], a € R é ponto de fronteira de (a,0), [a,00) e b € R é ponto de

fronteira de (—o0,b) e (—o0,b]. Agora, se
a<r<b y<aeb<z,
entao existem

e=min{(b—1x)/2,(r —a)/2} >0, d=(a—y)/2>0e A= (2—0)/2



128 CAPITULO 4. QUARTA AULA: TOPOLOGIA DOS NUMEROS REAIS
tais que
(x—e,x4+e)NC(a,b) =0,y — 0,y +)N(a,b) =0 e (z— X\ z+ )N (a,b) =0.

Portanto,
Fr(a,b) = Frla,b) = Fr(a,b] = {a, b}.

Analogamente,

Fr(a,00) = Frla, 00) = {a} e Fr(—o0,b) = Fr(—o0, b] = {b}.

Vejamos uma outra maneira de caracterizar conjuntos fechados em R.

Proposicao 4.2. X CR € fechado < FrX C X.

Demonstra¢do. =) Suponha que X é fechado, isto é, X = X. Seja x € FrX, dai V e > 0,
tem-se que
(x—eg,x+e)NX #£0.

Usando o Teorema 4.2, temos que z € X = X. Daif, FrX C X.

<) Reciprocamente, considere que FrX C X. Seja x € X. Novamente utilizando o Te-

orema 4.2, sabemos que V € > 0, tem-se
(x—c,x+e)NX #0.
Suponha que z € CX. Logo,
re€(x—e,x+e)NCX #£0.

Consequentemente, € FrX C X. Ou seja, x € X, mas x € CX. Contradi¢ao! Dal,
r ¢ CX,isto é, z € X. Por fim, X C X. Ou seja, X é fechado. ]

Exemplo 4.25. Usando o Exemplo 4.24 e a Proposicao 4.2, vemos de uma outra maneira

que (0,1) ndo ¢ fechado, ja que Fr(0,1) = {0,1} € (0,1).

Uma outra maneira de verificar se um conjunto é aberto em R estd descrita no seguinte

resultado.
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Proposicao 4.3. A C R € aberto & AN FrA = ().

Demonstracao. De fato, usando a Proposicao 4.2 e o Teorema 4.2, concluimos que

A CR éaberto < CA é fechado < FrA = Fr(CA) CCA< FrAN A= 0.

Exemplo 4.26. Seja A = (0,1]. Entao FrA = {0, 1}. Portanto,
ANFrA=(0,1]Nn{0,1} = {1} # 0.

Pela Proposicao 4.3, temos que A nao é aberto.

Exercicios de Fixacao

1. Encontre os seguintes conjuntos FrN, FrZ, Fr{1/n : n € N}, FrR e Fr{.

4.6 Pontos de Acumulacao e Conjuntos Discretos

Agora estamos interessados em definir pontos de acumulacao de subconjuntos de R,
discutir exemplos de conjuntos discretos e demonstrar o famoso Teorema de Bolzano que

estabelece hipoteses para a existéncia de pontos de acumulacao.

Definigao 4.9 (Ponto de Acumulacao). Seja X C R. Dizemos que x € R é ponto de
acumulagao de X se 3 (x,) C X\{z} tal que limz,, = z.

Obs 4.11. O conjunto dos pontos de acumulacao de X sera denotado por X', isto é,
X' ={z € R:z é ponto de acumulagao de X }.

Obs 4.12. Segue diretamente das definicoes 4.9 e 4.4 que X’ C X.

Exemplo 4.27. 0 € X', onde X = {1/n : n € N}. De fato, a sequéncia (1/n) C X\{0}

satisfaz lim% = 0.
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A seguir expomos um resultado que informa uma outra maneira de definirmos ponto de

acumulagao.

Teorema 4.8 (Caracterizagao de Ponto de Acumulagao). Sejam z € R e X C R. Entao,

re X' & dadoe >0, tem-se que (X\{z})N(z —e,2+¢) # 0.

Demonstra¢ao. =) Suponha que z € X’. Entéo existe (z,) C X\{z} tal que limz, = z.

Dessa forma, dado € > 0,
dNeNtal que zy € (x —e,x +¢€),

mas zy € X\{z}. Logo,
(X\{z})N(z—e,24+¢) #0.

<) Seja n € N. Por hipétese, tem-se que

M) (2= ot ) 0.

n n
ou seja,

Jz, € (X\{z})N ! + !

Ty T rT——,x+—,
n n

isto é,

(x,) € X\{x} L <z, <z+ !

x,) C rter—— <z, <T+ —.

n n

Pelo Teorema do Sanduiche, lim x,, = = (ver Exemplo 2.5). Portanto, z € X’. ]

Exemplo 4.28. Seja Z o conjunto dos numeros interiros. Dado z € Z, temos que z & Z/'.

Com efeito,

@A (1,24 1) =D,
Assim, o Teorema 4.8 confirma a afirmagao.

Obs 4.13. Observe que
re X\{z} & Ve>0, temse que (X\{z})N(x —c,24+¢)#0 & xe X,

ou seja, € X\{z} & = € X’. Basta usar os Teoramas 4.2 e 4.8.
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Exemplo 4.29. Usando a Observagao 4.13, temos que 0 € [0,1)’, pois, 0 € [0,1] = (0, 1).

Precisaremos da definicao abaixo para podermos classificar quais conjuntos sao denomi-

nados discretos.

Defini¢ao 4.10 (Ponto Isolado). Seja X C R. Dizemos que z € X é um ponto isolado de

X, se este nao é ponto de acumulacao de X.
Obs 4.14. Note que para que x seja ponto isolado de X é necessario que x € X.

Obs 4.15. Veja que z ¢é ponto isolado de X < existe e > 0 tal que X N (z —¢,2+¢) = {z}.

Exemplo 4.30. Vimos que qualquer ponto de Z é ponto isolado de Z.

Definicao 4.11 (Conjunto Discreto). Dizemos que X C R é um conjunto discreto se todos

os seus pontos sao isolados.
Exemplo 4.31. O conjunto dos ntimeros inteiros Z é discreto.

Exemplo 4.32. [0, 1) néo é discreto, ja que 0 € [0,1)".

O resultado a seguir, nos diz que todo conjunto limitado e infinito possui, no minimo,

um ponto de acumulagao.

Teorema 4.9 (Teorema de Bolzano). Seja X C R wum conjunto limitado e infinito. Entdo

X' £ 0.

Demonstracao. Como X é infinito, entao existe uma injegao f : N — X (ver livro [13]). Logo,
f:N—= f(N) C X ¢é uma bijegdo. Como N é enumerével, entao f(N) também é. Ou seja,
X possui o subconjunto f(N), o qual é enumerédvel. Digamos que f(N) = {zq, 22, ..., Ty, ... }.
Considere que estes elementos sao dois a dois distintos. Com isso, (z,) € X. Como X é
limitado, entao (z,) é uma sequéncia limitada. Passando a uma subseqgéncia, se necessario,
(x,) é uma sequéncia convergente (ver Teorema de Bolzano-Weierstrass), digamos lim z,, = .
Se um, e somente um, dos termos da sequéncia (x,,) é igual a z, entdao exclua este termo da
sequéncia para obter (z,,) C (X \{z}), com limx, = z. Logo = € X’. Por fim, X’ # (. O
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4.7 Pontos de Acumulagao Laterais

Para definirmos limites laterais (ver aula 5, segdo 5.4) precisaremos dos conceitos de
ponto de acumulagao a direita e a esquerda de um determinado subconjunto de R. Por isso,

definiremos tais numeros.

Definicao 4.12 (Ponto de Acumulagao a Direita e a Esquerda). Seja X C R. Dizemos que
y € R é ponto de acumulacao a direita (respectivamente, a esquerda) de X, e escrevemos
y € X' (respectivamente, y € X'), quando existe (z,) C X tal que, para todo n € N,

x, >y (respectivamente, x,, < y), e limx, = y.

Exemplo 4.33. Seja X = {1/n: n € N}. Vimos que,

liml/n=0,1/n>0el/ne X,VneN.

Logo, 0 € X',. Seja Y = (a,b), assim a € (a,b)’, e b € (a,b)’_, pois

lim<a+l> =ae lim<b—l> =b,
n n

1 1
a+—>a,b——<b
n n

com

1 1
a+—,b—— € (a,b),
n n
para n suficientemente grande. Analogamente,
a € [a,b]',[a,b),(a,b],[a, ), (a,00)
b€ [a,b]",|a,b),(a,b]_,(—00,b),(—o00,b].

Exemplo 4.34. 1 ¢ (0,1),, pois a direita de 1 nao existe elemento de (0, 1).
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Defini¢ao 4.13 (Ponto de Acumulagao Bilateral). Seja X C R. Dizemos que y € R é
ponto de acumulacdo bilateral de X, e escrevemos y € X/, se y é ponto de acumulagao a

direita e a esquerda de X.

Exemplo 4.35. Seja X = (0, 1), entdo 1/2 € X/, pois

i (LY L (L)
m(=-+—|==zelm|(=——| ==
Mlg™n) = 2°¢ 2 n) 2

Exemplo 4.36. Seja X = (0,1), entao 1 ¢ X', pois 1 ¢ X/,.

Vejamos uma outra maneira de definir ponto de acumulagao a direita.

Proposicao 4.4 (Caracterizacao de Ponto de Acumulagao a Direita). Seja X C R. Entdo
ye X, & dadoe >0, tem-se que X N (y,y +¢) # 0.

Demonstragdo. =) Se y € X', entdo existe (z,) € X, com z, >y, Vn € N, elimz, = y.

Dessa forma, dado € > 0, existe N € N, tal que

Como z,, >y, Vn € N, entao
z, € (y,y+¢€),¥n>N.

Em particular, zy € X N (y,y + ¢€), istoe é, X N (y,y +¢) # 0.

<) Suponha que dado € > 0, tem-se que X N (y,y + &) # (). Tome os seguintes valores
para € :
1

g ooy g oo

1
n

Wl =

1
Y 27
Assim, encontramos
1
ZEnGXm (y7y+_>a
n
ou seja,
1
Y<Tp <Y+ —.
n

Pelo Teorema do Sanduiche, lim z,, = y (ver Exemplo 2.5). Isto nos diz que y € X7, ]
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Obs 4.16. Analogamente ao que foi feito na Proposi¢ao 4.4, prova-se que y € X' &<
dado £ > 0, tem-se que X N (y —e,y) # 0.

Exemplo 4.37. Seja X = {1/n : n € N}. Observe que 0 ¢ X". De fato, (—1,0) N X = 0,
come=12>0.

Exercicios de Fixacao

1. Prove que y € X! (respectivamente, y € X' ) < 3 (z,) C (X\{y}) decrescente (respec-

tivamente, crescente) tal que limz,, = y.
2. Encontre os conjuntos N’ (a,b)’, (—oo, c]’, onde a < b.

3. Quais dos conjuntos N, Q e (R\Q) sao discretos.

4.8 Conjuntos Compactos

Neste momento, preocuparemo-nos em identicar os conjuntos que possuem duas carac-
terizagoes em comum, as de serem limitados e fechados ao mesmo tempo. A estes conjuntos
daremos o nome compactos em R. Relembraremos alguns conjuntos, ja citados neste mate-
rial, que satisfazem tais defini¢bes. Por fim, enunciaremos e demonstaremos o Teorema de

Cantor, o qual generaliza o Teorema dos Intervalos Encaixados.

Definicao 4.14 (Conjuntos Compactos). Dizemos que um conjunto X C R é compacto em
R se X ¢é fechado e limitado.

Exemplo 4.38. Vimos que [a, b] é fechado e limitado. Logo, [a,b] é compacto em R.

Exemplo 4.39. Os intervalos (a, b), [a, ), (a, b] sdo limitaodos, mas nao sao fechados. Assim,

(a,b),la,b), (a,b] ndo sdo compactos.

Exemplo 4.40. Veja que CZ = U,cz(z — 1,z + 1). Logo CZ é aberto, pelo Teorema 4.1.
Assim, usando o Teorema 4.3, Z é fechado. Mas, Z nao é limitado, pois N C Z e N ¢é ilimitado

(ver Teorema 1.2). Dessa forma, Z nao é compacto.
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O préximo Teorema nos mostra uma maneira equivalente de definir conjuntos compactos

em R.
Teorema 4.10 (Caracterizagao de Compacto). X C R € compacto < toda sequéncia em X

possui uma subsequéncia que converge para um ponto r € X.

Demonstracao. =) Seja X compacto. Seja (z,) € X. Como X ¢ limitado, entdo (z,) é
limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, (z,,) possui uma subsequéncia (z,,) € X

convergente. Digamos, klim T, = . Como X é fechado, entdo v € X = X.
— 00

<) Faremos a prova por contraposi¢ao. Suponha que X nao é compacto. Assim, X é

ilimitado ou nao-fechado. Considere que X é ilimitado. Assim, dado n € N, existe
z, € X tal que n < |z,].

Portanto, toda subsequéncia de (z,) é ilimitada. Usando o Teorema 2.3, toda subsequéncia

de (z,,) é divergente. Agora, se X néo é fechado entdo existe z € X tal que z & X. Ou seja,
3 (z,) € X tal que limz, =2 ¢ X.

Dessa forma, toda subsequéncia de (z,,) converge para z ¢ X (ver Teorema 2.2). ]
Exemplo 4.41. Se Y é compacto, entdo X = {z +y:x,y € Y} é compacto. De fato, Seja
(z,) € X. Entao existem (x,), (y,) C Y tais que

Zn = Tp + Yo,V n € N.

Como Y ¢ compacto, entao, usando o Teorema 4.10, temos que existem (2, ), (yn,) C Y

subsequéncias de (z,,), (y,), respectivamente, tais que

limz, =x€Y e lim =yeY.

Seja
Zny = Tny + Yn,, V k€N

Logo (zn,) ¢ subsequéncia de (z,) e

lim z,, = klim (Tn, +Yn,) =2 +y € X.
—00

k—o0
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Utilizando o Teorema 4.10, temos que X é compacto.

Vejamos uma generalizagao do Teorema dos Intervalos Encaixados.

Teorema 4.11 (Teorema de Cantor). Seja (X,)nen uma familia enumerdvel de compactos

em R nao-vazios. Se
LCX,C..CX,CX,.

Entao Npen X, # 0.

Demonstracao. Como X,, # (), entao existe x, € X,,, V n € N. Além disso,
Xn g le VneN.

Dessa forma, temos uma sequéncia (z,) contida no compacto X;. Com o Teorema 4.10,

concluimos que existe (Z,/)en Subsequéncia de (z,,) tal que

lim z,, =z € X;.
n'eN’

Como N’ ¢ infinito, entao dado n € N existe ng € N’ tal que ny > n. Consequentemente,
n +mng>ng>nvVneN,

por conseguinte,
Xoring € Xy € X,V 0’ € N.

Mas,

T}/lé%/ xn’-i—no - l"

ver Proposigao 2.1. Além disso,
(mn’Jrno)n’EN/ - Xn’+n0 - Xn-

Porém X,, é fechado, assim, z € X,, = X,,, V. n € N. Ou seja, Npen X, # 0. ]

Obs 4.17. Se a famila nao for formada por compactos o Teorema 4.11 é falso. Por exemplo,
vimos que a familia ((O, %))HGN ¢é formada por conjuntos limitados, mas nao-fechados. Além
disso, Nyen (O, %) = (). Outro exemplo é a famila ([n, 00)),en, a qual é formada por conjuntos

fechados ilimitados que satisfaz N,en(n, 00) = 0. (note que C([n, %0)) = (—oo,n) é aberto).
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Exercicios de Fixacao

1. O conjunto {1/n:n € N} U {0} é compacto?
2. Seja X € R um conjunto compacto nao-vazio. Mostre que inf X, sup X € X.

3. Seja X C R um conjunto compacto nao-vazio. Seja b € R. Prove que existe a € X tal
que |b—a| =sup{|b — x| : x € X}.

4. X C R um conjunto compacto. Seja ¥ C X um conjunto fechado. Mostre que Y é

compacto.

5. Sejam X,Y C R conjuntos compactos disjuntos e nao-vazios. Mostre que existem a € X
ebeY taisque 0 < |a—b =inf{lz —y|: 2z € X,y e Y}.

6. Dé exemplo de conjuntos X,Y C R fechados disjuntos tais que inf{|z —y| : z € X,y €
Y} =0.

4.9 Leitura Complementar: Caracterizacao de Con-

juntos Compactos

A Definicao 4.14 nao é a mais geral para caracterizacao de compactos, pois existe uma
teoria matematica sobre certos conjuntos denominados Espacos Topolégicos, na qual R é
um exemplo, onde conjunto compacto nao ¢ definido como sendo um conjunto fechado e
limitado. Este conceito estd formalmente colocado no préximo teorema. Entao por que
definimos compacto em R como conjunto fechado e limitado? A resposta para esta pergunta
é a seguinte: a Definicao 4.14 é equivalente ao conceito mais geral relatado acima e mais

simples de ser aplicada em R.

Defini¢ao 4.15 (Cobertura). Seja X C R. Uma familia (X))xea de subconjuntos de R é
dita uma cobertura de X se X C UyeaXy. A cobertura é dita cobertura aberta de X se
cada X, é um conjunto aberto de R. Se A é um conjunto finito, dizemos que (X,)xea é uma
cobertura finita de X.
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Defini¢ao 4.16 (Subcobertura). Seja (X))aea uma cobertura de X C R. Se A’ C A, entao

dizemos que (Xy/)yen ¢ um subcobertura de (X))xea se (Xy)yvea € uma cobertura de X.

Exemplo 4.42. A familia ((% 2))
VneN, e (0,1 CUpen(2,2).

ey € uma cobertura aberta de (0, 1], pois (%, 2) é aberto

Exemplo 4.43. Sejam
X7 =1(0,2/3), X5 =1(1/3,9/10) e X3 = (1/4,1).

Entao (X )neqi,2,33 ¢ uma cobertura aberta de X = [1/5,3/4], pois X; U X, U X5 = (0, 1).
(Xn)neq1,2y € uma subcobertura de (X;,)neq1,2,3), j& que X; U Xy = (0,9/10).

Vejamos uma outra maneira de definir conjunto compacto em R. Esta é a caracterizacao

que é dada a conjuntos compactos em Espacos Topoldgicos.

Teorema 4.12 (Teorema de Borel-Lebesgue). X C R € compacto < toda cobertura aberta

de X possui uma subcobertura finita.
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Demonstra¢ao. =) Primeiramente vamos provar a ida deste Teorema para o compacto X =
[a,b]. Seja (X)) uma cobertura de [a,b], isto é, X é aberto, V A, e [a,b] C UX,. Suponha,

por absurdo, que (X)) nao possui subcobertura finita. Observe que,

la,b] = {a,“;b] U {“;b,b].

Com isso, em um destes dois intervalos, descritos na uniao, (X,) nao possui subcobertura
finita. Denote este intervalo por [x1,:]. Note que, de qualquer forma
b—a

Y1 —x1 = .

2

Aplique este mesmo processo a [r1,y;]. Dessa forma, obtemos, indutivamente,
b—a
W CEn, Y] € S,y Casb] ey — 20 = Q—n,v neN.
Pelo Teorema 4.11, existe € Nyen[Tn, yn]. Por conseguinte,
z € [a,b] C UX,.
Assim sendo, 3 X tal que x € X. Como X, é aberto, entao existe € > 0 tal que
(x—e,x+¢) C Xy.
. € .
Seja § = 3 > (0. Com isso,
[t —0,x+0]C(r—ec,x+¢) C Xy.
Agora, seja n’ € N tal que n' > logQ(bfT“) (ver Teorema 1.2). Ou seja,
Ynt — Ty = ——— < 0.

Dessa forma,
T € [T, Yw] C [z —6,2+ 0] C Xy.

Assim, (X)) é uma subcobertura de (X)) formada por somente um elemento, pois

[T, Y] C [a, b] C UXy.
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Isto contradiz a suposigao. Portanto, (X,) admite subcobertura finita. Para o caso geral,
seja X um conjunto compacto, o qual possui uma cobertura (X,). Como X é limitado, entao

existem a, b € R tais que X C [a, b]. Consequentemente,
[a, b)) CR=XUCX C (UX,)UCX,

pois X C UX,. Como X ¢é fechado, entao pelo Teorema 4.3, CX é aberto. Por conseguinte,

(X),CX) é uma cobertura aberta de [a, b]. Pelo que foi feito acima,
X Q [a,,b] Q XM U... UX)\m UCX.

Por outro lado X NCX = 0. Assim, X C X, U...UX),. Ou seja (Xy,)ie(1,2,..m} € uma
subcobertura finita de (X}).

<) Reciprocamente, seja Y C X um conjunto que nao contém pontos de acumulagao em X,

ie,x € X = x €Y’ Vamos provar que Y é finito. Como z € Y’ para x € X, entao 3¢ > 0

tal que
(x—e,z4+e)N(Y\{z}) = 0.
Ou seja,
(x—c,x+e)NY =0, sex¢gYe(x—c,x+e)NY ={a}, sex €Y.
Note que,

X CUgex(z —e,2 +¢).

Dai, por hipdtese, existe n € N tal que
X CUL (; —e,x; +¢).
Interseptando com Y, temos que
Y =YNXCU [(z;i—e,2; +e)NY] C U™ {;},

onde m < n é natural. Isto nos garante que Y ¢é finito. Portanto, acabamos de provar que
se Y C X ¢ infinito entao Y contém ponto de acumulacao em X. Agora, vamos provar

que X ¢é compacto. Pelo Teorema 4.10, basta provar que toda sequéncia em X possui uma
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subsequéncia que converge para um ponto de X. Assim sendo, seja (z,) uma sequéncia em
X. SejaY = {x, : n € N} C X. SeY ¢ finito, entdo infinitos termos desta sequéncia
sao iguais. Estes termos formam uma subsequéncia constante, logo, X é compacto. Entao,
considere que Y ¢é infinito. Portanto, existe z € Y’ tal que x € X (ver Teroema 4.9). Dessa

forma, existe

Tp, € (x—Lz+1)N(Y\{z}) #0.

Suponha, por indugao, que estao definidos n; < ngy < ... < ng tais que
1 1 .
T, €Elx——x+=|NY\{z}) #0,Vi=12, .. k.
1 0

Como z € Y, entao existe ny,1 € N tal que

1 1
ny <ng < ... <N < Ngyp € Ty, € <x—k+1,x+k+1)ﬂ(Y\{x})5£®.

Logo,

1 1
ny<ng <..<ngp<..ex, € (:v—%,aﬂ—g)ﬁ(Y\{x})#(Z),Vk’GN.

Pelo Teorema do Sanduiche, klim Tn, =2 € X (ver Exemplo 2.5). Ou seja, X é compacto.
—00
O]

Exemplo 4.44. Vimos no Exemplo 4.42 que ((1/n,2)),eny é¢ uma cobertura aberta de (0, 1].

Esta cobertura nao possui subcobertura finita. De fato, suponha, por absurdo, que
(0,1 € (1/n1,2) U...U (1/ng, 2),
para algum k£ € N e ny < ny < ... < ng. Logo,

(0,1] € (1/n1,2) U ... U (1/ng, 2) = (1/m1, 2).

1
nk+1

Teorema de Borel-Lebesgue, temos que (0, 1] ndo é compacto em R.

Mas isto é um absurdo, pois ﬁ € (0,1] e ¢ (1/ng,2). Consequentemente, usando o
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Exercicios de Fixacao

1. Exiba uma cobertura aberta do intervalo (1, 2] que ndo possui subcobertura finita. Con-

clua que (1, 2] ndo é compacto.

2. Exiba uma cobertura aberta de N que nao possua subcobertura finita. Conclua que N

nao é compacto.

3. Exiba uma cobertura aberta de {1/n : n € N} que ndo possua subcobertura finita. Con-

clua que {1/n : n € N} néo é compacto.

4. Prove usando o Teorema 4.12 que se Y C X C R, onde Y ¢é fechado e X é compacto,

entao Y é compacto.

4.10 Conclusao

Caro leitor, ao final desta aula, é relevante ter em mente o quanto Topologia é essencial
em Matematica. Uma demonstracao deste fato estd ilustrada na dependéncia dos contetdos,
explicitados nas aulas seguintes, do que apredemos agora. E importante também estudar
em outras referéncias como os conceitos apresentados neste momento podem ser estendidos

para outros espagos denominados Espagos Topoldgicos (ver [15]).

4.11 Resumo

Nesta aula, apresentamos como verificar se um determinado conjunto, formado por nimeros
reais, é aberto, fechado ou compacto, utilizando os conceitos encontrados em teoria elemen-
tar de conjuntos, intervalos e principalmente, nos dois ultimos casos, a ideia de sequéncia
estabelecida na aula 2. Além disso, fizemos uma ligacao entre estes conteudos e estabelece-
mos caracterizacoes que nos possibilitam uma visao mais privilegiada de como se comportam

os pontos pertencentes a estes conjuntos.
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4.12 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Prove que int(X UY) D intXU intY,V X, Y C R. Sejam X = (0,1] e Y = [1,2). Mostre
que int(X UY) # int XU intY.

2. Prove que X = XUFrX.

3. Mostre que FrZ = Z e FrN= N.

4. Prove que X NY D XNY,V X, Y CR. Dé exemplo de conjuntos X,Y C R tais que
XNY #XNY.

5. Se ACR é abertoe A =X UY é uma cisao, prove que X e Y sao abertos.

6. Prove que X = X U X',V X C R. Conclua que X é fechado < X D X'.

7. Prove que X’ é um conjunto fechado, vV X C R.

8. Prove que a uniao finita e a intersecao arbitraria de conjuntos compactos é um conjunto

compacto.

9. Sejam X,Y conjuntos nao-vazios, com X compacto e Y fechado. Prove que existem
aeXebeYtaisquela—b <|zr—y,Vze X yeY.

10. Um conjunto compacto cujos pontos sao todos isolados é finito. Dé exemplo de um

conjunto X fechado e ilimitado e Y nao-fechado e limitado, cujos pontos sao todos isolados.

11. Seja X um conjunto compacto. Prove que os seguintes conjuntos também sao compactos:
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i) {z—y:a,ye X}

ii) {zy:z,y € X},

iii) {z/y: 2,y e X}, se0¢ X.

12. Seja X C R um conjunto aberto. Se y # 0, prove que yX = {yz : = € X} é aberto.

13. Sejam X, Y conjuntos abertos. Prove que X +Y e XY = {2y : z € X,y € Y} s@o

abertos.
14. Se X CY CR e Y é fechado, entdio X C Y.

15. Sejam X, Y conjuntos fechados disjuntos tais que I = X UY, onde I C R é um intervalo
fechado. Prove que X = oueY = 0.

16. Um conjunto X é aberto < X N YCXn Y, VY CR.

17. Sejam X compacto e Y aberto tais que X C Y. Mostre que existe ¢ > 0 tal que x € X,
ly—z|<e=>yeY.

18. (Teorema de Lindeldf) Seja X C R. Toda cobertura aberta de X possui uma subcober-

tura enumeravel.

4.13 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:
Ex1. Prove que int(X NY) = intXNint Y,V X, Y CR.

Demonstragao. Primeiramente, vamos provar a seguinte inclusao:

int(X NY) CintX NintY.
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De fato, seja z € int(X NY’). Portanto, existe € > 0 tal que
(z—e,z4+e)CXNY.
Como X NY C X.Y, entao
(z—g,z4+e)CXe(z—¢c,z+¢e)CY.

Dessa forma, z € intX e z € intY. Consequentemente, z € int XN intY. Logo, a inclusao
int(X NY) CintXNint Y estd provada. A inclusao reciproca, int(X NY) D intXN int Y,
¢é provada de maneira analoga. Ou seja, considere a € intXN int Y. Logo, a € intX e a €

int Y. Assim, existem ¢,,¢, > 0 tais que
(a—epa+e,) CXe(a—egyate,) CY.
Seja ¢ = min{e,, e, } > 0. Desta maneira,
(a—ec,a+e)C(a—epat+e,) CXe(a—e,a+e)C(a—egy,a+e,) CY.
Por conseguinte, (a —e,a+¢) C X NY. Ou seja, a € int(X NY). Por fim,
int(X NY) D intX NintY.

As duas inclusoes provadas resultam na igualdade desejada. O

Ex2. Prove que se FrX = (), entao X = () ou X = R.

Demonstracao. Se FrX = (), entao
XNEX =XnNn0=0.

Logo, pela Proposicao 4.3, X é aberto. Por outro lado, FrX = () C X. Portanto, com a
Proposicao 4.2, X é fechado. Consequentemente, X é aberto e fechado. Usando o Corolario
4.6, concluimos que X = () ou X = R. O

Ex3. Proveque XUY =X UY,V X,Y CR.
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Demonstracao. Usando o Exemplo 4.1, temos que

C(XUY)=CXNCY =int(CX)Nint(CY) = int(CXNCY) =int(C(X UY))=C(XUY).

Ou equivalentemente, X UY = X U Y. O
Ex4. Se A CR é fechadoe A = X UY é uma cisao, prove que X e Y sao fechados.

Demonstrag¢ao. Seja A um conjunto fechado. Seja (X]Y') uma cisdo de A. Ou seja,
A=XUY, XNY=XNnY =0.

Vamos provar que X é fechado. Seja # € X, entdo existe (z,) € X C A tal que limz,, = x.
Mas A é fechado, assim
reA=A=XUY,

ou seja, £ € X ou x € Y. Por outro lado, X NY =0, isto é, € Y, pois z € X. Com isso,
z € X. Isto nos diz que X C X. Portanto, X é fechado. Analogamente, prova-se que Y é
fechado. O

Ex5. Seja X C R um conjunto aberto. Seja y € R. Prove que o conjunto
y+ X ={y+z:2e€ X}
é aberto.

Demonstracao. Sejam X, um conjunto aberto, e a € y + X. Entao, existe x € X tal que
a=y+x. Comoz € X e X é aberto, existe ¢ > 0 tal que (x — e,z +¢) C X. Vamos provar
que

(a—e,a+¢) Cy+ X.

Considere que z € (a —e€,a+¢). Logo, a —e < z < a+e. Como a =y + x, entao
y+r—e<z<y+x+e.
Assim sendo, v —e < z —y < x + &. Dali,

z—y€(x—eax+e) CX,
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ou seja, z —y € X. Logo, existe c € X tal que z — y = ¢. Isto nos diz que,
z=y+cecy+X.

Dessa forma,
(a—e,a+¢e) Cy+ X.

Por fim, a € int(y + X). Portanto, y + X C int(y + X). Isto é, y + X é aberto. O

Ex6. Sejam K compacto e F' fechado, nao-vazios. Mostre que existem k € K e f € F tais
que [k —f|<|lzr—yl,Vee KeyeF.

Demonstracdo. Defina
d(K,F)=inf{|lz —y|:x € K,y € F}.

Este nimero real nao-negativo é chamado a distancia entre os conjuntos K e F'. Usando o

Exemplo 4.14, concluimos que

inf{lz —y|l:xe K,ye Fte{lr—y|:x € K,y € F}.
Assim sendo, existem (z,,) C K e (y,) C F tais que
lim |z, — y,| = d(K, F).
Como K é compacto, entdo, pelo Teorema 4.10, 3 (x,, ) subsequéncia de (z,) tal que
lim z, =Fke K.
k—o0
Por outro lado, utilizando o Teorema 2.2, temos que

lim |2, — yn,| = d(K, F).

Observe que

|ynk| - |ynk — Ty, + xnk| < |ynk - xnk| + |xnk|7

ou seja, (Yn,) ¢ limitada, pois, (Yn, — @n,) € (x,,) sdo limitadas (ver Teorema 2.3). Pelo
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Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe (yy,,,) subsequéncia de (y,, ) tal que
Jm y, =f€F=F

pois F' é fechado. Portanto,
k—f=lm z,, — lim g, = Loz, —y,].
Portanto,
|k—f| = klgrgomnk, —Yn, | =d(K,F)=inf{lr—y|: 2 € K,y F} <|v—y[,Vz € K,y € F.

]

Auto-Avaliacao

Sou capaz de determinar, se um subconjunto de R é aberto, fechado ou compacto?

Proxima Aula

Caro leitor, na proxima aula, estenderemos os resultados mais relevantes estudados na aula
2 sobre limites de sequéncias para uma funcao real qualquer sobre um conjunto formado por

nimeros reais, o qual nao necessariamente é o conjunto dos niimeros naturais.
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