Capitulo 5

Quinta Aula: Limites de Funcoes

Reais

Meta

Apresentar como verificar se o limite de uma funcao real existe ou nao. Além disso, definir

e exemplificar limites infinitos e no infinito.

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de identificar a existéncia de um limite e

calcula-lo, quando for possivel.

Pré-requisitos

Aula 4, Fundamentos da Matemética e Calculo II.
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5.1 Introducao

Nesta aula, aprenderemos como é possivel estender o conceito de limite de uma sequéncia
para funcoes reais sobre qualquer subconjunto formado também por nimeros reais. Lembre
que, uma sequéncia, nada mais é, que uma funcao real definida no conjunto dos nimeros
naturais, e que, além disso, o limite de uma sequéncia sempre é estudado quando n — co. A
pergunta que devemos fazer é: como generalizar tal condigao? A resposta para esta pergunta
estd na aula 4. Faremos a substituicao de oo por um ponto de acumulacao do dominio
da funcao a qual queremos estudar o limite, ja que tender a infinito é uma propriedade
semelhante a se aproximar de um ponto de acumulagao. Com a nova definicao de limite,
procuraremos estabelecer resultados analogos aos encontrados na aula 2, como, por exemplo,
o Teorema do Sanduiche. Definimos também limites laterais que estao diretamente relacio-
nados a pontos de acumulacao laterais, os quais estao definidos e exemplificados na aula

anterior. Para finalizar, estudaremos também os conceitos de limites no infinito e infinito.

5.2 Limites de Funcoes Reais e Exemplos

Nesta secao, estenderemos o conceito de limite de uma sequéncia. Prentendemos utilizar
a definicao de ponto de acumulagao. Caso o leitor esteja esquecido destes conceitos, reco-
mendamos que retorne e busque tais conhecimentos na aula 4 do nosso material. Por fim,
exibiremos teoremas de extrema relevancia para limites como, por exemplo, os Teorema do

Sanduiche e Permanéncia de Sinal.

Definigao 5.1 (Limite de Fungdes). Seja f: X — R uma fungao real, onde X C R. Seja
y € X'. Dizemos que [ € R é o limite de f(z) quando x tende a y, se dado £ > 0 existe § > 0
tal que para todo = € X que satisfaz 0 < |z — y| < J, tem-se |f(z) — ] < e.

Neste caso, escrevemos lim f(z) = .
T—Y
Obs 5.1. Observe que § depende somente de €, ou seja, 6 = (e).
Obs 5.2. Na Definigdo 5.1, 0 < |xr — y| < I significa dizer que z € (y — 6,y +0) e x # y.

Isto é, ndo importa o que ocorre no ponto y € X', interessa somente o que ocorre préoximo

a y. Além disso, y nao necessariamente esta em X.
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Obs 5.3. Segue diretamente da Definicao 5.1 que

lim f(2) =1 ¢ lim(f(2) 1) =0 & lim | f(2) ~ 1| = 0.

O préximo exemplo nos garante que o limite de uma constante é a prépria constante.

Exemplo 5.1 (Limite da Constante). Seja ¢ € R uma constante. Defina f : R — R por

f(x)=c,VxeR

Vamos verificar que lim f(z) = ¢. De fato, dado € > 0 considere § = ¢ > 0. Assim, para
Ty

todo z € R com 0 < |x — y| < &, temos que
|lf(z) —c|=]c—c|=0<e.

Logo, lim f(z) = c¢. Observe que o § acima poderia ser qualquer nimero positivo.
Y
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O exemplo abaixo nos mostra a importancia de entendermos o significado da palavra

tender na Definicao 5.1.

Exemplo 5.2. Vejamos como mostrar, através da Definicao 5.1, que lin%(:c2 + 4x) = 12.
T

Para este fim, considere que € é um nimero real positivo. Note, primeiramente, que
|2% + 42 — 12| = |(x — 2)(x + 6)| = |z — 2||z + 6]
Desejamos provar que |22 + 4x — 12| < €, ou seja,
|z —2|jz + 6| <e, (5.1)

sempre que |z — 2| < § (aqui 6 é um numero positivo ao qual devemos encontrar). Assim
sendo, o termo que dificulta a determinacao de § é |z+6|. Caso esta expressao nao estivesse na
desigualdade (5.1), poderfamos escolher § = e. Dessa forma, para J suficientemente pequeno,
verificaremos que é possivel determinar uma constante C' > 0 tal que |z + 6] < C, sempre

que |z — 2| < 4. Com efeito, seja § € (0,1). Com isso,
lz—2/<i<l=-1<2-2<1=-148<2-24+8<14+8=7<zr+6<9

= -9<2r+6<9=|r+6]<9.

Deste modo, basta tomar C' = 9. E importante ressaltar que a existéncia deste C' deve-

se ao fato de estarmos tendendo a 2. Portanto, se |x — 2| < §, tem-se que
2% + 4z — 12| = |(z — 2)(z + 6)| = |z — 2||z + 6] < 9]z — 2| < 94.
Por fim, para 0 < 6 < min{1,£/9} e |x — 2| < J, encontramos
2 6
|z° + 4o — 12 <96<9§:6.
Isto nos diz que lin%(x2 +4z) = 12.
z—

Exemplo 5.3. Afirmamos que

1
lim — =0,
z—0 Inx

ver Definicao 10.1. Dado ¢ > 0, existe § = e~ > 0 tal que para todo x € (0,00) com
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x € (—0,0), tem-se x € (0,9), logo,
O<r<d=e =<l

Portanto, Inx <In1=0¢e

1
Inx < ln(e_é) =——.
5
Com isso, |Inz| = —Inz > % Consequentemente,
1 1 1
Inz ' Inz| |lnz| ©
ou seja,
) 1
lim — = 0.
z—0 Inx

O resultado a seguir nos informa, em palavras, que o limite de um moédulo é o médulo

do limite.

Proposigao 5.1. Se lim f(x) = [, entdo lim |f(x)| = |I|.
Ty

T—Y

Demonstragao. De fato, dado e > 0, existe & > 0 tal que paratodoz € X com 0 < |[x—y| < 4,

tem-se
Lf(@)] = [l < [f(z) = 1] <&,

ver Teorema 1.5. Logo, lim | f(x)| = |I]. O
Ty

A reciproca deste resultado é falsa. De fato, defina f: R — R por
f(z) =sgn(x),V z € R,

isto é,
flx)=1,sex>0e f(z)=—1, se x <O0.

f é denominada funcao sinal. E facil ver que
lim |f(z)| =lim1=1=|1],
z—0 z—0

mas liH(l) f(z) # 1, pois proximo a 0 é sempre possivel encontrar nimeros onde f assume o
T—r

valor —1.



156 CAPITULO 5. QUINTA AULA: LIMITES DE FUNCOES REAIS

Vejamos que é possivel fazermos uma substituicao de variavel para calcularmos um limite.

Proposigao 5.2. Sejam f: X - R ey € X'. Assim,

lim f(x) =1 & lim f(y +h) = .

z—y
Demonstra¢ao. Considere o conjunto
Y={heR:y+he X}
Como y € X', entao 3 (z,,) € X\{y} tal que limz,, = y. Seja
hp =z, —y € Y\{0},Vn € N.

Assim,

lim h,, = lim(z,, —y) =0,

ou seja, 0 € Y. Dessa forma, os limites acima fazem total sentido.

=) Se lim f(x) = [, entdo dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que para todo x € X com

Ty
0 < |z —y| < 4, conclui-se que

If(z) =] <e.

Assim, para 0 < |h| < ¢, temos que 0 < |y + h — y| < §. Consequentemente,
|fly+h) =1 <e,
ou seja, lim f(y +h) = 1.
h—0

<:) Reciprocamente, se
lim +h)=1

entao dado € > 0, existe § > 0 tal que para todo h € Y com 0 < |h| < 0, obtem-se
\fly+h)—1| <e.

Com isso, se z € X e 0 < |z — y| < §, temos que

[f(@) =l =fly+z—y) -1 <e,
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Isto é, lim f(z) = L. O

Ty
Exemplo 5.4. Seja f : X — R definida por f(z) = z, para todo x € X. Vamos mostrar
que

lim f(x + h) = f(2),

h—0
ou seja, }llli%(x + h) = x. De fato, dado € > 0, existe § = ¢ > 0 tal que para todo z + h € X
com 0 < |h| < 4§, tem-se
lt+h—z|=1]h| <0 =c¢,
isto é,
}1113(1)(96 +h) = 2.

Portanto, pela Proposi¢ao 5.2, lim z = y. Por fim, lim f(z) = f(y).
.’I?—)y

T—Y

Teorema 5.1. Sejam f,g: X - R ey € X'. Considere que

lim f(z) =1 e lim g(z) = m.

Sel < m, entao 3 6 > 0 tal que para todo x € X com 0 < |x —y| < §, obtem-se f(z) < g(x).

Demonstracao. Se | < m, entao € = mT— > 0. Portanto, € +1 =m —e. Como
lim f(z) =1le limg(z) =m,

T—Y T—Y

entao existem dy, 02 > 0 tais que para todo x € X com 0 < |z — y| < d;, encontra-se
|f(z) =1l <e
e para todo x € X com 0 < |z — y| < J2, chega-se a

lg(x) —m| < e.
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Considere ¢ = min{d;,d2} > 0. Com isso, usando a Observacao 1.12, para todo z € X com

0 < |z —y| <d < d1,09, temos que
flx) <e+l=m—e <g(z).

]

Obs 5.4. No Teorema 5.1, nada pode ser afirmado se [ < m. Por exemplo, sejam f,g: R —
R dadas por
fz)=zeg(x)=0,VzekR.

Assim, para todo § > 0, existem x; € (—4,0) e x5 € (0,0) tais que

f(z1) =21 <0=g(z1) e f(z2) = z2 > 0 = g(22).
Mesmo sendo, gl}g(l) f(z)=0¢ leir(l] g(xz)=0.

Corolario 5.2. Sejam f: X - R ey € X'. Se lim f(x) < m, entdo 3 6 > 0 tal que para
T—Y

todo x € X com 0 < |z —y| <9, conclui-se que f(x) < m.

Demonstracao. Seja g : X — R dada por
glx)=m,¥VzeX.

Entao,

lim f(z) < lim g(x) = m.

T—Y T—Y

Usando o Teorema 5.1, concluimos que 3 ¢ > 0 tal que para todo z € X com 0 < |x —y| < 9,
infere-se que f(x) < g(z) = m. ]

Obs 5.5. E facil ver que no Corolario 5.2 o sinal < na primeira e ultima desigualdades pode

ser substituido por > .

O resultado abaixo nos diz que préximo a um ponto de acumulacao, onde estamos ques-
tionando algum limite, a fun¢ao permanece com mesmo sinal de seu limite.

Corolario 5.3 (Permanéncia de Sinal). Sejam f: X - R ey € X'. Se lim f(x) <0, entdo

Ty

39 > 0 tal que para todo x € X com 0 < |z —y| <9, conclui-se que f(x) < 0.
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Demonstracao. Basta tomar m = 0 no Corolario 5.2. O

Obs 5.6. Veja que no Corolario 5.3 o sinal < na primeira e ultima desigualdades pode ser

substituido por > .

Abaixo estabelecemos em que situagao podemos passar o limite sobre uma desigualdade

entre fungoes.

Corolério 5.4. Sejam f,g: X - R ey € X'. Se existe 6y > 0 tal que
f(x) < g(x),VzeX,

com 0 < |z —y| < dp. Entao,
lim £(z) < lim g(),

T—Y T—Y

caso estes limites existam.

Demonstrac¢ao. Suponha, por absurdo, que

lim f(z) > lim g(x).

T—Y T—Y

Usando o Teorema 5.1, concluimos que 3 ¢ > 0 tal que para todo z € X com 0 < |x —y| <,
temos que g(x) < f(z). Seja 6; = min{d, dp}. Assim sendo, para todo x € X com

0<|x—y|<51§5,50,

tem-se
g(x) < f(x) e f(x) < g().
Contradigao! O

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema do Sanduiche para funcgoes reais

quaisquer.
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Teorema 5.5 (Teorema do Sanduiche). Sejam f,g,h: X — R fungées ey € X’'. Se

lim f(z) = lim g(z)

T—Y T—Y

e existe A > 0 tal que
fz) <h(z)<g(z),VzeX com0<|z—y|l <A

Entao,

lim A(x) = lim f(x) = lim g(z).

T—Y T—Y T—Y

Demonstracao. Considere que

lim f(z) = lim g(z) = m.

T—Y T—Y

Assim, dado € > 0 existem 97,02 > 0 tais que para todo = € X, com 0 < |z — y| < dy,
conclui-se que

|[f(z) =m]| <e.

E para todo x € X, com 0 < |z — y| < d2, encontramos
lg(x) —m| <e.

Seja § = min{dy, d, A} > 0. Usando a Observacao 1.12 e a hipdtese, temos que para todo

r € X, com0 < |xr—y| <d <0, A, chega-se a seguinte conclusao
m—e < f(z) < h(z) <glx) <m+e.

Logo,
lim h(z) = m = lim f(z) = lim g(x).

Ty Ty Ty

Abaixo exporemos como aplicar o Teorema 5.5 para calcular limites envolvendo as fungoes

Seno e cosseno.
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Exemplo 5.5. Interpretando a figura acima, mostraremos que
|senz| < |z|,V x € (—7/2,7/2).

Com efeito, sejam T; e T; as areas do triangulo AA;O A, e do setor circular A;OA,. Assim
sendo, para x € (0,7/2), encontramos
_ |OA{|-senz  senw x

T, =2
2 g 27T

T;

pois a circunferéncia trigonométrica, exposta na figura acima, tem raio 1. Além disso, através
da mesma figura, inferimos

T < T, isto é, senz < x,

onde z € (0,7/2). Por outro lado, se 2 € (—m/2,0), obtemos
|senx| = | — senz| = |sen(—z)| = sen (—x) < —z = |z,
para z € (—m/2,0). Portanto,
|senz| < |z|,V x € (—7/2,7/2).
Logo,

|sen(z 4+ h) — senx| = |2sen[(1/2)h]cos[1/2(2z + h)]|
2|sen[(1/2)h]||cos[1/2(2z + h)]|
2[sen[(1/2)h]|

],

IAIA

IN



162 CAPITULO 5. QUINTA AULA: LIMITES DE FUNCOES REAIS
onde h é suficientemente pequeno. Por conseguinte, usando o Teorema do Sanduiche,

lim [sen(z + h) — senz| = 0,

h—0

ou seja,

lim sen(z + h) = senz.
h—0
Usando a Proposicao 5.2, temos que

lim senx = seny.
Ty

Na verdade, usando o Teorema 7.13, provaremos que
|senz| < x,V x>0,
ver Exemplo 7.32. Da mesma maneira que foi feito acima, chegamos a seguinte desigualdade:
|senz| < |z|,V z € R.
Exemplo 5.6. Analogamente ao exemplo anterior, tem-se que
|cos(x + h) — cosx| = | —2sen[(1/2)(2x + h)Jsen[(1/2)R]| < 2(1/2)|h| = |h|,
para h suficientemente pequeno. Portanto,
|cos(z + h) — cosz| < |h|.
Dai, pelo Teorema do Sanduiche,
}Lii% cos(x + h) = cos .

Utilizando a Proposicao 5.2, concluimos que

lim cos x = cosy.
ZE—>y

Vejamos uma outra maneira de definir limites de fungoes.
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Teorema 5.6 (Caracterizagao de Limite). Sejam f: X — R ey € X'. Entao,

lim f(z) =1l <V (z,) € X\{y}, com limz, =y, tem-se que lim f(z,) = L.

T—Y

Demonstracao. =) Seja (r,) € X\{y} tal que limzx, = y. Assim, dado € > 0 temos que
existe § > 0 tal que para todo x € X com 0 < |z —y| < d, chegamos a seguinte desigualdade:

[f(z) =] <&,
pois lim f(z) = [. Como limz,, = y, entdo 3 N € N tal que para todo n > N, tem-se
Cﬂ‘)y
0< |z, —y| <9, com N = N(J).

Com isso, para todo n > N, conclui-se que |f(x,) — | < e. Ou seja,
lim f(z,) = L.
<) Suponha, por contraposigao, que lim f(z) # [. Assim, existe ¢ > 0 tal que V § > 0,
encontra-se x5 € X tal que o
0<l|zs—y|<del|flxs) =1 >e.
Considere os seguintes valores para ¢ :

L,

N | —
Wl

com n € N para obter z,, € X tal que
1
0<|z, —y| < € |f(z,) — 1] > e.
Portanto, utilizando o Teorema do Sanduiche, (z,) C X\{y}, limz, =y e

[f(zn) = 1] 2 &,
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ver Exemplo 2.5. Se lim f(x,) = [, entao
0=1lm|f(x,) =1 > ¢,

ver Corolario 5.4, ou seja, € < 0. Contradi¢ao! Assim sendo, lim f(x,) # (. O

O Teorema 5.6 nos ajuda a mostrar, de uma maneira mais simples, a inexisténcia de

alguns limites. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 5.7. Sejam X =R* e f: X — R dada por
f(z) =cos(1/x),V z € R.

Vamos verificar que

3101_r>r(1) cos (1/x) nao existe.

De fato, seja z,, = 1/(nm),V n € N. Logo,

. o1 1.1
limz, =lim — = —lim — = 0.
nwo T n

Porém,

lim cos (1/x,) = lim cos (n7) nao existe,

pois (cos (nm)) = (—1,1,—1,1,...) (ver Teorema 2.2). Dessa forma, utilizando o Teorema 5.6
temos que

glcl_r{(l) cos (1/x) nao existe.

Corolério 5.7 (Unicidade). Se o limite de uma fungdo real existe este é tinico.

Demonstracao. Sejam f: X — R ey € X’'. Considere que

lim f(z) =1e lim f(x) =m.

T—Y T—Y

Vamos provar que [ = m. Como y € X', entdo existe (z,,) € X\{y} tal que limz,, = y. Dali,
pelo Teorema 5.6,
lim f(x,) =1 e lim f(z,) = m.

Usando a unicidade de limite de sequéncias (ver Teorema 2.1), concluimos que [ =m. O
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Exercicios de Fixacao

1. Mostre que:

1
i) lim =—1;
z—=2 ] — ¢
2
i) lim— =0;
x—0 |[L’|
ey . P—xz+1 1
iii) lim ——— = —.
z—1 x+1 2
. . . T+
2. Utilize a Defini¢ao 5.1 para mostrar que lim =
z—-12x 4+ 3

3. Mostre que os seguintes limites nao existem:

o o L

Nt 1
11) Ill)% %
4. Seja [ : R — R definida por f(z) = z,se x € Q e f(x) = 0, se x & Q. Mostre que

lim f(z) existe.
z—0

5.3 Operacoes Elementares com Limites de Funcoes

Reais

Reservamos esta se¢ao para trabalharmos com as operacoes mais elementares envolvendo
limites. E deixamos para o fim definir e exemplificar funcoes localmente limitadas, com o

intuito de obtermos um resultado para fungoes reais analogo ao Teorema 2.3.

Teorema 5.8 (Operagoes com Limites). Sejam f,g: X — R ey € X'. Caso lim f(z) e

T—Y

lim g(x) ezistam, os sequintes itens sao verdadeiros:
T—Y
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i) Tn(f(2) + g(@)] = lim f(z) + lim g(),

T—Y

if) lim(f(2) - g(e)] = lim f(z) - lim g(a),

T—Y T—Y T—Y

i) lim [/(2)/9()] = [lim f(2)}/[lim g(@)], se lim g(x) #0,

Ty Ty Ty
Obs 5.7. O Teorema 5.8 nos diz que:

i) o limite de uma soma é a soma dos limites;
ii) o limite de um produto é o produto dos limites;

iii) o limite de uma divisdo é a divisao dos limites (caso o denominador seja nao-nulo),
sempre que os limites relatados existem.

Demonstracao. Seja (x,) € X\{y} com limz, = y. Como lim f(z) e lim g(x) existem,
Ty Ty

entao, pelo Teorema 5.6, obtemos

lim f(x,) = lim f(x) e limg(z,) = lim g(z).

T—Y T—Y

Pelas operagoes estabelecidas no Teorema 2.11, concluimos que

i) Um[f(z,) + g(x,)] = lim f(z,) + lim g(z,,) = lim f(z) 4+ lim g(z);

i) lim{f (ra) - g(2,)] = lim £ -l g(,) = lim £ (@) - lim g();

T—Y

iii) Tim [f(zn)/g(2n)] = [l f(z,)]/[limg(zn)] = [lim f(z)]/[lim g(z)],

se lim g(x,) = lim g(x) # 0.

T—Y

Com isso, novamente pelo Teorema 5.6, obtemos
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i) Tn(f(2) + g(@)] = lim f(z) + lim g();

T—Y

i) lim[f(z)-g(z)] = lim f(z) - lim g(z);

T—Y T—Y T—Y

i) L[/ () /g()] = [lim £(a)}/[lim g(a)]:

—Y T—Y

Obs 5.8. Quando lim g(z) existe e f(x) = k (constante), V x € X, entéo
Ty

lim f(x)g(x) = lim kg(z) = lim k lim g(x) = k lim g(z),

Ty Ty T—=Yy Ty Ty
ver Exemplo 5.1.

Obs 5.9. Observe que quando lim f(x) e lim g(z) existem, entao os itens i) e ii) do Teorema
Ty Ty

5.8, nos garantem que

lim [f(z) — g(z)] = lm{f(z) + [-g(z)]} = lim f(z) + lim[—g(2)] = lim f(z) — lim g(z).

T—Y T—Y T—Y Ty T—Y T—Y

Obs 5.10. Pode-se provar, por inducao, que

i 1) + fo(e) & o+ (o) = T fi(a) + i fo(@) + .+ i, (2)

=Y
e também que,
Wi (2) - fo(e) . fo(e)] = i i) - i o) - -l ),
quando lim f;(z) existe, Vi =1,2,...,n.
Ty

Exemplo 5.8 (Limite de Polindémio). Vimos que lim z = y. Assim, da observacao anterior,

T—Y
chegamos a
limz" =limz-...-z=limz-...-limxr=y-...-y =9y".

Portanto, usando os itens i) e ii) do Teorema 5.8, obtemos

lim[a,2™ + ap 2™ '+ ...+ aw +ag] = lima,z™ + lima, 12"+ ... + lim ay2 + lim aq
Ty Ty Ty Ty Ty
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= anyn + CLn—lyn_1 + ...+ a1y + ap.
Com isso, se f: R — R é a funcao polinomial
f(iU) = anl'n + an_lx”_l + ... +axr+ aop,

entio lim /() = /(s

Defini¢ao 5.2 (Fungao Localmente Limitada). Dizemos que uma funcdo f : X — R ¢

limitada em uma vizinhanca de y € X’ se existem 6 > 0 e m € R tais que

f@) <mVaze(ly—3dy+d)nX.

Exemplo 5.9. Seja f: R* — R dada por

f(z) =cos(1/x),V x € R".

Sabemos que
—1<cos(1/z) <1,VzeR".
Logo, f é uma funcao limitada em uma vizinhanca de 0, basta considerar 6 =1 > 0.

Exemplo 5.10. Seja f: R, — R dada por

flz)=1/z,V z € R,.
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f nao é limitada em uma vizinhanca de 0. Suponha, por absurdo, que existem § > 0em € R
tais que
lf(x)] <m,¥ze (=445 NR, =(0,0).

Sabemos que existem Ni, Ny € N tais que Ny > m e Ny > 1/§ (ver Teorema 1.2). Seja
N = max{N;, No} € N. Assim,

N2N1>meN2N2>1/5.
Por conseguinte, N > m e 0 < 1/N < 4. Por outro lado,
m < N =|N|=|f(1/N)| <m.

Contradicao!

Mostraremos, logo a seguir, que o limite do produto de uma funcao que tende a zero por

outra localmente limitada é também zero.

Corolario 5.9. Sejam f,g : X - R ey € X'. Selim f(z) =0 e g € limitada em uma

T—Y

vizinhanga de y. Entao, lim f(x)g(x) = 0.
Ty

Demonstragao. Como ¢ é limitada nunha vizinhanca de y € X', entdo existem § > 0 e
m € R tais que
lg(@)| <m,Yze(y—dy+d)nX

Por outro lado, lim f(z) = 0. Assim, pelo Teorema 5.6, V (z,,) € X\{y} com limz, =y,

T—Y

obtemos lim f(z,) = 0. Portanto, existe N € N tal que para todo n > N, tem-se z, €
(y = 6,y + 4). Logo,
9(x2)] <m,¥ n >N,

pois
Tn € (y—0,y+0)NX,Vn>N.

Usando o Teorema 2.9, lim f(z,)g(z,) = 0. Consequentemente, lim f(x)g(z) = 0 (ver

T—Y

Teorema 5.6). O

Exemplo 5.11. Como a fungao definida por cos (1/z), V x € R*, é limitada em uma vizi-
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nhanca de 0 e lin% x = 0, entao, usando o Teorema 5.9, chegamos a
T—
lim zcos (1/x) = 0.
z—0

Observe que lir% cos (1/z) nao existe (ver Exemplo 5.7).
r—r

O préximo resultado estabelece uma forma andloga para o Teorema 2.3 enunciado na

aula 2.

Teorema 5.10. Sejam f: X — R ey € X'. Considere que lim f(x) existe. Entao, f €

il)-}y
limitada em uma vizinhanca de y.

Demonstragao. Seja 3161321 f(x) =1. Dado e =1 > 0, existe 0 > 0 tal que, para todo =z € X,
O<|z—y|<d=|f(x)—1I <1
Usando o Teorema 1.5, temos que
@) =[] < |f(x) =1 < 1.
Ou seja, —1 < |f(z)| — |I] < 1. Portanto,
[f(@)] <1+ I,V 2 e (y—dy+0)Nn(X\{y}).
Sey & X, facam =1+ |l|. Sey € X, faga m = max{1 + |I|,|f(y)|}. De qualquer maneira,

f@)| <mVrely—358y+d)nX.

Ou seja, f é limitada em uma vizinhanca de y. ]

Vejamos como utilizar a contrapositividade do Teorema 5.10.

Exemplo 5.12. Vimos que a funcao f : R, — R, dada por

flz)=1/z,V x € Ry,
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nao é limitada em uma vizinhanca de 0. Com isso, pelo Teorema 5.10,
) =1/

nao existe.

Exercicios de Fixacao

1. Determine os seguintes limites:

i) linri(x%— 12z +3);

2. Determine os seguintes limites:

VE—1

i) ignq p—1 , x> 0;
T
ii) i%x_2,x>0.

3. Seja n € N tal que n > 3. Mostre a desigualdade —2? < 2" < 22, V z € (—1,1). Use o

fato que lim ? = 0 para concluir que lim z" = 0.
z—0 z—0

727 — /1
4. Encontre o limite lim V1i+2z - vI+3e
20 T + 222

, onde x > 0.

5. Dé exemplos de fungoes f, g tais que lim f(x) e lim g(z) nao existem, mas lim[f(x)+g(x)]
Ty Ty Ty

e lim f(x)g(z) existem.
Ty

5.4 Limites Laterais de Funcoes Reais

Caro leitor, para o estudo de limites laterais, faz-se necesséario lembrarmos as definigoes

e resultados obtidos na secao 4.7. Nesta, trabalhamos com pontos de acumulacao laterais,
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0s quais sao imprescindiveis nas defini¢oes a seguir.

Definicao 5.3 (Limite Lateral a Direita). Sejam f : X — R uma aplicagao e y € X.
Dizemos que o limite a direita de f(x) quando x tende a y é [, se dado € > 0, existe § > 0
tal que

para todo z € X N (y,y +9), tem-se |f(x) — 1] < e.

Neste caso, escrevemos
lim f(z)=1.

z—yT

Definicao 5.4 (Limite Lateral a Esquerda). Sejam f : X — R uma funcdo e y € X'.

Dizemos que o limite & esquerda de f(x) quando x tende a y é [, se dado & > 0, existe § > 0
tal que
para todo x € X N (y — §,y), tem-se |f(z) — 1| <e.

Neste caso, escrevemos
lim f(z) =1

T—Y

Proposicao 5.3. Sejam f: X — R uma fungio, y € X\, Y = XN(y,00) eg=fly: Y —
R, dada por
9y) = fly),VyeY.
Logo,
lim f(z) =1« limg(z) =1.

z—yt Ty

Demonstracao. Observe que, usando a Defini¢ao 5.3, os seguinte itens sao equivalentes:
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i) lim f(z) =1

r—yt

iil) Ve>0,3d>0tal que Vo € XN(y,y+9), tem-se |f(z) =] < ¢
iii) Ve>0,3d>0talqueVz e YN (y—0d,y+9), tem-se |g(z) — | < ¢;

iv) limg(z) = 1.

T—Y

Obs 5.11. A equivaléncia
lim f(z)=10< limg(z) =1

Ty~ Ty

173

pode ser provada de maneira anédloga, com g = f|y : Y — R, dada por ¢g(y) = f(y),Vy €Y,

eY =XN(—o0,y).

Obs 5.12. Com esta proposicao é facil provar que os resultados estabelecidos neste capitulo

envolvendo limites, com as devidas modificagoes, sao verdadeiros para limites laterais. Por

exemplo, considere que lim f(z) e lim g(z) existem, entao
z—yt z—yt

lim [f(z) + g(x)] = lim f(z) + lim g(z).

z—yT Ty z—yT

De fato,

lim [f(z) +g(=)] = lm[(fy)(z)+ (gly) ()]

_ H;(f@)(@ﬂiﬂ;@ly)(fﬁ)

= lim f(z)+ lim g(x),

z—yT Ty
onde Y = X N (y,00).

Exemplo 5.13. Seja f : R* — R dada por

Assim,
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Por outro lado,
lim f(z)= lim — = lim —& = lim —1=—1.

20~ z=0- |T| @m0 20—

Vejamos, agora, como relacionar o limite ordindrio (ver Definigdo 5.1) com os limites

laterais de uma funcgao real.

Teorema 5.11. Sejam f: X — R uma funcdo ey € X'.. Entao,

lim f(z) =1« lim f(z)= lim f(z) =1.

Ty z—yt Ty~

Demonstra¢ao. =) Suponha que lim f(x) = [. Assim, pela Definigao 5.1, dadoe > 0,35 > 0

T—Y

tal que
para todo z € X com 0 < |z —y| < 4, tem-se |f(x) — | <e.

Consequentemente, para todo x € X N (y — J,y), tem-se que
reXey—d<zr<y<y+o.

Dal, z € X ¢ 0 < |z —y| < d. Logo, |f(x) —1] < e. Isto nos diz que lim f(x) = [

Ty~
Analogamente, prova-se que lim f(z) =1[.
z—yT

<) Suponha que
lim f(z) = lim f(z)=1.

z—yt Ty~

Assim sendo, dado £ > 0 existem 4y, 05 > 0 tais que
Ve XN (y,y+ 1), conclui-se |f(z) —1| <e
Da mesma maneira,
VaeXnN(y—day), infere-se [f(z) =1 <e.
Seja 6 = min{dy,d2} > 0. Com isso, para todo z € X com 0 < |z — y| < J, tem-se
reXN(y,y+d)ouxeXN(y—9a,v).

Consequentemente,
reXN(y,y+d1)ouxe XN (y—day),
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pois, § < 1, d2. De qualquer maneira, conclui-se que |f(z) — | < e. Ou seja,

lim f(z) =1.
Exemplo 5.14. Vimos que

lim — =1e lim — = —1.

20+ || 20~ || -

. x .
Logo, lim — nao existe, pelo Teorema 5.11.
x—0 |x|

Vejamos, agora, como encontrar o valor de um Limite Fundamental do Céaculo.

Exemplo 5.15. Sejam B; e B, as areas dos triangulos AA;OA; e AA;OA;z. Considere

também que Bj seja a area do setor circular AsOA,4. A figura acima, nos diz que
By, < Bs < Bs.

E fAcil ver que

A S AlA
OA,] = |OA,| e senz = |:|
|OA| |OA|

pois esta circunferéncia trigonométrica tem raio 1. Consequentemente,

= |A1A4|7

COsSx =

_ [A1Ay] - |OA|  senzcosw
— - - e

By
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Analogamente, encontramos

o |A2A3| . |OA2| o tanx

B
2 9 2

Por fim, sabemos que B3 = x/2. Por conseguinte,

Senx cos T x tanx
——— < =<
2 2 2
Dessa forma,

senrcosx <z < tanzx.
Considere que x € (0,7/2). Assim sendo, senz,cosx > 0. Por conseguinte, dividindo as
desigualdades acima por senz, obtemos

1
<

cosxr < < .
senxr ~ CcOsST

Invertendo estas desigualdades, chegamos a

1 senx
< < cosx.
cos T x
, . senx i
Portanto, pelo Teorema 5.5, concluimos lim =1, pois
z—=0t X

lim cosz = cos0 = 1,
z—0

Senx

ver Exemplo 5.6. Usando o fato que o seno é uma fungao impar, prova-se que lim = 1.
z—=0— X

Desta maneira, utilizando o Teorema 5.11, inferimos

. senx
lim =1.
z—0 X

Este limite é chamado Limite Fundamental do Célculo.

Vimos na aula 2 que uma sequéncia mondétona e limitada é convergente, além disso
mostramos como obter tal convergéncia. Abaixo daremos defini¢bes que nos possibilitarao

obter resultados semelhantes sobre a existéncia de alguns limites.

Definicao 5.5 (Funcao Monétona). Seja f : X — R. Dizemos que f é nao-decrescente
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(respectivamente, nao-crescente) se
z,y € X comx <y = f(z) < f(y) (respectivamente, f(x) > f(y)).

Se
r<y= f(x) < f(y) (respectivamente, f(z) > f(y)),

dizemos que f é crescente (respectivamente, decrescente). Em qualquer destes casos, f é

dita uma funcao monotona.

Exemplo 5.16. Toda fungao real constante é nao-crescente e nao-decrescente. A funcao
f Ry — R, dada por f(x) = 1/z, é decrescente.

Exemplo 5.17. A fung¢do f: R — R, dada por f(x) = cosz, ndo é uma funcao mondétona,
pois

cosm=—1<1=cos(2m) e cos(m/2) =0 > —1 = cosm.

O Teorema 2.4 tem sua versao para funcgoes reais enunciada no seguinte resultado.

Teorema 5.12. Seja f : X — R uma fungcao mondtona limitada. FEntao lim+ f(z) e
.'E*)y

lim f(x) existem, Vye X',z X",

T—z"

Demonstracao. Suponha que f é mondtona nao-decrescente limitada e z € X’ . Como f é
limitada, entao
Y={f(z):zeXex<z}

¢ um conjunto limitado. Por outro lado, z € X’ | logo, 3 x € X N (2 — 1, 2) (ver Teorema
4.4). Ou seja, f(z) € Y. Consequentemente, Y é ndo-vazio e limitado. Dessa forma, usando

a completude de R, sup Y existe. Vamos provar que
lim f(z) =supY.
Tr—z

De fato, pela Definicao 1.11, dado € > 0, 3 f(x) € Y tal que
supY —e < f(x).

Como f(z) € Y, entdao = < z. Daf existe 6 > 0 tal que z = z + J. Assim,

supY —e < f(z —9).
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Dessa forma, V x € X N (z — ¢, z), tem-se que
reXez—0<zx<z
Como f é nao-decrescente, entao
supY —e < f(z—0) < f(z) <supY <supV +e¢,

ou seja,
f(z) € (supY —e,supY +¢).

Equivalentemente, |f(z) —sup Y| < €. Isto nos diz que lim f(x) =supY. ]

T—z

Obs 5.13. Analogamente, prova-se que

lim f(z)=inf{f(z):z€ X ex >y},

r—yt

se f é nao-decrescente.

Exemplo 5.18. Seja f : [0,2] — R dada por

~J 0, sexel0,1];
flw) = { 1, sexe(1,2].

A fungao f é mondtona nao-decrescente. Note que f é limitada, pois f([0,2]) = {0, 1}. Pelo

Teorema 5.12, temos que

lim f(x) =sup{f(z):2€0,2)} =sup{0,1} =1

r—2~
e também

lim f(x) =inf{f(z):2 € (0,2]} =inf{0,1} = 0.

z—0t

Exercicios de Fixacao

1. Dé um exemplo de uma funcao que tem limite lateral a direita, mas nao possui limite

lateral a esquerda em algum ponto.
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2. Seja f(z) = \/|z[, onde x # 0. Mostre que lim f(z) = lim f(x) = 0.

z—0t z—0~

.. . X ~ .
3. Calcule o limite hnq T ou mostre que ele nao existe.
=1 —

x4+ 2
4. Calcule o limite lim L, onde z > 0, ou mostre que este limite nao existe.

z—0* \/5

5.5 Limites Infinitos e no Infinito de Funcoes Reais

Nesta secao, definimos e exemplificamos limites infinito e no infinito. No decorrer da
teoria, mostraremos alguns resultados assim que estes forem se tornando oportunos. No fim,

discutiremos mais uma maneira onde podemos encontrar uma indeterminagao para limites.

Definicao 5.6 (Limites Infinitos). Seja f : X — R uma fungdo, onde X C R ¢ ilimitado
superiormente. Dizemos que f(x) tende a [ quando x tende a oo, quando dado & > 0, existe
A >0 tal que

para todo € X com z > A, conclui-se |f(z) — ] < e.

Neste caso, ecrevemos
lim f(z)=1.

T—00

Defini¢ao 5.7 (Limites Infinitos). Seja f: X — R uma aplicagdo, onde X C R é ilimitado

inferiormente. Dizemos que f(z) tende a [ quando x tende a —oo, quando dado € > 0, existe
A > 0 tal que

para todo x € X com = < —A, infere-se |f(z) — | < e.
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Neste caso, ecrevemos

lim f(z) =1

T—r—00

Obs 5.14. Observe que A depende somente de ¢, i.e, A = A(e).

Exemplo 5.19. Afirmamos que

1
lim — =0
r—00 I
De fato, dado € > 0, com A = — > 0, temos que para todo z € R* com x > A > 0, conclui-se
que
1 1
0<-<—=c¢
x A '
ou seja,
1
lim — =0
r—00 I
Analogamente, prova-se que lim — = 0.

T——00 I

Exemplo 5.20. E verdade que

lim e =0,
T—r—00

ver Definicao 10.2. Com efeito, dado 0 < & < 1, considere
A=—lne=Ine! >0,

pois et > 1, ver Definicdo 10.1. Com isso, para todo z < —A = Ine, encontramos

Agora, se € > 1, entao considere A =1 > 0, para obter
r<-A=-1<0=c"<e"=1<c¢.

De qualquer maneira, dado € > 0, existe A > 0 tal que para todo © < —A, tem-se que
e’ < g, ou seja

lim e* =0.
T—r—00

Exemplo 5.21. Note que lim e* nao existe, ver Definicao 10.2. Suponha, por absurdo, que
Tr—r00

lim e* = [.
Tr—r0o0
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Dado € > 0 existe B > 0 tal que ¥V = > B, tem-se |e* — [| < €. Portanto,
e — [l <le”| =l < e” =] <&,

isto é,
e’ <e+ |l

Considere A > max{e + |l|,1}. Seja C' = max{B,In A} > 0 (ver Defini¢ao 10.1). Assim, se
x>C,entao x > Bex >InA. Com isso,

e <etlllee” > =A>c+|l

ou seja,
e <e+|llee” >e+]l.

Contradigao! Logo, lim e nao existe.
T—00

Agora, vejamos duas maneiras analogas de definirmos limites no infinito.

Defini¢ao 5.8 (Limite no Infinito). Sejam f : X — R uma func¢do e y € X’. Dizemos que
f(z) tende a oo quando z tende a y se dado A > 0, existe 6 > 0 tal que

para todo z € X com 0 < |z —y| < 0, tem-se f(z) > A.

Neste caso, escrevemos

lim f(z) = 0.
T—Y
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Definicao 5.9 (Limite no Infinito). Sejam f : X — R uma funcdo e y € X’. Dizemos que
f(x) tende a —oo quando x tende a y se dado A > 0, existe d > 0 tal que

para todo x € X com 0 < |z —y| < 9, tem-se f(z) < —A.

Neste caso, escrevemos

lim f(x) = —oc0.
Ty

Obs 5.15. Observe que § depende somente de A, isto é, § = §(A).
Exemplo 5.22. Com esta nova definicao temos que

o1
lim — = oo.
z—0 :p2

Dado A > 0, seja § = 1/v/A > 0. Assim, para todo z € R* com 0 < |z| < §, tem-se

1
2 g0
isto ¢, hH(l) 1/2* = oo. Analogamente,
T—
) 1
lim —— = —o0.
z—0 X

O primeiro resultado que surge envolve limite no infinito. Leia a afirmacao abaixo.

Proposicao 5.4. Sejam f,g: X — R fungoes e y € X'. Se lim f(x) =0 e

T—Y

f(z) <g(z),VzeX,

entao lim g(z) = oo.
Ty

Demonstracao. Com efeito, dado A > 0 existe 6 > 0 tal que
para todo x € X com x € (y — 6,y + 9), conclui-se g(z) > f(z) > A.

Logo, g(z) > A. Ou seja, lim g(x) = co. ]
Ty

Obs 5.16. Analogamente, se f(z) < g(x),Vz € X e lim g(z) = —o0, entdo lim f(z) = —o0.

T—Y T—Y
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Mesclaremos abaixo a definicao de limite infinito com o conceito de limite no infinito.

Defini¢ao 5.10 (Limite Infinito no Infinito). Seja f : X — R uma fungdo, onde X é
ilimitado superiormente. Dizemos que f(x) tende a co quando x tende a oo, se dado A > 0,

existe B > 0 tal que
para todo x € X, com = > B, infere-se f(z) > A.

Neste caso escrevemos

lim f(z) = oo.

T—00

Defini¢ao 5.11 (Limite Infinito no Infinito). Seja f : X — R uma fungdo, onde X é

ilimitado inferiormente. Dizemos que f(z) tende a —oo quando z tende a oo se dado A > 0,
existe B > 0 tal que

para todo z € X, com = > B, encontra-se f(x) < —A.

Nesta situacao, escrevemos
lim f(x) = —o0.

T—00

Obs 5.17. Observe que B depende somente de A, isto é, B = B(A).

Exemplo 5.23. Afirmamos que

lim e* = oo,
T—r00

ver Definigao 10.2. Com efeito, dado A > 1,3 B =1In A > 0 (ver Defini¢ao 10.1) tal que

para todo z € X com z > B =1In A, tem-se ¢© > "4 = A.
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Por outro lado, se 0 < A < 1, entao existe B =1 > 0, tal que
para todo z € X, com 2 > B =1 >0, encontra-se e* > e’ =1 > A.

Assim sendo, lim e* = oo.
T—r00

Obs 5.18. Podemos definir outros limites unindo as defini¢oes estabelecidas acima. Por

exemplo
lim f(z) =o00, lim f(z) =00, im f(x)=—o0,...
T——00 z—yt Ty~
Vejamos como definir este dltimo limite, ou seja, lim f(x) = —oo. Dado A > 0, 3§ > 0 tal
Ty~
que

para todo x € X N (y — d,y), tem-se f(z) < —A.

Obs 5.19. Os resultados encontrados nos Teoremas 2.12 e 5.6, com as devidas modificacoes,
continuam sendo validos para limites de fungoes reais infinitos e no infinito. Por exemplo, se

lim f(z) =o00eg(z)>m>0,VzxelX,

T—00

entao

lim f(z)g(z) = 0.

T—00
E também, se (y,00) C X, entao

lim f(z)=1<V (z,) € XN(y,o00) tal que limz, = oo, tem-se lim f(x,) = L.

T—00

Exemplo 5.24. E verdade que

o1
lim — = —o0.
x—0— T

Com efeito, dado A > 0, existe § = 1/A > 0 tal que
1
para todo z € (—1/A = —6,0), tem-se — <7< 0.
Logo, 1/A > —x > 0. Por conseguinte, A < —1/x. Equivalentemente, 1/x < —A. Ou seja,
1

lim — = —o0.
x—0— T

A seguir daremos mais um exemplo sobre o conceito de indeterminacao envolvendo limites
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de fungoes.

Obs 5.20. Quando se calcula um determinado limite é possivel encontrar resultados do tipo

00 — 00,00%, 1%, 0Y, %, 2. Estes sdo denominados indeterminagoes. Vejamos por que eles

ocorrem. Consideraremos a indeterminacao 0°. Sejam y > 0 e f,g: (0,00) — R, dadas por
f@) = e gla) = -2
r)=zeglr)=—.
9 Inx
Portanto,

. T . oo ny N
olclgtl)f(x) _alclgtl)x_o ¢ alclg(l)g(x) _alclg(l) Inz —lny}}_)né Inz =0

ver Exemplo 5.3. Assim,

Iny

n 1
f<$>g($) =ghe =y & ln(aj%n%) =hy & ln—y Inx =Iny.
nr

Dessa forma,

lim f(z)?®) = limy = v,

z—0 z—0
ver Exemplo 5.1. Neste caso, a indeterminagao 0 pode estar tao préximo (no limite) de

qualquer numero positivo desejado quanto quisermos. Por outro lado, seja h : (0,00) — R,

dada por
ha) = (2+] cos (1/2) )
Inz
Consequentemente,
In (2 1

lim h(z) = lim n(2+[cos (1/7)]) =0,

z—0 z—0 Inx
pois

1
In (2 1 <In(2+1)=m3e lim — =0
n(2+|cos(1/z)]) <In(2+1) =3 e lim;— =0,

ver Exemplo 5.3 e Teorema 5.9. Por outro lado, pelo que foi feito acima, temos que

) . In(@+[cos(1/w)]) .

lim f(z)"® = lim z e = lim In (24 |cos (1/x)]),

z—0 z—0 z—0
limite o qual nao existe (ver Exemplo 5.7). Ou seja, a indeterminacao 0° pode nio estar
préximo (no limite) de qualquer que seja o numero real. Por isso, o nome dado para este

problema ¢é indeterminacao.
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Exercicios de Fixacao

1. Calcule os limites lim e lim

x+2 x— - . .
—_— ~————, ou mostre que estes limites nao existem.

2. Seja f(x) = 1/4/|x|, para x # 0. Mostre que rli%ﬁ f(z) = lim f(z) = oo.

z—0~

3. Suponha que lim f(z) e lim g(z) existem e que f(z) < g(x), V = € (y,00). Mostre que
T—r00

T—00
lim f(z) < lim g(z).
T—r00 T—00

4. Mostre que se [ : (y,00) — R é tal que lim xf(z) = [, entdao lim f(z)=0.

T—00 T—r0o0

5. Suponha que lim f(z) =1 > 0 e que lim g(z) = co. Mostre que lim f(z)g(x) = co. Se
T—Y T—Y

Ty
[ = 0, mostre com um exemplo que esta afirmacao é falsa.

5.6 Conclusao

Caro leitor, ao final desta aula, é importante ressaltar que, neste material, o mais relevante
nao € saber encontrar o limite, como é feito no calculo ordindrio, e sim avaliar se é possivel
calcula-lo. Assim sendo, a parte computacional nao é a parte mais interessante deste texto.
Além disso, como veremos no decorrer do material, as defini¢oes de continuidade, em alguns
casos, e derivada, sao estabelecidas por limite. Com isso, limite de fungoes é uma ferramenta
importante nestas notas e em muitas aplicacoes em diversas areas das ciéncias exatas. Para

alguns exemplos de limite de func¢oes em Fisica ver [1].

5.7 Resumo

Nesta aula, apresentamos os conceitos de limite de funcoes reais sobre subconjuntos cons-
tituidos de numeros reais. Neste contexto, estudamos limites ordindarios, laterais, infinitos
e no infinito. Mostramos alguns exemplos destes limites para ilustracao de como devemos
resolver exercicios deste conteido. Porém, em muitos casos, o calculo de um limite é um
trabalho dificil. Por isso, mostramos também alguns resultados que estabelecem somente a

existéncia de tais limites.
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5.8 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Sejam f : X — R ey € X'. Prove que lim f(z) existe & V (z,) € X\{y} com

=Y
lim z,, =y, tem-se que lim f(z,) existe.

2. Sejam f,g : R — R definidas por f(z) =0se z € (R\Q) e f(z) =x,se x € Q; g(xz) =0

se z # 0 e g(0) = 1. Mostre que glclg(l)f(:c) =0e ilg(l)g(a:) =0, porém ilil(l)g(f(l’)) nao existe.

3. Prove que lim f(z) = [ (respectivamente, lim f(z) = 1) < V (x,) € X decrescente
Ty Ty~

l

(respectivamente, crescente) com lim z,, = y, tem-se que lim f(z,) = L.

1 1
4. Seja a > 1. Prove que lim r=0e lim -=1.
=0T 1 4+ g= z—0" 1 4+ aq=

5. Sejam f : X — R monétona e y € X’. Considere que existe uma sequéncia (z,) C X,

com x, >y, limz, =y e lim f(z,) = [, prove que lim+ flz) =1
Ty

6. Seja p : R — R um polinémio nao-constante, ou seja, p(z) = yo + 11z + ... + y,x™, com

Yn # 0 en € N. Se n é fmpar, prove que lim p(z) = oo e lim p(x) = —oo, se y, >0, e
T—r00 r—r—0o0
lim p(z) =o00e lim p(z) = —o0, se y, < 0.
T—r—00 T—r00

7. Seja f : R — R definida por f(z) = z+yxsenz. Mostre que |y| < 1= lim f(z)= —oc.
T——00

8. Dado y > 1, defina ¢ : R — R, pondo g(x) = y*. Prove que lim g(z) = oo e

T—00

lim g(z)=0.
T—r—00
9. (Critério de Cauchy) Sejam f : X — R e a € X'. Prove que lim f(x) existe & V ¢ >
T—a
0,35 >0talqueVz,y € X com0 < |z—a| <d,0 < |y—al <4, prove que |f(x)— f(y)| <e.

Sugestao: Use sequéncia de Cauchy e O Teorema 5.6 para a reciproca.

10. (Permanéncia de Sinal) Se lim f(x) > 0 prove que existe § > 0 tal que V z € X com

Ty

0<|z—y| <0, tem-se f(x) > 0.
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5.9 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:
Ex1. Sejam f: X - Rey e X' Porve que se lim f(z) =l entao l € f(X\{y}).
x—)y

Demonstragao. Considere que lim f(z) =1, onde y € X'. Assim, 3 (x,,) C (X\{y}) tal que
Ty

limx,, = y (ver Definigdo 4.9), e consequentemente, usando o Teorema 5.6, concluimos que

lim f(z,) = . Observe que (f(z,)) C f(X\{y}). Portanto, pela Definicao 4.3, temos que

Le fF(X\{y})- [
1

Ex2. Seja f: X — R definida por f(z) = S Prove que liI(I)1+ f(z) = 0 (ver Definigao
+ ez T—>

10.2).

Demonstragao. Seja 0 < e < 1/2. Observe que

11 11 1 1 1
r<eslter>-wer>——-ls-—>h|l--1|er<—7,
1+ez 2 € z € (2 -1)

lembre que e = 2,7 > 1. Seja

1/e =1 > 1. Com isso,

1
para todo x € (0,9), tem-se 0 <z < § = —5——.
Consequentemente,
Rl
- — 0] = - < E.
1+e= 1+ez

Agora, se € > 1/2, entao seja d = 1 > 0. Note que,

1 1 1
r<1l/2&1+4er >2& e > 1,
1+ex

para todo x € (0,1). A ultima desigualdade acima é verdadeira. Portanto,

1
- <1/2<e.
1+e=
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Assim,
) 1
lim - =0.
z—=0t 1 4 e=
]
Ex3. Seja p: R — R um polindbmio nao-constante, ou seja,
p(z) = yo + y1x + ... + ypa",
com y, # 0 e n € N. Prove que, se n é par entao
lim p(x)= lim p(z) = oo, se y, >0
T—r—00 T—>00
e
lim p(z) = lim p(x) = —o0, se y, <0.
Tr—r—00 T—r00
Demonstracao. Primeiramente, note que
p(x) = yo + 12 + ... + ypa” = 2" (% + xfﬁl +o o+ Ity yn>-

Portanto, se n é par, entao

. . . n @ U1 Yn—1
Como

. . n Yn—1

lim 2" = 1 ( n) = Y.

Aot =eoe i (Gt T Tn) =

Assim, xgrinoop(x) =00,8e Yy, >0e zglfoop(x) = —00, se y, < 0. ]

Ex4. Seja f : R — R definida por

f(z) = + yxsenz,V x € R.
Mostre que |y| < 1= xlgx;(} f(z) = oc.
Demonstragao. Veja que 1 — |y| > 0. Com isso, pelo Teorema 1.5,

|1 4+ ysenz| > |1| — |ysenz| = 1 — |y|[senz| > 1 — |y| > 0,
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pois [senz| < 1,V z € R. Como
lim (x 4+ yzsenz) = lim z(1 + ysenz) e lim x = oo,

entao, usando a Observagao 5.19, lim (z + yzsenz) = co. O
Tr—00

Ex5. Sejam f: X - R, g:Y - Rcom f(X)CVY. Sejamaec X' ebeY' NY. Se

r—a

lim f(z) =b e limg(y) = g(b),

prove que

lim g(f(x)) = g(b),

Tr—a
ou seja,

lim g(f(x)) = g (1im f(2))

T—ra r—a

Demonstragcao. Dado € > 0, existe A > 0 tal que

para todo y € Y, com 0 < |y — b| < A, tem-se |g(y) — g(b)| < e,
pois ilgll)g(y) = g(b). Note que, se y = b, entao

l9(y) — g(b)] = |9(b) — g(b)| = 0 <.

Assim sendo,

para todo y € Y, com |y — b| < A, encontra-se |g(y) — g(b)| < e.
Como 91613(11 f(z) = b, entdo existe § > 0 tal que

para todo x € X, com 0 < |z — a| <, conclui-se |f(z) —b] < A.

Dessa forma,

para todo x € X, com 0 < |z — a| < 4, infere-se |g(f(x)) — g(b)| < ¢,
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pois f(z) € Y, ou seja, ﬂlcl_r)rég(f(x)) = g(b). O

Auto-Avaliacao

Sou capaz de identificar a existéncia de um limite?

Proxima Aula

Caro leitor, na préxima aula, estudaremos continuidade de fungoes reais. Recomendamos
que voce reveja os conceitos estudados nas aulas 2 e 4, j4 que estes sao essenciais para o

entendimento dos novos contetidos que estao por vir.
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