
Caṕıtulo 5

Quinta Aula: Limites de Funções

Reais

Meta

Apresentar como verificar se o limite de uma função real existe ou não. Além disso, definir

e exemplificar limites infinitos e no infinito.

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno deverá ser capaz de identificar a existência de um limite e

calculá-lo, quando for posśıvel.

Pré-requisitos

Aula 4, Fundamentos da Matemática e Cálculo II.
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5.1 Introdução

Nesta aula, aprenderemos como é posśıvel estender o conceito de limite de uma sequência

para funções reais sobre qualquer subconjunto formado também por números reais. Lembre

que, uma sequência, nada mais é, que uma função real definida no conjunto dos números

naturais, e que, além disso, o limite de uma sequência sempre é estudado quando n → ∞. A

pergunta que devemos fazer é: como generalizar tal condição? A resposta para esta pergunta

está na aula 4. Faremos a substituição de ∞ por um ponto de acumulação do domı́nio

da função a qual queremos estudar o limite, já que tender a infinito é uma propriedade

semelhante a se aproximar de um ponto de acumulação. Com a nova definição de limite,

procuraremos estabelecer resultados análogos aos encontrados na aula 2, como, por exemplo,

o Teorema do Sandúıche. Definimos também limites laterais que estão diretamente relacio-

nados a pontos de acumulação laterais, os quais estão definidos e exemplificados na aula

anterior. Para finalizar, estudaremos também os conceitos de limites no infinito e infinito.

5.2 Limites de Funções Reais e Exemplos

Nesta seção, estenderemos o conceito de limite de uma sequência. Prentendemos utilizar

a definição de ponto de acumulação. Caso o leitor esteja esquecido destes conceitos, reco-

mendamos que retorne e busque tais conhecimentos na aula 4 do nosso material. Por fim,

exibiremos teoremas de extrema relevância para limites como, por exemplo, os Teorema do

Sandúıche e Permanência de Sinal.

Definição 5.1 (Limite de Funções). Seja f : X → R uma função real, onde X ⊆ R. Seja

y ∈ X ′. Dizemos que l ∈ R é o limite de f(x) quando x tende a y, se dado ε > 0 existe δ > 0

tal que para todo x ∈ X que satisfaz 0 < |x− y| < δ, tem-se |f(x)− l| < ε.

Neste caso, escrevemos lim
x→y

f(x) = l.

Obs 5.1. Observe que δ depende somente de ε, ou seja, δ = δ(ε).

Obs 5.2. Na Definição 5.1, 0 < |x − y| < δ significa dizer que x ∈ (y − δ, y + δ) e x �= y.

Isto é, não importa o que ocorre no ponto y ∈ X ′, interessa somente o que ocorre próximo

a y. Além disso, y não necessariamente está em X.
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Figura 5.1: Limite

Obs 5.3. Segue diretamente da Definição 5.1 que

lim
x→y

f(x) = l ⇔ lim
x→y

(f(x)− l) = 0 ⇔ lim
x→y

|f(x)− l| = 0.

O próximo exemplo nos garante que o limite de uma constante é a própria constante.
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Figura 5.2: Limite da constante

Exemplo 5.1 (Limite da Constante). Seja c ∈ R uma constante. Defina f : R → R por

f(x) = c, ∀ x ∈ R.

Vamos verificar que lim
x→y

f(x) = c. De fato, dado ε > 0 considere δ = ε > 0. Assim, para

todo x ∈ R com 0 < |x− y| < ε, temos que

|f(x)− c| = |c− c| = 0 < ε.

Logo, lim
x→y

f(x) = c. Observe que o δ acima poderia ser qualquer número positivo.
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O exemplo abaixo nos mostra a importância de entendermos o significado da palavra

tender na Definição 5.1.

Exemplo 5.2. Vejamos como mostrar, através da Definição 5.1, que lim
x→2

(x2 + 4x) = 12.

Para este fim, considere que ε é um número real positivo. Note, primeiramente, que

|x2 + 4x− 12| = |(x− 2)(x+ 6)| = |x− 2||x+ 6|.

Desejamos provar que |x2 + 4x− 12| < ε, ou seja,

|x− 2||x+ 6| < ε, (5.1)

sempre que |x − 2| < δ (aqui δ é um número positivo ao qual devemos encontrar). Assim

sendo, o termo que dificulta a determinação de δ é |x+6|. Caso esta expressão não estivesse na
desigualdade (5.1), podeŕıamos escolher δ = ε. Dessa forma, para δ suficientemente pequeno,

verificaremos que é posśıvel determinar uma constante C > 0 tal que |x + 6| < C, sempre

que |x− 2| < δ. Com efeito, seja δ ∈ (0, 1). Com isso,

|x− 2| < δ < 1 ⇒ −1 < x− 2 < 1 ⇒ −1 + 8 < x− 2 + 8 < 1 + 8 ⇒ 7 < x+ 6 < 9

⇒ −9 < x+ 6 < 9 ⇒ |x+ 6| < 9.

Deste modo, basta tomar C = 9. É importante ressaltar que a existência deste C deve-

se ao fato de estarmos tendendo a 2. Portanto, se |x− 2| < δ, tem-se que

|x2 + 4x− 12| = |(x− 2)(x+ 6)| = |x− 2||x+ 6| < 9|x− 2| < 9δ.

Por fim, para 0 < δ < min{1, ε/9} e |x− 2| < δ, encontramos

|x2 + 4x− 12| < 9δ < 9
ε

9
= ε.

Isto nos diz que lim
x→2

(x2 + 4x) = 12.

Exemplo 5.3. Afirmamos que

lim
x→0

1

ln x
= 0,

ver Definição 10.1. Dado ε > 0, existe δ = e−
1
ε > 0 tal que para todo x ∈ (0,∞) com
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x ∈ (−δ, δ), tem-se x ∈ (0, δ), logo,

0 < x < δ = e−
1
ε < 1.

Portanto, ln x < ln 1 = 0 e

ln x < ln(e−
1
ε ) = −1

ε
.

Com isso, | ln x| = − ln x > 1
ε
. Consequentemente,

∣∣∣∣ 1

ln x
− 0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1

ln x

∣∣∣∣ = 1

| ln x| < ε,

ou seja,

lim
x→0

1

ln x
= 0.

O resultado a seguir nos informa, em palavras, que o limite de um módulo é o módulo

do limite.

Proposição 5.1. Se lim
x→y

f(x) = l, então lim
x→y

|f(x)| = |l|.

Demonstração. De fato, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo x ∈ X com 0 < |x−y| < δ,

tem-se

||f(x)| − |l|| ≤ |f(x)− l| < ε,

ver Teorema 1.5. Logo, lim
x→y

|f(x)| = |l|.

A rećıproca deste resultado é falsa. De fato, defina f : R → R por

f(x) = sgn(x), ∀ x ∈ R,

isto é,

f(x) = 1, se x ≥ 0 e f(x) = −1, se x < 0.

f é denominada função sinal. É fácil ver que

lim
x→0

|f(x)| = lim
x→0

1 = 1 = |1|,

mas lim
x→0

f(x) �= 1, pois próximo a 0 é sempre posśıvel encontrar números onde f assume o

valor −1.
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Vejamos que é posśıvel fazermos uma substituição de variável para calcularmos um limite.

Proposição 5.2. Sejam f : X → R e y ∈ X ′. Assim,

lim
x→y

f(x) = l ⇔ lim
h→0

f(y + h) = l.

Demonstração. Considere o conjunto

Y = {h ∈ R : y + h ∈ X}.

Como y ∈ X ′, então ∃ (xn) ⊆ X\{y} tal que lim xn = y. Seja

hn = xn − y ∈ Y \{0}, ∀ n ∈ N.

Assim,

limhn = lim(xn − y) = 0,

ou seja, 0 ∈ Y ′. Dessa forma, os limites acima fazem total sentido.

⇒) Se lim
x→y

f(x) = l, então dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo x ∈ X com

0 < |x− y| < δ, conclui-se que

|f(x)− l| < ε.

Assim, para 0 < |h| < δ, temos que 0 < |y + h− y| < δ. Consequentemente,

|f(y + h)− l| < ε,

ou seja, lim
h→0

f(y + h) = l.

⇐) Reciprocamente, se

lim
h→0

f(y + h) = l,

então dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo h ∈ Y com 0 < |h| < δ, obtem-se

|f(y + h)− l| < ε.

Com isso, se x ∈ X e 0 < |x− y| < δ, temos que

|f(x)− l| = |f(y + x− y)− l| < ε,
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Isto é, lim
x→y

f(x) = l.

Exemplo 5.4. Seja f : X → R definida por f(x) = x, para todo x ∈ X. Vamos mostrar

que

lim
h→0

f(x+ h) = f(x),

ou seja, lim
h→0

(x+ h) = x. De fato, dado ε > 0, existe δ = ε > 0 tal que para todo x+ h ∈ X

com 0 < |h| < δ, tem-se

|x+ h− x| = |h| < δ = ε,

isto é,

lim
h→0

(x+ h) = x.

Portanto, pela Proposição 5.2, lim
x→y

x = y. Por fim, lim
x→y

f(x) = f(y).

Teorema 5.1. Sejam f, g : X → R e y ∈ X ′. Considere que

lim
x→y

f(x) = l e lim
x→y

g(x) = m.

Se l < m, então ∃ δ > 0 tal que para todo x ∈ X com 0 < |x− y| < δ, obtem-se f(x) < g(x).

l+�

f(x)
)

l �- m
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m �-

)
m+�

(
g(x)

l

Figura 5.3: Ideia da demonstração

Demonstração. Se l < m, então ε =
m− l

2
> 0. Portanto, ε+ l = m− ε. Como

lim
x→y

f(x) = l e lim
x→y

g(x) = m,

então existem δ1, δ2 > 0 tais que para todo x ∈ X com 0 < |x− y| < δ1, encontra-se

|f(x)− l| < ε

e para todo x ∈ X com 0 < |x− y| < δ2, chega-se a

|g(x)−m| < ε.
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Considere δ = min{δ1, δ2} > 0. Com isso, usando a Observação 1.12, para todo x ∈ X com

0 < |x− y| < δ ≤ δ1, δ2, temos que

f(x) < ε+ l = m− ε < g(x).

Obs 5.4. No Teorema 5.1, nada pode ser afirmado se l ≤ m. Por exemplo, sejam f, g : R →
R dadas por

f(x) = x e g(x) = 0, ∀ x ∈ R.

Assim, para todo δ > 0, existem x1 ∈ (−δ, 0) e x2 ∈ (0, δ) tais que

f(x1) = x1 < 0 = g(x1) e f(x2) = x2 > 0 = g(x2).

Mesmo sendo, lim
x→0

f(x) = 0 e lim
x→0

g(x) = 0.

Corolário 5.2. Sejam f : X → R e y ∈ X ′. Se lim
x→y

f(x) < m, então ∃ δ > 0 tal que para

todo x ∈ X com 0 < |x− y| < δ, conclui-se que f(x) < m.

Demonstração. Seja g : X → R dada por

g(x) = m, ∀ x ∈ X.

Então,

lim
x→y

f(x) < lim
x→y

g(x) = m.

Usando o Teorema 5.1, conclúımos que ∃ δ > 0 tal que para todo x ∈ X com 0 < |x−y| < δ,

infere-se que f(x) < g(x) = m.

Obs 5.5. É fácil ver que no Corolário 5.2 o sinal < na primeira e última desigualdades pode

ser substitúıdo por > .

O resultado abaixo nos diz que próximo a um ponto de acumulação, onde estamos ques-

tionando algum limite, a função permanece com mesmo sinal de seu limite.

Corolário 5.3 (Permanência de Sinal). Sejam f : X → R e y ∈ X ′. Se lim
x→y

f(x) < 0, então

∃ δ > 0 tal que para todo x ∈ X com 0 < |x− y| < δ, conclui-se que f(x) < 0.
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Demonstração. Basta tomar m = 0 no Corolário 5.2.

Obs 5.6. Veja que no Corolário 5.3 o sinal < na primeira e última desigualdades pode ser

substitúıdo por > .

Abaixo estabelecemos em que situação podemos passar o limite sobre uma desigualdade

entre funções.

Corolário 5.4. Sejam f, g : X → R e y ∈ X ′. Se existe δ0 > 0 tal que

f(x) ≤ g(x), ∀ x ∈ X,

com 0 < |x− y| < δ0. Então,

lim
x→y

f(x) ≤ lim
x→y

g(x),

caso estes limites existam.

( ) ( )
g(x) f(x)

x y
lim g(x)

x y
lim f(x)

Figura 5.4: Ideia da demonstração

Demonstração. Suponha, por absurdo, que

lim
x→y

f(x) > lim
x→y

g(x).

Usando o Teorema 5.1, conclúımos que ∃ δ > 0 tal que para todo x ∈ X com 0 < |x−y| < δ,

temos que g(x) < f(x). Seja δ1 = min{δ, δ0}. Assim sendo, para todo x ∈ X com

0 < |x− y| < δ1 ≤ δ, δ0,

tem-se

g(x) < f(x) e f(x) ≤ g(x).

Contradição!

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema do Sandúıche para funções reais

quaisquer.
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Teorema 5.5 (Teorema do Sandúıche). Sejam f, g, h : X → R funções e y ∈ X ′. Se

lim
x→y

f(x) = lim
x→y

g(x)

e existe λ > 0 tal que

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x), ∀ x ∈ X com 0 < |x− y| < λ.

Então,

lim
x→y

h(x) = lim
x→y

f(x) = lim
x→y

g(x).

Demonstração. Considere que

lim
x→y

f(x) = lim
x→y

g(x) = m.

Assim, dado ε > 0 existem δ1, δ2 > 0 tais que para todo x ∈ X, com 0 < |x − y| < δ1,

conclui-se que

|f(x)−m| < ε.

E para todo x ∈ X, com 0 < |x− y| < δ2, encontramos

|g(x)−m| < ε.

Seja δ = min{δ1, δ2, λ} > 0. Usando a Observação 1.12 e a hipótese, temos que para todo

x ∈ X, com 0 < |x− y| < δ ≤ δ1, δ2, λ, chega-se a seguinte conclusão

m− ε < f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) < m+ ε.

Logo,

lim
x→y

h(x) = m = lim
x→y

f(x) = lim
x→y

g(x).

Abaixo exporemos como aplicar o Teorema 5.5 para calcular limites envolvendo as funções

seno e cosseno.
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Figura 5.5: Representação geométrica do seno

Exemplo 5.5. Interpretando a figura acima, mostraremos que

|senx| ≤ |x|, ∀ x ∈ (−π/2, π/2).

Com efeito, sejam T1 e T2 as áreas do triângulo ΔA1OA2 e do setor circular A1OA2. Assim

sendo, para x ∈ (0, π/2), encontramos

T1 =
|OA1| · senx

2
=

senx

2
e T2 =

x

2
,

pois a circunferência trigonométrica, exposta na figura acima, tem raio 1. Além disso, através

da mesma figura, inferimos

T1 ≤ T2, isto é, senx ≤ x,

onde x ∈ (0, π/2). Por outro lado, se x ∈ (−π/2, 0), obtemos

|senx| = | − senx| = |sen(−x)| = sen (−x) ≤ −x = |x|,

para x ∈ (−π/2, 0). Portanto,

|senx| ≤ |x|, ∀ x ∈ (−π/2, π/2).

Logo,

|sen(x+ h)− senx| = |2sen[(1/2)h]cos[1/2(2x+ h)]|
≤ 2|sen[(1/2)h]||cos[1/2(2x+ h)]|
≤ 2|sen[(1/2)h]|
≤ |h|,
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onde h é suficientemente pequeno. Por conseguinte, usando o Teorema do Sandúıche,

lim
h→0

|sen(x+ h)− senx| = 0,

ou seja,

lim
h→0

sen(x+ h) = senx.

Usando a Proposição 5.2, temos que

lim
x→y

senx = seny.

Na verdade, usando o Teorema 7.13, provaremos que

|senx| ≤ x, ∀ x ≥ 0,

ver Exemplo 7.32. Da mesma maneira que foi feito acima, chegamos a seguinte desigualdade:

|senx| ≤ |x|, ∀ x ∈ R.

Exemplo 5.6. Analogamente ao exemplo anterior, tem-se que

|cos(x+ h)− cosx| = | − 2sen[(1/2)(2x+ h)]sen[(1/2)h]| ≤ 2(1/2)|h| = |h|,

para h suficientemente pequeno. Portanto,

|cos(x+ h)− cosx| ≤ |h|.

Dáı, pelo Teorema do Sandúıche,

lim
h→0

cos(x+ h) = cos x.

Utilizando a Proposição 5.2, conclúımos que

lim
x→y

cosx = cos y.

Vejamos uma outra maneira de definir limites de funções.
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Teorema 5.6 (Caracterização de Limite). Sejam f : X → R e y ∈ X ′. Então,

lim
x→y

f(x) = l ⇔ ∀ (xn) ⊆ X\{y}, com lim xn = y, tem-se que lim f(xn) = l.

Demonstração. ⇒) Seja (xn) ⊆ X\{y} tal que lim xn = y. Assim, dado ε > 0 temos que

existe δ > 0 tal que para todo x ∈ X com 0 < |x−y| < δ, chegamos a seguinte desigualdade:

|f(x)− l| < ε,

pois lim
x→y

f(x) = l. Como lim xn = y, então ∃ N ∈ N tal que para todo n ≥ N , tem-se

0 < |xn − y| < δ, com N = N(δ).

Com isso, para todo n ≥ N , conclui-se que |f(xn)− l| < ε. Ou seja,

lim f(xn) = l.

⇐) Suponha, por contraposição, que lim
x→y

f(x) �= l. Assim, existe ε > 0 tal que ∀ δ > 0,

encontra-se xδ ∈ X tal que

0 < |xδ − y| < δ e |f(xδ)− l| ≥ ε.

Considere os seguintes valores para δ :

1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, ...,

com n ∈ N para obter xn ∈ X tal que

0 < |xn − y| < 1

n
e |f(xn)− l| ≥ ε.

Portanto, utilizando o Teorema do Sandúıche, (xn) ⊆ X\{y}, lim xn = y e

|f(xn)− l| ≥ ε,
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ver Exemplo 2.5. Se lim f(xn) = l, então

0 = lim |f(xn)− l| ≥ ε,

ver Corolário 5.4, ou seja, ε ≤ 0. Contradição! Assim sendo, lim f(xn) �= l.

O Teorema 5.6 nos ajuda a mostrar, de uma maneira mais simples, a inexistência de

alguns limites. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 5.7. Sejam X = R∗ e f : X → R dada por

f(x) = cos (1/x) , ∀ x ∈ R.

Vamos verificar que

lim
x→0

cos (1/x) não existe.

De fato, seja xn = 1/(nπ), ∀ n ∈ N. Logo,

lim xn = lim
1

nπ
=

1

π
lim

1

n
= 0.

Porém,

lim cos (1/xn) = lim cos (nπ) não existe,

pois (cos (nπ)) = (−1, 1,−1, 1, ...) (ver Teorema 2.2). Dessa forma, utilizando o Teorema 5.6

temos que

lim
x→0

cos (1/x) não existe.

Corolário 5.7 (Unicidade). Se o limite de uma função real existe este é único.

Demonstração. Sejam f : X → R e y ∈ X ′. Considere que

lim
x→y

f(x) = l e lim
x→y

f(x) = m.

Vamos provar que l = m. Como y ∈ X ′, então existe (xn) ⊆ X\{y} tal que lim xn = y. Dáı,

pelo Teorema 5.6,

lim f(xn) = l e lim f(xn) = m.

Usando a unicidade de limite de sequências (ver Teorema 2.1), conclúımos que l = m.
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Exerćıcios de Fixação

1. Mostre que:

i) lim
x→2

1

1− x
= −1;

ii) lim
x→0

x2

|x| = 0 ;

iii) lim
x→1

x2 − x+ 1

x+ 1
=

1

2
.

2. Utilize a Definição 5.1 para mostrar que lim
x→−1

x+ 5

2x+ 3
= 4.

3. Mostre que os seguintes limites não existem:

i) lim
x→0

1

x2
(x > 0);

ii) lim
x→0

1√
x
.

4. Seja f : R → R definida por f(x) = x, se x ∈ Q e f(x) = 0, se x �∈ Q. Mostre que

lim
x→0

f(x) existe.

5.3 Operações Elementares com Limites de Funções

Reais

Reservamos esta seção para trabalharmos com as operações mais elementares envolvendo

limites. E deixamos para o fim definir e exemplificar funções localmente limitadas, com o

intuito de obtermos um resultado para funções reais análogo ao Teorema 2.3.

Teorema 5.8 (Operações com Limites). Sejam f, g : X → R e y ∈ X ′. Caso lim
x→y

f(x) e

lim
x→y

g(x) existam, os seguintes itens são verdadeiros:
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i) lim
x→y

[f(x) + g(x)] = lim
x→y

f(x) + lim
x→y

g(x),

ii) lim
x→y

[f(x) · g(x)] = lim
x→y

f(x) · lim
x→y

g(x),

iii) lim
x→y

[f(x)/g(x)] = [lim
x→y

f(x)]/[lim
x→y

g(x)], se lim
x→y

g(x) �= 0,

Obs 5.7. O Teorema 5.8 nos diz que:

i) o limite de uma soma é a soma dos limites;

ii) o limite de um produto é o produto dos limites;

iii) o limite de uma divisão é a divisão dos limites (caso o denominador seja não-nulo),

sempre que os limites relatados existem.

Demonstração. Seja (xn) ⊆ X\{y} com lim xn = y. Como lim
x→y

f(x) e lim
x→y

g(x) existem,

então, pelo Teorema 5.6, obtemos

lim f(xn) = lim
x→y

f(x) e lim g(xn) = lim
x→y

g(x).

Pelas operações estabelecidas no Teorema 2.11, conclúımos que

i) lim[f(xn) + g(xn)] = lim f(xn) + lim g(xn) = lim
x→y

f(x) + lim
x→y

g(x);

ii) lim[f(xn) · g(xn)] = lim f(xn) · lim g(xn) = lim
x→y

f(x) · lim
x→y

g(x);

iii) lim [f(xn)/g(xn)] = [lim f(xn)]/[lim g(xn)] = [lim
x→y

f(x)]/[lim
x→y

g(x)],

se lim g(xn) = lim
x→y

g(x) �= 0.

Com isso, novamente pelo Teorema 5.6, obtemos
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i) lim
x→y

[f(x) + g(x)] = lim
x→y

f(x) + lim
x→y

g(x);

ii) lim
x→y

[f(x) · g(x)] = lim
x→y

f(x) · lim
x→y

g(x);

iii) lim
x→y

[f(x)/g(x)] = [lim
x→y

f(x)]/[lim
x→y

g(x)];

Obs 5.8. Quando lim
x→y

g(x) existe e f(x) = k (constante), ∀ x ∈ X, então

lim
x→y

f(x)g(x) = lim
x→y

kg(x) = lim
x→y

k lim
x→y

g(x) = k lim
x→y

g(x),

ver Exemplo 5.1.

Obs 5.9. Observe que quando lim
x→y

f(x) e lim
x→y

g(x) existem, então os itens i) e ii) do Teorema

5.8, nos garantem que

lim
x→y

[f(x)− g(x)] = lim
x→y

{f(x) + [−g(x)]} = lim
x→y

f(x) + lim
x→y

[−g(x)] = lim
x→y

f(x)− lim
x→y

g(x).

Obs 5.10. Pode-se provar, por indução, que

lim
x→y

[f1(x) + f2(x) + ...+ fn(x)] = lim
x→y

f1(x) + lim
x→y

f2(x) + ...+ lim
x→y

fn(x)

e também que,

lim
x→y

[f1(x) · f2(x) · ... · fn(x)] = lim
x→y

f1(x) · lim
x→y

f2(x) · ... · lim
x→y

fn(x),

quando lim
x→y

fi(x) existe, ∀ i = 1, 2, ..., n.

Exemplo 5.8 (Limite de Polinômio). Vimos que lim
x→y

x = y. Assim, da observação anterior,

chegamos a

lim
x→y

xn = lim
x→y

x · ... · x = lim
x→y

x · ... · lim
x→y

x = y · ... · y = yn.

Portanto, usando os itens i) e ii) do Teorema 5.8, obtemos

lim
x→y

[anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0] = lim
x→y

anx
n + lim

x→y
an−1x

n−1 + ...+ lim
x→y

a1x+ lim
x→y

a0
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= any
n + an−1y

n−1 + ...+ a1y + a0.

Com isso, se f : R → R é a função polinômial

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0,

então lim
x→y

f(x) = f(y).

Definição 5.2 (Função Localmente Limitada). Dizemos que uma função f : X → R é

limitada em uma vizinhança de y ∈ X ′ se existem δ > 0 e m ∈ R tais que

|f(x)| ≤ m, ∀ x ∈ (y − δ, y + δ) ∩X.

f(x)

[

[

m

-m

y+�
x

)(
yy �-

z

f(z)

Figura 5.6: Função localmente limitada

Exemplo 5.9. Seja f : R∗ → R dada por

f(x) = cos (1/x) , ∀ x ∈ R∗.

Sabemos que

−1 ≤ cos (1/x) ≤ 1, ∀ x ∈ R∗.

Logo, f é uma função limitada em uma vizinhança de 0, basta considerar δ = 1 > 0.

Exemplo 5.10. Seja f : R+ → R dada por

f(x) = 1/x, ∀ x ∈ R+.
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f não é limitada em uma vizinhança de 0. Suponha, por absurdo, que existem δ > 0 e m ∈ R

tais que

|f(x)| ≤ m, ∀ x ∈ (−δ, δ) ∩ R+ = (0, δ).

Sabemos que existem N1, N2 ∈ N tais que N1 > m e N2 > 1/δ (ver Teorema 1.2). Seja

N = max{N1, N2} ∈ N. Assim,

N ≥ N1 > m e N ≥ N2 > 1/δ.

Por conseguinte, N > m e 0 < 1/N < δ. Por outro lado,

m < N = |N | = |f (1/N)| ≤ m.

Contradição!

Mostraremos, logo a seguir, que o limite do produto de uma função que tende a zero por

outra localmente limitada é também zero.

Corolário 5.9. Sejam f, g : X → R e y ∈ X ′. Se lim
x→y

f(x) = 0 e g é limitada em uma

vizinhança de y. Então, lim
x→y

f(x)g(x) = 0.

Demonstração. Como g é limitada nunha vizinhança de y ∈ X ′, então existem δ > 0 e

m ∈ R tais que

|g(x)| ≤ m, ∀ x ∈ (y − δ, y + δ) ∩X.

Por outro lado, lim
x→y

f(x) = 0. Assim, pelo Teorema 5.6, ∀ (xn) ⊆ X\{y} com lim xn = y,

obtemos lim f(xn) = 0. Portanto, existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N , tem-se xn ∈
(y − δ, y + δ). Logo,

|g(xn)| ≤ m, ∀ n ≥ N,

pois

xn ∈ (y − δ, y + δ) ∩X, ∀ n ≥ N.

Usando o Teorema 2.9, lim f(xn)g(xn) = 0. Consequentemente, lim
x→y

f(x)g(x) = 0 (ver

Teorema 5.6).

Exemplo 5.11. Como a função definida por cos (1/x), ∀ x ∈ R∗, é limitada em uma vizi-
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nhança de 0 e lim
x→0

x = 0, então, usando o Teorema 5.9, chegamos a

lim
x→0

x cos (1/x) = 0.

Observe que lim
x→0

cos (1/x) não existe (ver Exemplo 5.7).

O próximo resultado estabelece uma forma análoga para o Teorema 2.3 enunciado na

aula 2.

Teorema 5.10. Sejam f : X → R e y ∈ X ′. Considere que lim
x→y

f(x) existe. Então, f é

limitada em uma vizinhança de y.

Demonstração. Seja lim
x→y

f(x) = l. Dado ε = 1 > 0, existe δ > 0 tal que, para todo x ∈ X,

0 < |x− y| < δ ⇒ |f(x)− l| < 1.

Usando o Teorema 1.5, temos que

||f(x)| − |l|| ≤ |f(x)− l| < 1.

Ou seja, −1 < |f(x)| − |l| < 1. Portanto,

|f(x)| < 1 + |l|, ∀ x ∈ (y − δ, y + δ) ∩ (X\{y}).

Se y �∈ X, faça m = 1 + |l|. Se y ∈ X, faça m = max{1 + |l|, |f(y)|}. De qualquer maneira,

|f(x)| ≤ m, ∀ x ∈ (y − δ, y + δ) ∩X.

Ou seja, f é limitada em uma vizinhança de y.

Vejamos como utilizar a contrapositividade do Teorema 5.10.

Exemplo 5.12. Vimos que a função f : R+ → R, dada por

f(x) = 1/x, ∀ x ∈ R+,
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não é limitada em uma vizinhança de 0. Com isso, pelo Teorema 5.10,

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

1/x

não existe.

Exerćıcios de Fixação

1. Determine os seguintes limites:

i) lim
x→1

(x+ 1)(2x+ 3) ;

ii) lim
x→1

x2 + 2

x2 − 2
.

2. Determine os seguintes limites:

i) lim
x→1

√
x− 1

x− 1
, x > 0;

ii) lim
x→2

x2 − 4

x− 2
, x > 0.

3. Seja n ∈ N tal que n ≥ 3. Mostre a desigualdade −x2 ≤ xn ≤ x2, ∀ x ∈ (−1, 1). Use o

fato que lim
x→0

x2 = 0 para concluir que lim
x→0

xn = 0.

4. Encontre o limite lim
x→0

√
1 + 2x−√

1 + 3x

x+ 2x2
, onde x > 0.

5. Dê exemplos de funções f, g tais que lim
x→y

f(x) e lim
x→y

g(x) não existem, mas lim
x→y

[f(x)+g(x)]

e lim
x→y

f(x)g(x) existem.

5.4 Limites Laterais de Funções Reais

Caro leitor, para o estudo de limites laterais, faz-se necessário lembrarmos as definições

e resultados obtidos na seção 4.7. Nesta, trabalhamos com pontos de acumulação laterais,
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os quais são imprescind́ıveis nas definições a seguir.

Definição 5.3 (Limite Lateral à Direita). Sejam f : X → R uma aplicação e y ∈ X ′
+.

Dizemos que o limite à direita de f(x) quando x tende a y é l, se dado ε > 0, existe δ > 0

tal que

para todo x ∈ X ∩ (y, y + δ), tem-se |f(x)− l| < ε.

Neste caso, escrevemos

lim
x→y+

f(x) = l.

0

l

f(z)

(

(
l +�

l - �

f(x)

(
y +�y xz

(

Figura 5.7: Limite à direita

Definição 5.4 (Limite Lateral à Esquerda). Sejam f : X → R uma função e y ∈ X ′
−.

Dizemos que o limite à esquerda de f(x) quando x tende a y é l, se dado ε > 0, existe δ > 0

tal que

para todo x ∈ X ∩ (y − δ, y), tem-se |f(x)− l| < ε.

Neste caso, escrevemos

lim
x→y−

f(x) = l.

Proposição 5.3. Sejam f : X → R uma função, y ∈ X ′
+, Y = X ∩ (y,∞) e g = f |Y : Y →

R, dada por

g(y) = f(y), ∀ y ∈ Y.

Logo,

lim
x→y+

f(x) = l ⇔ lim
x→y

g(x) = l.

Demonstração. Observe que, usando a Definição 5.3, os seguinte itens são equivalentes:
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i) lim
x→y+

f(x) = l;

ii) ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 tal que ∀ x ∈ X ∩ (y, y + δ), tem-se |f(x)− l| < ε;

iii) ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 tal que ∀ x ∈ Y ∩ (y − δ, y + δ), tem-se |g(x)− l| < ε;

iv) lim
x→y

g(x) = l.

Obs 5.11. A equivalência

lim
x→y−

f(x) = l ⇔ lim
x→y

g(x) = l

pode ser provada de maneira análoga, com g = f |Y : Y → R, dada por g(y) = f(y), ∀ y ∈ Y,

e Y = X ∩ (−∞, y).

Obs 5.12. Com esta proposição é fácil provar que os resultados estabelecidos neste caṕıtulo

envolvendo limites, com as devidas modificações, são verdadeiros para limites laterais. Por

exemplo, considere que lim
x→y+

f(x) e lim
x→y+

g(x) existem, então

lim
x→y+

[f(x) + g(x)] = lim
x→y+

f(x) + lim
x→y+

g(x).

De fato,

lim
x→y+

[f(x) + g(x)] = lim
x→y

[(f |Y )(x) + (g|Y )(x)]

= lim
x→y

(f |Y )(x) + lim
x→y

(g|Y )(x)

= lim
x→y+

f(x) + lim
x→y+

g(x),

onde Y = X ∩ (y,∞).

Exemplo 5.13. Seja f : R∗ → R dada por

f(x) =
x

|x| , ∀ x ∈ R∗.

Assim,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x

|x| = lim
x→0+

x

x
= lim

x→0+
1 = 1.
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Por outro lado,

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x

|x| = lim
x→0−

−x

x
= lim

x→0−
−1 = −1.

Vejamos, agora, como relacionar o limite ordinário (ver Definição 5.1) com os limites

laterais de uma função real.

Teorema 5.11. Sejam f : X → R uma função e y ∈ X ′
±. Então,

lim
x→y

f(x) = l ⇔ lim
x→y+

f(x) = lim
x→y−

f(x) = l.

Demonstração. ⇒) Suponha que lim
x→y

f(x) = l. Assim, pela Definição 5.1, dado ε > 0, ∃ δ > 0

tal que

para todo x ∈ X com 0 < |x− y| < δ, tem-se |f(x)− l| < ε.

Consequentemente, para todo x ∈ X ∩ (y − δ, y), tem-se que

x ∈ X e y − δ < x < y < y + δ.

Dáı, x ∈ X e 0 < |x − y| < δ. Logo, |f(x) − l| < ε. Isto nos diz que lim
x→y−

f(x) = l.

Analogamente, prova-se que lim
x→y+

f(x) = l.

⇐) Suponha que

lim
x→y+

f(x) = lim
x→y−

f(x) = l.

Assim sendo, dado ε > 0 existem δ1, δ2 > 0 tais que

∀ x ∈ X ∩ (y, y + δ1), conclui-se |f(x)− l| < ε

Da mesma maneira,

∀ x ∈ X ∩ (y − δ2, y), infere-se |f(x)− l| < ε.

Seja δ = min{δ1, δ2} > 0. Com isso, para todo x ∈ X com 0 < |x− y| < δ, tem-se

x ∈ X ∩ (y, y + δ) ou x ∈ X ∩ (y − δ, y).

Consequentemente,

x ∈ X ∩ (y, y + δ1) ou x ∈ X ∩ (y − δ2, y),
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pois, δ ≤ δ1, δ2. De qualquer maneira, conclúı-se que |f(x)− l| < ε. Ou seja,

lim
x→y

f(x) = l.

Exemplo 5.14. Vimos que

lim
x→0+

x

|x| = 1 e lim
x→0−

x

|x| = −1.

Logo, lim
x→0

x

|x| não existe, pelo Teorema 5.11.

Vejamos, agora, como encontrar o valor de um Limite Fundamental do Cáculo.

0 A
1

A
2

A
3

A
4

x

1

sen(x)

tg(x){{

Figura 5.8: Relação geométrica envolvendo tangente e seno

Exemplo 5.15. Sejam B1 e B2 as áreas dos triângulos ΔA1OA4 e ΔA2OA3. Considere

também que B3 seja a área do setor circular A2OA4. A figura acima, nos diz que

B1 ≤ B3 ≤ B2.

É fácil ver que

cos x =
|OA1|
|OA4|

= |OA1| e senx =
|A1A4|
|OA4|

= |A1A4|,

pois esta circunferência trigonométrica tem raio 1. Consequentemente,

B1 =
|A1A4| · |OA1|

2
=

senx cos x

2
.
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Analogamente, encontramos

B2 =
|A2A3| · |OA2|

2
=

tan x

2
.

Por fim, sabemos que B3 = x/2. Por conseguinte,

senx cos x

2
≤ x

2
≤ tan x

2
.

Dessa forma,

senx cos x ≤ x ≤ tan x.

Considere que x ∈ (0, π/2). Assim sendo, senx, cos x > 0. Por conseguinte, dividindo as

desigualdades acima por senx, obtemos

cos x ≤ x

senx
≤ 1

cos x
.

Invertendo estas desigualdades, chegamos a

1

cosx
≤ senx

x
≤ cosx.

Portanto, pelo Teorema 5.5, conclúımos lim
x→0+

senx

x
= 1, pois

lim
x→0

cosx = cos 0 = 1,

ver Exemplo 5.6. Usando o fato que o seno é uma função ı́mpar, prova-se que lim
x→0−

senx

x
= 1.

Desta maneira, utilizando o Teorema 5.11, inferimos

lim
x→0

senx

x
= 1.

Este limite é chamado Limite Fundamental do Cálculo.

Vimos na aula 2 que uma sequência monótona e limitada é convergente, além disso

mostramos como obter tal convergência. Abaixo daremos definições que nos possibilitarão

obter resultados semelhantes sobre a existência de alguns limites.

Definição 5.5 (Função Monótona). Seja f : X → R. Dizemos que f é não-decrescente
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(respectivamente, não-crescente) se

x, y ∈ X com x < y ⇒ f(x) ≤ f(y) (respectivamente, f(x) ≥ f(y)).

Se

x < y ⇒ f(x) < f(y) (respectivamente, f(x) > f(y)),

dizemos que f é crescente (respectivamente, decrescente). Em qualquer destes casos, f é

dita uma função monótona.

Exemplo 5.16. Toda função real constante é não-crescente e não-decrescente. A função

f : R+ → R, dada por f(x) = 1/x, é decrescente.

Exemplo 5.17. A função f : R → R, dada por f(x) = cosx, não é uma função monótona,

pois

cos π = −1 < 1 = cos(2π) e cos(π/2) = 0 > −1 = cos π.

O Teorema 2.4 tem sua versão para funções reais enunciada no seguinte resultado.

Teorema 5.12. Seja f : X → R uma função monótona limitada. Então lim
x→y+

f(x) e

lim
x→z−

f(x) existem, ∀ y ∈ X ′
+, z ∈ X ′

−.

Demonstração. Suponha que f é monótona não-decrescente limitada e z ∈ X ′
−. Como f é

limitada, então

Y = {f(x) : x ∈ X e x < z}

é um conjunto limitado. Por outro lado, z ∈ X ′
−, logo, ∃ x ∈ X ∩ (z − 1, z) (ver Teorema

4.4). Ou seja, f(x) ∈ Y . Consequentemente, Y é não-vazio e limitado. Dessa forma, usando

a completude de R, supY existe. Vamos provar que

lim
x→z−

f(x) = supY.

De fato, pela Definição 1.11, dado ε > 0, ∃ f(x) ∈ Y tal que

supY − ε < f(x).

Como f(x) ∈ Y , então x < z. Dáı existe δ > 0 tal que z = x+ δ. Assim,

supY − ε < f(z − δ).
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Dessa forma, ∀ x ∈ X ∩ (z − δ, z), tem-se que

x ∈ X e z − δ < x < z.

Como f é não-decrescente, então

supY − ε < f(z − δ) ≤ f(x) ≤ supY ≤ supY + ε,

ou seja,

f(x) ∈ (supY − ε, supY + ε).

Equivalentemente, |f(x)− supY | < ε. Isto nos diz que lim
x→z−

f(x) = supY.

Obs 5.13. Analogamente, prova-se que

lim
x→y+

f(x) = inf{f(x) : x ∈ X e x > y},

se f é não-decrescente.

Exemplo 5.18. Seja f : [0, 2] → R dada por

f(x) =

{
0, se x ∈ [0, 1];

1, se x ∈ (1, 2].

A função f é monótona não-decrescente. Note que f é limitada, pois f([0, 2]) = {0, 1}. Pelo
Teorema 5.12, temos que

lim
x→2−

f(x) = sup{f(x) : x ∈ [0, 2)} = sup{0, 1} = 1

e também

lim
x→0+

f(x) = inf{f(x) : x ∈ (0, 2]} = inf{0, 1} = 0.

Exerćıcios de Fixação

1. Dê um exemplo de uma função que tem limite lateral à direita, mas não possui limite

lateral à esquerda em algum ponto.
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2. Seja f(x) =
√|x|, onde x �= 0. Mostre que lim

x→0+
f(x) = lim

x→0−
f(x) = 0.

3. Calcule o limite lim
x→1

x

x− 1
, ou mostre que ele não existe.

4. Calcule o limite lim
x→0+

x+ 2√
x

, onde x > 0, ou mostre que este limite não existe.

5.5 Limites Infinitos e no Infinito de Funções Reais

Nesta seção, definimos e exemplificamos limites infinito e no infinito. No decorrer da

teoria, mostraremos alguns resultados assim que estes forem se tornando oportunos. No fim,

discutiremos mais uma maneira onde podemos encontrar uma indeterminação para limites.

Definição 5.6 (Limites Infinitos). Seja f : X → R uma função, onde X ⊆ R é ilimitado

superiormente. Dizemos que f(x) tende a l quando x tende a ∞, quando dado ε > 0, existe

A > 0 tal que

para todo x ∈ X com x > A, conclui-se |f(x)− l| < ε.

Neste caso, ecrevemos

lim
x→∞

f(x) = l.

0

l

(

(

l +�

l - �

f(x)

A x

(

Figura 5.9: Limite infinito (x → ∞)

Definição 5.7 (Limites Infinitos). Seja f : X → R uma aplicação, onde X ⊆ R é ilimitado

inferiormente. Dizemos que f(x) tende a l quando x tende a −∞, quando dado ε > 0, existe

A > 0 tal que

para todo x ∈ X com x < −A, infere-se |f(x)− l| < ε.
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Neste caso, ecrevemos

lim
x→−∞

f(x) = l.

Obs 5.14. Observe que A depende somente de ε, i.e, A = A(ε).

Exemplo 5.19. Afirmamos que

lim
x→∞

1

x
= 0.

De fato, dado ε > 0, com A =
1

ε
> 0, temos que para todo x ∈ R∗ com x > A > 0, conclui-se

que

0 <
1

x
<

1

A
= ε,

ou seja,

lim
x→∞

1

x
= 0.

Analogamente, prova-se que lim
x→−∞

1

x
= 0.

Exemplo 5.20. É verdade que

lim
x→−∞

ex = 0,

ver Definição 10.2. Com efeito, dado 0 < ε < 1, considere

A = − ln ε = ln ε−1 > 0,

pois ε−1 > 1, ver Definição 10.1. Com isso, para todo x < −A = ln ε, encontramos

ex < e−A = eln ε = ε.

Agora, se ε > 1, então considere A = 1 > 0, para obter

x < −A = −1 < 0 ⇒ ex < e0 = 1 < ε.

De qualquer maneira, dado ε > 0, existe A > 0 tal que para todo x < −A, tem-se que

ex < ε, ou seja

lim
x→−∞

ex = 0.

Exemplo 5.21. Note que lim
x→∞

ex não existe, ver Definição 10.2. Suponha, por absurdo, que

lim
x→∞

ex = l.
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Dado ε > 0 existe B > 0 tal que ∀ x > B, tem-se |ex − l| < ε. Portanto,

ex − |l| ≤ ||ex| − |l|| ≤ |ex − l| < ε,

isto é,

ex < ε+ |l|.

Considere A > max{ε + |l|, 1}. Seja C = max{B, lnA} > 0 (ver Definição 10.1). Assim, se

x > C, então x > B e x > lnA. Com isso,

ex < ε+ |l| e ex > elnA = A > ε+ |l|,

ou seja,

ex < ε+ |l| e ex > ε+ |l|.

Contradição! Logo, lim
x→∞

ex não existe.

Agora, vejamos duas maneiras análogas de definirmos limites no infinito.

Definição 5.8 (Limite no Infinito). Sejam f : X → R uma função e y ∈ X ′. Dizemos que

f(x) tende a ∞ quando x tende a y se dado A > 0, existe δ > 0 tal que

para todo x ∈ X com 0 < |x− y| < δ, tem-se f(x) > A.

Neste caso, escrevemos

lim
x→y

f(x) = ∞.

0

f(z)

(

f(x)

(
y +�y xz

A

y - �

(

Figura 5.10: Limite no infinito f(x) → ∞
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Definição 5.9 (Limite no Infinito). Sejam f : X → R uma função e y ∈ X ′. Dizemos que

f(x) tende a −∞ quando x tende a y se dado A > 0, existe δ > 0 tal que

para todo x ∈ X com 0 < |x− y| < δ, tem-se f(x) < −A.

Neste caso, escrevemos

lim
x→y

f(x) = −∞.

Obs 5.15. Observe que δ depende somente de A, isto é, δ = δ(A).

Exemplo 5.22. Com esta nova definição temos que

lim
x→0

1

x2
= ∞.

Dado A > 0, seja δ = 1/
√
A > 0. Assim, para todo x ∈ R∗ com 0 < |x| < δ, tem-se

1

x2
>

1

δ2
= A,

isto é, lim
x→0

1/x2 = ∞. Analogamente,

lim
x→0

− 1

x2
= −∞.

O primeiro resultado que surge envolve limite no infinito. Leia a afirmação abaixo.

Proposição 5.4. Sejam f, g : X → R funções e y ∈ X ′. Se lim
x→y

f(x) = ∞ e

f(x) ≤ g(x), ∀ x ∈ X,

então lim
x→y

g(x) = ∞.

Demonstração. Com efeito, dado A > 0 existe δ > 0 tal que

para todo x ∈ X com x ∈ (y − δ, y + δ), conclui-se g(x) ≥ f(x) > A.

Logo, g(x) > A. Ou seja, lim
x→y

g(x) = ∞.

Obs 5.16. Analogamente, se f(x) ≤ g(x), ∀ x ∈ X e lim
x→y

g(x) = −∞, então lim
x→y

f(x) = −∞.



5.5. LIMITES INFINITOS E NO INFINITO DE FUNÇÕES REAIS 183

Mesclaremos abaixo a definição de limite infinito com o conceito de limite no infinito.

Definição 5.10 (Limite Infinito no Infinito). Seja f : X → R uma função, onde X é

ilimitado superiormente. Dizemos que f(x) tende a ∞ quando x tende a ∞, se dado A > 0,

existe B > 0 tal que

para todo x ∈ X, com x > B, infere-se f(x) > A.

Neste caso escrevemos

lim
x→∞

f(x) = ∞.

0

f(z)

(

f(x)

xz

A

(

B

Figura 5.11: Limite infinito no infinito

Definição 5.11 (Limite Infinito no Infinito). Seja f : X → R uma função, onde X é

ilimitado inferiormente. Dizemos que f(x) tende a −∞ quando x tende a ∞ se dado A > 0,

existe B > 0 tal que

para todo x ∈ X, com x > B, encontra-se f(x) < −A.

Nesta situação, escrevemos

lim
x→∞

f(x) = −∞.

Obs 5.17. Observe que B depende somente de A, isto é, B = B(A).

Exemplo 5.23. Afirmamos que

lim
x→∞

ex = ∞,

ver Definição 10.2. Com efeito, dado A > 1, ∃ B = lnA > 0 (ver Definição 10.1) tal que

para todo x ∈ X com x > B = lnA, tem-se ex > elnA = A.
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Por outro lado, se 0 < A < 1, então existe B = 1 > 0, tal que

para todo x ∈ X, com x > B = 1 > 0, encontra-se ex > e0 = 1 > A.

Assim sendo, lim
x→∞

ex = ∞.

Obs 5.18. Podemos definir outros limites unindo as definições estabelecidas acima. Por

exemplo

lim
x→−∞

f(x) = ∞, lim
x→y+

f(x) = ∞, lim
x→y−

f(x) = −∞, ...

Vejamos como definir este último limite, ou seja, lim
x→y−

f(x) = −∞. Dado A > 0, ∃ δ > 0 tal

que

para todo x ∈ X ∩ (y − δ, y), tem-se f(x) < −A.

Obs 5.19. Os resultados encontrados nos Teoremas 2.12 e 5.6, com as devidas modificações,

continuam sendo válidos para limites de funções reais infinitos e no infinito. Por exemplo, se

lim
x→∞

f(x) = ∞ e g(x) ≥ m > 0, ∀ x ∈ X,

então

lim
x→∞

f(x)g(x) = ∞.

E também, se (y,∞) ⊆ X, então

lim
x→∞

f(x) = l ⇔ ∀ (xn) ⊆ X ∩ (y,∞) tal que lim xn = ∞, tem-se lim f(xn) = l.

Exemplo 5.24. É verdade que

lim
x→0−

1

x
= −∞.

Com efeito, dado A > 0, existe δ = 1/A > 0 tal que

para todo x ∈ (−1/A = −δ, 0) , tem-se − 1

A
< x < 0.

Logo, 1/A > −x > 0. Por conseguinte, A < −1/x. Equivalentemente, 1/x < −A. Ou seja,

lim
x→0−

1

x
= −∞.

A seguir daremos mais um exemplo sobre o conceito de indeterminação envolvendo limites
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de funções.

Obs 5.20. Quando se calcula um determinado limite é posśıvel encontrar resultados do tipo

∞ − ∞,∞0, 1∞, 00, 0
0
, ∞∞ . Estes são denominados indeterminações. Vejamos por que eles

ocorrem. Consideraremos a indeterminação 00. Sejam y > 0 e f, g : (0,∞) → R, dadas por

f(x) = x e g(x) =
ln y

ln x
.

Portanto,

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x = 0 e lim
x→0

g(x) = lim
x→0

ln y

ln x
= ln y lim

x→0

1

ln x
= 0,

ver Exemplo 5.3. Assim,

f(x)g(x) = x
ln y
ln x = y ⇔ ln(x

ln y
ln x ) = ln y ⇔ ln y

ln x
ln x = ln y.

Dessa forma,

lim
x→0

f(x)g(x) = lim
x→0

y = y,

ver Exemplo 5.1. Neste caso, a indeterminação 00 pode estar tão próximo (no limite) de

qualquer número positivo desejado quanto quisermos. Por outro lado, seja h : (0,∞) → R,

dada por

h(x) =
ln (2 + | cos (1/x) |)

ln x
.

Consequentemente,

lim
x→0

h(x) = lim
x→0

ln (2 + | cos (1/x) |)
ln x

= 0,

pois

ln (2 + | cos (1/x) |) ≤ ln(2 + 1) = ln 3 e lim
x→0

1

ln x
= 0,

ver Exemplo 5.3 e Teorema 5.9. Por outro lado, pelo que foi feito acima, temos que

lim
x→0

f(x)h(x) = lim
x→0

x
ln(2+| cos(1/x)|)

ln x = lim
x→0

ln (2 + |cos (1/x)|) ,

limite o qual não existe (ver Exemplo 5.7). Ou seja, a indeterminação 00 pode não estar

próximo (no limite) de qualquer que seja o número real. Por isso, o nome dado para este

problema é indeterminação.
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Exerćıcios de Fixação

1. Calcule os limites lim
x→∞

x+ 2√
x

e lim
x→∞

√
x− 5√
x+ 3

, ou mostre que estes limites não existem.

2. Seja f(x) = 1/
√|x|, para x �= 0. Mostre que lim

x→0+
f(x) = lim

x→0−
f(x) = ∞.

3. Suponha que lim
x→∞

f(x) e lim
x→∞

g(x) existem e que f(x) ≤ g(x), ∀ x ∈ (y,∞). Mostre que

lim
x→∞

f(x) ≤ lim
x→∞

g(x).

4. Mostre que se f : (y,∞) → R é tal que lim
x→∞

xf(x) = l, então lim
x→∞

f(x) = 0.

5. Suponha que lim
x→y

f(x) = l > 0 e que lim
x→y

g(x) = ∞. Mostre que lim
x→y

f(x)g(x) = ∞. Se

l = 0, mostre com um exemplo que esta afirmação é falsa.

5.6 Conclusão

Caro leitor, ao final desta aula, é importante ressaltar que, neste material, o mais relevante

não é saber encontrar o limite, como é feito no cálculo ordinário, e sim avaliar se é posśıvel

calculá-lo. Assim sendo, a parte computacional não é a parte mais interessante deste texto.

Além disso, como veremos no decorrer do material, as definições de continuidade, em alguns

casos, e derivada, são estabelecidas por limite. Com isso, limite de funções é uma ferramenta

importante nestas notas e em muitas aplicações em diversas áreas das ciências exatas. Para

alguns exemplos de limite de funções em F́ısica ver [1].

5.7 Resumo

Nesta aula, apresentamos os conceitos de limite de funções reais sobre subconjuntos cons-

titúıdos de números reais. Neste contexto, estudamos limites ordinários, laterais, infinitos

e no infinito. Mostramos alguns exemplos destes limites para ilustração de como devemos

resolver exerćıcios deste conteúdo. Porém, em muitos casos, o cálculo de um limite é um

trabalho dif́ıcil. Por isso, mostramos também alguns resultados que estabelecem somente a

existência de tais limites.
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5.8 Exerćıcios Propostos

Exerćıcios:

1. Sejam f : X → R e y ∈ X ′. Prove que lim
x→y

f(x) existe ⇔ ∀ (xn) ⊆ X\{y} com

lim xn = y, tem-se que lim f(xn) existe.

2. Sejam f, g : R → R definidas por f(x) = 0 se x ∈ (R\Q) e f(x) = x, se x ∈ Q; g(x) = 0

se x �= 0 e g(0) = 1. Mostre que lim
x→0

f(x) = 0 e lim
x→0

g(x) = 0, porém lim
x→0

g(f(x)) não existe.

3. Prove que lim
x→y+

f(x) = l (respectivamente, lim
x→y−

f(x) = l) ⇔ ∀ (xn) ⊆ X decrescente

(respectivamente, crescente) com lim xn = y, tem-se que lim f(xn) = l.

4. Seja a > 1. Prove que lim
x→0+

1

1 + a
1
x

= 0 e lim
x→0−

1

1 + a
1
x

= 1.

5. Sejam f : X → R monótona e y ∈ X ′
+. Considere que existe uma sequência (xn) ⊆ X,

com xn > y, lim xn = y e lim f(xn) = l, prove que lim
x→y+

f(x) = l.

6. Seja p : R → R um polinômio não-constante, ou seja, p(x) = y0 + y1x + ... + ynx
n, com

yn �= 0 e n ∈ N. Se n é ı́mpar, prove que lim
x→∞

p(x) = ∞ e lim
x→−∞

p(x) = −∞, se yn > 0, e

lim
x→−∞

p(x) = ∞ e lim
x→∞

p(x) = −∞, se yn < 0.

7. Seja f : R → R definida por f(x) = x+yxsenx. Mostre que |y| < 1 ⇒ lim
x→−∞

f(x) = −∞.

8. Dado y > 1, defina g : R → R, pondo g(x) = yx. Prove que lim
x→∞

g(x) = ∞ e

lim
x→−∞

g(x) = 0.

9. (Critério de Cauchy) Sejam f : X → R e a ∈ X ′. Prove que lim
x→a

f(x) existe ⇔ ∀ ε >

0, ∃ δ > 0 tal que ∀ x, y ∈ X com 0 < |x−a| < δ, 0 < |y−a| < δ, prove que |f(x)−f(y)| < ε.

Sugestão: Use sequência de Cauchy e O Teorema 5.6 para a rećıproca.

10. (Permanência de Sinal) Se lim
x→y

f(x) > 0 prove que existe δ > 0 tal que ∀ x ∈ X com

0 < |x− y| < δ, tem-se f(x) > 0.
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5.9 Exerćıcios Resolvidos

Questões Resolvidas:

Ex1. Sejam f : X → R e y ∈ X ′. Porve que se lim
x→y

f(x) = l então l ∈ f(X\{y}).

Demonstração. Considere que lim
x→y

f(x) = l, onde y ∈ X ′. Assim, ∃ (xn) ⊆ (X\{y}) tal que
lim xn = y (ver Definição 4.9), e consequentemente, usando o Teorema 5.6, conclúımos que

lim f(xn) = l. Observe que (f(xn)) ⊆ f(X\{y}). Portanto, pela Definição 4.3, temos que

l ∈ f(X\{y}).

Ex2. Seja f : X → R definida por f(x) =
1

1 + e
1
x

. Prove que lim
x→0+

f(x) = 0 (ver Definição

10.2).

Demonstração. Seja 0 < ε < 1/2. Observe que

1

1 + e
1
x

< ε ⇔ 1 + e
1
x >

1

ε
⇔ e

1
x >

1

ε
− 1 ⇔ 1

x
> ln

(
1

ε
− 1

)
⇔ x <

1

ln
(
1
ε
− 1

) ,
lembre que e ≈ 2, 7 > 1. Seja

δ =
1

ln
(
1
ε
− 1

) > 0,

1/ε− 1 > 1. Com isso,

para todo x ∈ (0, δ), tem-se 0 < x < δ =
1

ln
(
1
ε
− 1

) .
Consequentemente, ∣∣∣∣ 1

1 + e
1
x

− 0

∣∣∣∣ = 1

1 + e
1
x

< ε.

Agora, se ε ≥ 1/2, então seja δ = 1 > 0. Note que,

1

1 + e
1
x

< 1/2 ⇔ 1 + e
1
x > 2 ⇔ e

1
x > 1,

para todo x ∈ (0, 1). A última desigualdade acima é verdadeira. Portanto,

1

1 + e
1
x

< 1/2 ≤ ε.
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Assim,

lim
x→0+

1

1 + e
1
x

= 0.

Ex3. Seja p : R → R um polinômio não-constante, ou seja,

p(x) = y0 + y1x+ ...+ ynx
n,

com yn �= 0 e n ∈ N. Prove que, se n é par então

lim
x→−∞

p(x) = lim
x→∞

p(x) = ∞, se yn > 0

e

lim
x→−∞

p(x) = lim
x→∞

p(x) = −∞, se yn < 0.

Demonstração. Primeiramente, note que

p(x) = y0 + y1x+ ...+ ynx
n = xn

( y0
xn

+
y1

xn−1
+ ...+

yn−1

x
+ yn

)
.

Portanto, se n é par, então

lim
x→±∞

p(x) = lim
x→±∞

xn
( y0
xn

+
y1

xn−1
+ ...+

yn−1

x
+ yn

)
.

Como

lim
x→±∞

xn = ∞ e lim
x→±∞

( y1
xn−1

+ ...+
yn−1

x
+ yn

)
= yn.

Assim, lim
x→±∞

p(x) = ∞, se yn > 0 e lim
x→±∞

p(x) = −∞, se yn < 0.

Ex4. Seja f : R → R definida por

f(x) = x+ yxsenx, ∀ x ∈ R.

Mostre que |y| < 1 ⇒ lim
x→∞

f(x) = ∞.

Demonstração. Veja que 1− |y| > 0. Com isso, pelo Teorema 1.5,

|1 + ysenx| ≥ |1| − |ysenx| = 1− |y||senx| ≥ 1− |y| > 0,
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pois |senx| ≤ 1, ∀ x ∈ R. Como

lim
x→∞

(x+ yxsenx) = lim
x→∞

x(1 + ysenx) e lim
x→∞

x = ∞,

então, usando a Observação 5.19, lim
x→∞

(x+ yxsenx) = ∞.

Ex5. Sejam f : X → R, g : Y → R com f(X) ⊆ Y . Sejam a ∈ X ′ e b ∈ Y ′ ∩ Y . Se

lim
x→a

f(x) = b e lim
y→b

g(y) = g(b),

prove que

lim
x→a

g(f(x)) = g(b),

ou seja,

lim
x→a

g(f(x)) = g
(
lim
x→a

f(x)
)
.

Demonstração. Dado ε > 0, existe λ > 0 tal que

para todo y ∈ Y, com 0 < |y − b| < λ, tem-se |g(y)− g(b)| < ε,

pois lim
y→b

g(y) = g(b). Note que, se y = b, então

|g(y)− g(b)| = |g(b)− g(b)| = 0 < ε.

Assim sendo,

para todo y ∈ Y, com |y − b| < λ, encontra-se |g(y)− g(b)| < ε.

Como lim
x→a

f(x) = b, então existe δ > 0 tal que

para todo x ∈ X, com 0 < |x− a| < δ, conclui-se |f(x)− b| < λ.

Dessa forma,

para todo x ∈ X, com 0 < |x− a| < δ, infere-se |g(f(x))− g(b)| < ε,
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pois f(x) ∈ Y , ou seja, lim
x→a

g(f(x)) = g(b).

Auto-Avaliação

Sou capaz de identificar a existência de um limite?

Proxima Aula

Caro leitor, na próxima aula, estudaremos continuidade de funções reais. Recomendamos

que você reveja os conceitos estudados nas aulas 2 e 4, já que estes são essenciais para o

entendimento dos novos conteúdos que estão por vir.
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[1] Alonso, M.; Finn, E. J., F́ısica: Um Curso Universitário. Segunda Edição, São Paulo,
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