Capitulo 6

Sexta Aula: Continuidade e

Continuidade Uniforme

Meta

Apresentar os conceitos de fungao continua, uniformemente continua e demonstrar resul-
tados relevantes em Anadlise como, por exemplo, os Teoremas do Valor Intermedidrio e de

Weierstrass.

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de verificar se uma funcao é continua ou
uniformemente continua e saber aplicar corretamente os Teoremas do Valor Intermediério e

de Weierstarass.

Pré-requisitos

Aula 5, Fundamentos da Matemaética e Calculo II.
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6.1 Introducao

Convidamos o leitor ao estudo das funcoes continuas e uniformemente continuas. Ini-
cialmente definiremos e exemplificaremos o que significa o termo continuidade, envolvendo
aplicagoes reais, em Matematica. Veremos que o conjunto formado por estas funcoes é fe-
chado para a soma, subtragao, multiplicacao e divisao (quando esta faz sentido), isto é, uma
operacao elementar de duas funcoes continuas gera uma aplicacao do mesmo tipo. Por con-
seguinte, estudaremos tais aplicagoes definidas em um intervalo compacto para podermos
enunciar e provar alguns resultados importantissimos em Anélise, entre eles o Teorema do
Valor Intermediario. Este tem aplicacao direta em determinacao de raizes de polinomios,
por exemplo. Em seguida, enfraqueceremos a hipotese do dominio ser um intervalo e con-
tinuaremos com a condicao de compacidade para obtermos o Teorema de Weierstrass. Por
fim, definiremos quais fungoes sao uniformemente continuas e que condigoes devemos acres-
centar a uma aplicacao continua para obtermos as propriedades de continuidade uniforme

satisfeitas.

6.2 Continuidade e Exemplos

Caro leitor, nesta se¢ao, procuraremos identificar quando uma fungao é continua ou nao.
Também, veremos quando uma restricao ou extensao nao altera a continuidade de uma
aplicagao. Por fim, exporemos uma outra possibilidade de definir essas fungoes através de

limites.

Defini¢ao 6.1 (Continuidade no Ponto). Sejam f : X — R e y € X. Dizemos que f é
continua no ponto y € X se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

VaeX com|x—y| <6, tem-se |f(z) — f(y)| <e.
Caso contrario, f é dita descontinua em y € X.

Obs 6.1. O ndmero positivo  depende de € e y, ou seja, § = d(g, ).
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Obs 6.2. Veja que y estd no dominio de f. Nao é necessario que y seja ponto de acumulacao
deste.

Obs 6.3. Veja que na Defini¢ao 6.1, s6 importa o que ocorre em X N (y —d,y+0). Por este

fato, dizemos que a continuidade em um determinado ponto é um conceito local.

Agora, vejamos um exemplo de uma funcao descontinua em um determinado ponto.

Exemplo 6.1. Defina f : [0,1] — R por
f(x)=0,Vze(0,1]e f(0)=1

Afirmamos que f é descontinua em 0. Devemos provar que 3 € > 0 tal que dado § > 0,

pode-se encontrar zs € [0, 1], com
s = 0] <de|f(zs) = fO)] = €.
Isto é fato. Seja e =1 > 0. Assim, dado 6 > 0 existe x5 € (0,6) (ver Teorema 1.6) tal que

[f(zs) = FO)] =10 -1 =1=e.
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Exemplo 6.2. Seja x : N — R uma fungao. Vamos mostrar que = é continua em n € N,
independentemente da definicdo de x. Isto nos diz que toda sequéncia de nimeros reais é

uma funcao continua em n € N. Com efeito, dado € > 0, escolha § = % > 0. Assim,
(n—1/2,n+1/2)NN = {n}.
Com isso,
1
V'm €N com |m —n| < o1 tem-se m € (n—1/2,n+1/2)NN.
Logo, m = n. Consequentemente,
|z(m) —2(n)] = |z(n) —z(n)] =0 <e.
Obs 6.4. Segue diretamente das Definicoes 5.1 e 6.1 que se y € X N X', temos que f é
continua em y < lim f(z) = f(y) (estas duas defini¢bes coincidem nesta situagao) .
Ty
Exemplo 6.3. Defina f : R — R por f(z) = |z|. Assim,
lim [z] = lim 2 =0e¢ lim |z|= lim —x =0.
z—07F

z—0t z—0— z—0~

Portanto, pelo Teorema 5.11,

liy £ () = lim || = 0 = 0] = £(0).

x—0

Com isso, f é continuaem 0 (0 e R" =R ).
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Estamos prontos para definir continuidade de uma funcao.

Definigao 6.2 (Continuidade). Seja f : X — R. Dizemos que f é uma fungdo continua em
X, ou simplesmente continua, se f é continua em cada ponto de X. Caso contrario, dizemos

que f é descontinua em X, ou somente descontinua.
Exemplo 6.4. Toda funcao constante é continua. De fato, seja f : X — R definida por
f(z) = ¢ = constante, entao dado £ > 0, existe § =1 > 0 tal que

VaeXcom|x—y| <1, tem-se |f(zx)— f(y)|=|c—c=0<e¢,

ou seja, f é continua em y € X. Como y é arbitréario, entao f é continua.
Exemplo 6.5. A fungao f : [0,1] — R definida no Exemplo 6.1, é descontinua em [0, 1].

Exemplo 6.6. Toda sequéncia de ntimeros reais é uma funcao continua (ver Exemplo 6.2).

1
Exemplo 6.7. Vimos no Exemplo 5.7 que liH(l] cos — nao existe. Assim, a fungao f: R — R
z— T

definida por
1
f(z) = cos —, sex#0e f(0)=0

é descontinua em 0. Ja que,
) 1
};E%COS " # 0= f(0).

Exemplo 6.8. Vimos nos Exemplos 5.5 e 5.6 que

lim senz = seny e lim cosz = cosy,
Ty Ty

para qualquer y € R. Portanto, as fungoes seno e cosseno sao continuas.

Exemplo 6.9. Vimos no Exemplo 5.8 que lim p(x) = p(y), onde p é uma fungao polinomial
Ty

real e y € R. Por conseguinte, qualquer funcao polinomial é continua.

Exemplo 6.10. Vimos que a fungdo f : R — R dada por f(z) = |z| é continua em 0. Por
outro lado,

flx)=|z|=2zsex>0¢e f(x)=|2| = —x se x <O0.

Assim, pelo Exemplo 6.9, f é continua.

O resultado abaixo garante, em palavras, que a restricao de qualquer funcao continua é

também uma funcao deste tipo.
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Proposicao 6.1. Sejam Y C X CR e f: X — R continua em y € Y. Entao, a restricao
fly : Y = R € continua em y € Y, onde fly(x) = f(zx), para todo x € Y.

Demonstracao. Dado € > 0 existe § > 0 tal que
VaeX com|r—y| <, tem-se |f(z) — f(y)] < e.

Portanto,

VezeY CX com |z —y| <9, tem-se |fly(x) — fly(y)] <e.

Com isso, f|y é continua em y € Y. O

Exemplo 6.11. No Exemplo 6.8, vimos que a fungao seno é continua em R. Assim sendo,

pela proposicao 6.1, seno é uma funcao continua em [—m /2, 7/2].

O dois Teoremas abaixo estabelecem condi¢oes para que a extensao de uma funcao

continua seja também continua.

Teorema 6.1. Sejam X C Y1 UYs, onde Y1,Ys sao fechados, e f : X — R. Se f|xny, €

flxny, sdo continuas, entao f: X — R € continua.

Demonstracao. Vamos mostrar que f é continua em y € X C Y; UY5. Note que, ouy € Y5
eygYo,ouy€EYoeygYi,ouy €Y NYs Se

yeYiey gy,
entao, como f|xny;, é continua, existe §; > 0 tal que
VaeeXNY;com |z —y| <dy, tem-se |flxnv, (z) — flxon (¥)| < e.
Por outro lado, como y € Y, = Ys, entdo, pelo Teorema 4.8, existe d, > 0 tal que
(y — 02,y +02) N Yo = 0,
ou seja, se | — y| < dq, logo x € Y,. Seja 6 = min{dy, d2} > 0. Com isso,

Ve X com|r—y| <d<dy,0, tem-se que = & V5.
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Consequentemente,
reXNYelr—y|l <.

Assim sendo,

1f(x) = fF)] = | flxav: (7) = flxem (¥)] < e

O casoy € Yo e y € Y] é andlogo. Agora, se y € Y1 NYs, entao existem Aj, Ay > 0 tais que

VzeXNY;com |z —y| <A, tem-se |f|xnv; (z) — flxav, (¥)] < e

VaeeXNY;com |z —y| <A, tem-se |flxny, (%) — flxow, ()] < &,

ja que flxny; e flxny, sdo continuas. Neste caso, seja § = min{\;, \a} > 0. Dessa forma,

VoeXcomlz—y|l<d< A, A, tem-se z € X NY] ez —y| <A,

logo
f(z) = fW)] = |flxemn (@) = flxm ()] <,
ou
reXNYsre|r—y| <Ay
consequentemente
[f(@) = f(»)] = [f|xnw (@) = flxan(y)] <e.
Por fim, f é continua em X. ]

Exemplo 6.12. Defina f : R — R por
fx)=xz,sex>1e f(x)=3x—2, sex < 1.

Assim, f|(_oo,1) € f|[1,00) 580 continuas (ver Teorema 6.1), onde (—o0, 1] e [1, 00) sdo conjuntos

fechados (ver Teorema 4.3) e R = (—o00, 1] U [1, 00). Logo, f é continua.

Teorema 6.2. Sejam X C U,crY,, onde Y, € aberto, V € F, FF C R € um conjunto de

indices qualquer, e f: X = R. Se f|xqy, € continua, V € F, entio f € continua em X.

Demonstragao. Sejay € X C U,epY,. Vamos provar que f é continua em y. Assim sendo,
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existe uo € F' tal que y € Y,,,. Por outro lado, Y),, é aberto, consequentemente, existe
(51 > 0 tal que (y — 61,y + 51) - Y’uo,

ou seja,

VzeXcom|r—y| <4, temsex €Y.

Mas, f|;my#0 é continua em y. Portanto, dado ¢ > 0 existe d > 0 tal que
VreXNY, com |r—y|<dy, tem-se |f|xny,, (¥) — flxny,, (¥)| <e.
Seja 6 = min{dy,do} > 0. Por conseguinte,
VzelX, com|r—y| <d<61,00, segue-se que x €Y, e |z —y| < ds.

Por fim,
|f(z) = fly)| = |f’XﬂY#O (x) — f’XﬂY#O (y)| <e.
Ou equivalentemente, f é continua em y € X. Isto nos diz que f é continua em X. ]

Exemplo 6.13. Defina f : R* — R por f(z) = |z|. Como f|(_ac,0) € f|(0,00) 80 continuas

nos abertos (—00,0) e (0,00), e R* = (—00,0) U (0, 00), entao f é continua em R*.

Exemplo 6.14. Seja X = R = (—o0,1) U [1,00). Observe que (—o0,1) é aberto e [1,00)
é fechado (ver Teorema 4.3). E possivel construir uma funcao descontinua tal que suas

restrigoes f|(—oo,1) € f|j1,00) 580 continuas nos seus respectivos dominios. Por exemplo, seja
f: X — R dada por

flz) =2, sex € (—o0,1)e f(z)=x—1, sex € [l,00).
Esta funcao f é descontinua em 1, pois

lim f(z)= limx=1#0= lim (z — 1) = lim f(z).

T—1— T—1— r—1t r—1t

Com isso, lin% f(z) # f(1), ver Teorema 5.11.
z—

Uma outra maneira de definir funcao continua em um ponto esta exposta no resultado a

seguir.
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Teorema 6.3 (Caracterizacao de Continuidade). E fato que f : X — R € continua em
yeX &V (x,) CX comlimz, =y, tem-se lim f(x,) = f(y).
Demonstra¢ao. =) Suponha que f é continua em y € X. Seja (z,) € X com limz, = y.
Dado ¢ > 0, existe d > 0 tal que

VaeXcom|r—y| <4, tem-se |f(z) — f(y)] < e.
Como limx,, =y, entao 3 N € N tal que

V n > N, infere-se |z, — y| <.

Dai, V n > N, concluimos que

[f(xn) = f(y) <,

ou seja, lim f(z,) = £(y).
<) Suponha que f é descontinua em y € X. Assim 3 ¢ > 0, tal que dado 6 > 0, encontra-se
x5 € X com |zs —y| < del|f(xs) — f(y)| > e.
Faca 6 =1,1/2,...,1/n,... com n € N. Portanto, existe (x,) C X tal que
1
0 < fan —yl < —elflza) = fy)l 2 e

Pelo Teorema do Sanduiche, temos que limz,, = y (ver Exemplo 2.5) e |f(z,) — f(y)| > «.

Se lim f(z,) = f(y) terfamos entdo que

0 =lim|f(zn) = f(y)] = &,

ou seja, € < 0. Isto é um absurdo. Dessa forma, f é continua em y. ]
Exemplo 6.15. Seja f : R — R definida por

flz)=1sexeQe f(x) =0, se x € R\Q,

aqui f é chamada funcao caracteristica de Q. Seja z € Q. Assim, Pelo Exemplo 4.17, temos
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que z € R\Q, ou seja,
3 (z,) C (R\Q) tal que limz, = .

Por outro lado,
lim f(x,) =1m0=0# 1= f(z),

pois z € Q e (x,) C (R\Q). Pelo Teorema 6.3, temos que f é descontinua em z € Q. Como
x € Q é arbitrério, entdo f é descontinua em Q. Analogamente, f é descontinua em R\Q.

Portanto, f é uma fungao descontinua em todos os pontos de R.

O resultado a seguir, nos diz, em palavras, que se uma func¢ao continua assume um valor
superior a outra em algum ponto, entao proximo a este determinado nimero esta relacao de

superioridade é mantida.

Teorema 6.4. Sejam f,g: X — R continuas em y € X tais que f(y) > g(y), entao 36 >0
tal que

VaeX coml|r—y| <9, tem-se f(x) > g(x).

Demonstracao. Seja

Assim, 2e = f(y) — g(y). Dal,
9(y) +e=fly) —e

Como f, g sao continuas em y € X, entao existem dy,dy > 0 tais que

reXelr—yl <o =|[f(z)-fly)l <e

veXelr—y[<d=[g(z) —g(y)| <e

Seja 6 = min{dy, d2} > 0. Portanto,

reXel|lr—yl <6< 0,0=[f(r) - fly)| <eelg(z) —g(y)| <e
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Assim sendo,
fly) —e < flx) < fly) +eegly) —e <glz) <gly) +e
Consequentemente,
VaeXcom|r—y| <6, tem-se f(z) > f(y) —e=g(y) +e > g(z).

Por fim, f(z) > g(z). O

Vejamos como provar que se uma funcao continua atinge um valor positivo ou negativo
em algum ponto, entao esta permence com o mesmo sinal em uma regiao proxima a este

valor.

Corolario 6.5 (Permanéncia de Sinal). Seja f : X — R continua emy € X tal que f(y) > 0,
respectivamente f(y) < 0, entdo 3 § > 0 tal que

VaeX coml|r—y| <9, tem-se f(x) >0,

respectivamente, f(x) < 0.

Demonstrag¢ao. Defina g : X — R por g(x) = 0. Assim, g é constante. Logo, g é continua
(ver Exemplo 6.4) e g(y) = 0 < f(y), respectivamente, g(y) = 0 > f(y). Dessa forma,

usando o Teorema 6.4, temos que 3 0 > 0 tal que
VaeX com|r—y| <d, tem-se f(z) > g(x) =0,
respectivamente, f(z) < g(z) = 0. O

Exemplo 6.16. Sejam f,g : X — R fungoes continuas com g(y) # 0, para algum y € X.

Assim, pelo Corolario 6.5, temos que existe 6 > 0 tal que
VaeX com |x—y| <d, tem-se g(z) # 0.

Considere a funcao f/g : D — R definida por

(f/9)(x) = f(x)/g(x),¥ & € D.
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Observe que o dominio D desta funcao contém somente pontos em que g nao se anula. Dessa
forma, qualquer = € X que satisfaz |z — y| < 0 estd em D. Ou seja, existe § > 0 tal que
XN(y—9d,y+6)CD.

Exercicios de Fixacao

1. Estabeleca, através da Definicao 6.2, quando uma funcao ¢ descontinua em um ponto do

seu dominio.

2. Seja b € (a,c). Suponha que f e g sejam continuas em [a, b] e [b, ], respectivamente. Con-
sidere que f(b) = g(b). Defina h : [a,c] — R por h(z) = f(x), para x € [a,b] e h(z) = g(x),

para x € (b, ¢|]. Prove que h é continua em |a, c|.

22+x—6

3. Seja f definida por f(z) = —5

forma que f seja continua em 27

, para x # 2. f pode ser definida em x = 2 de

4. Sejam k > 0e f: R — R tais que |f(z) — f(y)| < k|lz —y|, V 2,y € R. Prove que f é

continua.

5. Defina f: R — R por f(z) =2z,se x € Qe f(z) =2+ 3, se z € R\Q. Encontre todos

os pontos em que f é continua.

6.3 Operacoes Elementares com Funcoes Continuas

Nesta secao, apresentaremos as operagoes mais elementares envolvendo fungoes continuas.
Veremos que se somarmos, multiplicarmos, dividirmos, subtrairmos ou compormos fungoes
que sao continuas em algum ponto, entao a aplicacao resultante continuara continua neste

mesmo valor.

Teorema 6.6 (Operagoes Elementares com Fungoes Continuas). Sejam f,g : X — R

funcgoes continuas em y € X. Entao sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:
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i) A funcao f+¢g: X — R € continua emy € X, em palavras, a soma de fungoes continuas

em y € continua em y;

ii) A funcao f-g : X — R € continua em y € X, em palavras, o produto de fung¢oes

continuas em y € continua em y;

iii) A funcdo f/g: D — R € continua emy € X, se g(y) # 0, onde D € o conjunto relatado
no Fxemplo 6.16, em palavras, a divisdio de fungoes continuas em y € continua em y,

desde que a funcao no denominador ndao se anule neste ponto.

Demonstracao. Sendo f,g : X — R continuas em y € X, tem-se, pelo Teorema 6.3, que

V (z,) € X tal que limz,, = y, conclui-se

i f(zn) = f(y) e limg(zn) = g(y).
Dessa forma, utilizando o Teorema 2.11,
i)

lm(f + g)(x,) = lim[f(z,)

n) + g(z,)] = lim f(x,) + lim g(x,)
= fly) +4(

_l’_
y) = (f+9)(y).

Portanto, usando, novamente, o Teorema 6.3, temos que f + ¢ é continua em y € X.

ii)

im(f-g)(zn) = Um[f(z,) - g(x,)] = lim f(,) - lim g(x,)
= fy)-9y)=(f 9)(y).

Consequentemente, obtemos que f - g é continua em y € X.

iii) Pelo Exemplo 6.16, temos que 3 § > 0 tal que X N (y — 0,y +6) C D. Assim sendo,
basta analisar a continuidade de f/g em X N (y — d,y + J), pois a continuidade num ponto

¢ uma propriedade local. Portanto,

lim(f/g)(xn) = lim[f(z,)/g(x,)] = lim f(z,)/lim g(x,)
= fW/9ly) = (f/9) ),

ou seja, f/g é continua em y. ]
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Obs 6.5. Os itens i) e ii) do Teorema 6.6 podem ser generalizados para uma quantidade
finita de funcoes, ou seja, se fi, fo, ..., fn 880 continuas em um ponto, entao fi1 + fo+ ... + fn

e f1- fa-... fn s@0 continuas no mesmo valor.

Obs 6.6. Observe que segue do Teorema 6.6 ii) que se f : X — R é continua em y € X,
entao c¢f : X — R também é, onde ¢ € R é constante. Ja que toda funcao constante é
continua. Note também que, se f,g: X — R sao continuas em y € X, entao f —g: X - R
também o é, pois f —g = f + (—g) (ver Teorema 6.6).

Obs 6.7. Segue diretamente do Teorema 6.6 ¢ Observacao 6.6 que se f,g : X — R sao
continuas e ¢ € R entao f+g, f-g, f/g,cf sao continuas nos seus respectivos dominios (ver
Exemplo 6.16).

Exemplo 6.17. Defina tan : X — R por

senx

tanx = VrelX,

COsS T

onde X = R\{(2z+ 1)7/2: 2z € Z}. Como tan ¢ a divisdo de fungdes continuas e o cosseno

nao se anula em X, entao tan é continua em X.
Agora vejamos por que a composicao de fungoes continuas em um ponto resulta em uma
aplicagao também continua neste mesmo valor.

Teorema 6.7 (Composigao de Fungoes Continuas). Sejam X, Y CR. Seja f: X — R uma
fungao continua em y € X, tal que f(X) CY. Sejag:Y — R uma fungao continua em
fly) €Y. Entio go f: X — R € continua em y € X.

Demonstracao. Seja (x,) C X uma sequéncia tal que limz, = y. Como f é continua em
y, entao, usando o Teorema 6.3, obtemos lim f(z,) = f(y). Assim, novamente utilizando o

Teorema 6.3, encontramos

limg o f(zn) = lim g(f(zn)) = g(f(y)) = g [(y),
pois (f(z,)) € f(X) CY. Dessa forma, através do Teorema 6.3, g o f é continua em y. [

Obs 6.8. Seja f : X — R uma fungao continua em X, tal que f(X) C Y. Sejag:Y — R

uma funcao continua em Y. Entao, pelo Teorema 6.7, go f : X — R é continua em X.
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Exemplo 6.18. Defina f : R — R por

f(z) =xcos(1/z), sex #0e f(0)=0.

Vamos mostrar que f é continua. Com efeito, f é produto das fungoes continuas x (po-
linémio) e cos(1/x), a qual é a composta de cosseno e 1/z (divisao de continuas), quando
x # 0. Portanto, pelos Teoremas 6.6 e 6.7, f é continua em = # 0. Vamos agora verificar

que f é continua em 0. De fato,

lim f(z) = glcig%xcos(l/x) = 0= f(0),

x—0

pois
limz =0e|cos(l/z)| <1,
z—0

ver Teorema 5.9. Portanto, f é continua em 0. Com isso, f é continua.

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que se f : X — R é continua, entdao f* : X — R, dada por f"(z) = [f(x)]"

(n € N), é continua.

2. Dé um exemplo de fungoes f, g descontinuas em y € R tais que f+g e f-g sejam continuas

em y.

3. Dé um exemplo de uma fungao f : [0, 1] — R descontinua em todos os pontos de [0, 1],

de modo que | f| seja continua em [0, 1].

4. Sejam f, g continuas em Re X = {x € R: f(z) > g(x)}. Mostre que X é fechado.

6.4 Resultados Importantes Envolvendo Continuidade

Com as definicoes e resultados expostos nas secoes anteriores, estamos prontos para

enunciar, provar e aplicar o Teorema do Valor Intermediario. Com este intuito em mente,
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iniciaremos com um resultado que contém a seguinte informagao: a imagem de uma intervalo

por uma funcao continua é novamente um intervalo.

Teorema 6.8 (Imagem Continua de Intervalo é um Intervalo). Seja f : I — R uma func¢ao
continua, onde I C R € um intervalo. Entao f(I) = {f(x) : x € I} C R € também um

mtervalo.

Demonstragao. Considere que (A|B) é uma cisdo nao-trivial de f(I). Logo,
f(I)=AUB, ANB=ANB=0e¢AB#.
Consequentemente,

I= (AU F(B) e F(A), F7(B) £ 0.

Vamos provar que f~1(A) N f~}(B) = @. Suponha, por absurdo, que existe x € f~1(A) N
f~YB). Logo,
v€ (A exec f(B).

Com isso, existe (z,) C f~1(A) tal que limx, = z e f(x) € B. Como f é continua, entao,

usando o Teorema 6.3, obtemos

lim f(z,) = f(z), onde (f(x,)) C A.

Portanto, f(x) € A (ver Definicdo 4.3). Assim sendo, f(z) € AN B. Isto é um ab-
surdo, pois AN B = (). Analogamente, prova-se que f~*(A) N f~1(B) = (. Isto nos diz
que (f~1(A)|f~Y(B)) ¢ uma cisao nao-trivial do intervalo I. Mas isto é uma contradicao, ver
Teorema 4.5. Por fim, f(/) s6 admite cis@o trivial, isto é, f(I) é conexo. Por conseguinte,

f(I) é um intervalo (ver Teorema 4.7). O

Obs 6.9. Nao é possivel dizer exatamente que tipo de intervalo é o conjunto f(I) no Teorema

6.8. Por exemplo, considere a funcao f : R — R dada por
f(z) =cosx,V z € R.

Assim,

F((0,7/2)) = (0,1), f((=7/2,7/2)) = (0,1] e f((=4,4)) = [-1,1].
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Como aplicacao do ultimo resultado, mostraremos a existéncia e unicidade de uma raiz

n-ésima.

Exemplo 6.19 (Existéncia e Unicidade da Raiz n-ésima). Defina f : [0,00) — [0, 00) por
f(z) =2,V x € [0,00).

Sabemos que f é continua (ver Exemplo 5.8). Veja que f(0) = 0. Dali, pelo Teorema 6.8,

temos que f([0,00)) é um intervalo contendo 0 contido em [0, c0). Como

lim f(z) = lim 2" = co.
T—00 T—00

Logo, dado A € (0, 00) existe B > 0 tal que
V x €[0,00) com x > B, tem-se f(x) > A.

Dessa forma, f(2B) > A > 0= f(0). Como f([0,00)) ¢ um intervalo e f(0) = 0, entao existe
z € [0,00) tal que f(z) = A, ou seja, A € f([0,00)). Portanto, f([0,00)) = [0,00). Isto é,
f é sobrejetiva. Agora, sejam x,y € [0,00) com x < y, entdo z" < y". Por conseguinte,
f(z) < f(y). Dessa maneira, f é injetiva. Assim, f é uma bijegdo. Isto nos diz que dado
y =0,

Az >0 tal que f(z) =y,

ou seja, " = y. Neste caso, dizemos que x ¢ a unica raiz n-ésima de y e escrevemos r = {/y.

Outra aplicacao do Teorema 6.8 é o importantissimo resultado enunciado abaixo.

Teorema 6.9 (Teorema do Valor Intermedidrio). Sejam f : [a,b] — R uma fun¢do continua
eceR. Se f(a) <c< f(b), entao existe x € (a,b) tal que f(x) = c.
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Demonstracao. Primeiramente observe que a hipétese de continuidade sobre f nos permite
concluir que f([a,b]) é um intervalo, ver Teorema 6.8. Como f(a) < ¢ < f(b), entdo, pela
defini¢ao de intervalo, temos que ¢ € f([a,b]), j& que f(a), f(b) € f([a,b]). Isto nos diz que,
existe € [a,b] tal que f(x) = c¢. Por fim, usando a desigualdade f(a) < f(x) < f(b),

inferimos que x € (a,b).

Como aplicagao do resultado anterior, mostraremos uma maneira de provar existéncia de

uma raiz para um determinado polinoémio.

Exemplo 6.20. Considere a fun¢ao polinomial p : R — R dada por
p(z) = 2* — 62° + 97 — 1.
Mostraremos que p possui uma raiz em (—1,1). De fato,
p(—1)=—-17<0<3=p(1).

Pelo Teorema 6.9, existe y € (—1, 1) tal que p(y) = 0, ou seja, existe raiz de p em (—1,1).

Agora, trabalharemos em uma outra aplicacdo do Teorema do Valor Intermedidrio.

Exemplo 6.21. Seja f : [0,1] — R uma funcdo continua. Considere que f(0) = f(1).
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Vamos mostrar que existe y € [0,1/2] tal que f(y) = f(y+1/2). Defina g : [0,1/2] — R por
g(x) = f(z) — fl(x +1/2),Vx €[0,1/2].

Assim, pelos Teoremas 6.6 e 6.7, g é continua em [0, 1/2]. Observe que,
9(0) = f(0) = f(1/2) e g(1/2) = f(1/2) — f(1) = f(1/2) — f(0),
isto é, g(0) = —g(1/2). Dessa forma, se g(0) = 0, entao
f(0) = f(0+1/2) =0,

ou seja, f(0) = f(0+1/2), onde y =0 € [0,1/2]. O problema esta solucionado. Se g(0) # 0,
entao pelo fato que g(0) = —g(1/2), tem-se que g(0) e g(1/2) tem sinais opostos. Sem perda
de generalidade, suponha

g(0) <0< g(1/2).

Com isso, pelo Teorema 6.9, existe y € (0,1/2) tal que g(y) = 0, isto é,

fly) = f(y+1/2), onde y € [0,1/2].

Para concluirmos esta secao, exibiremos e exemplificaremos o conceito de homeomorfismo.

Definigao 6.3 (Homeomorfismo). Considere que X,Y C R. Dizemos que uma fungao

bijetora f: X — Y é um homeomorfismo se f e f~! sao continuas.

Exemplo 6.22. Seja f : R — R dada por
flz)=xz+1,VzeR
A funcao f~!: R — R definida por
'y =y—1VzeR
¢ a inversa de f (verifique!). Logo, f é bijetiva. Observe que f e f~! sao fungdes polino-

miais. Consequentemente, estas fungdes sdo continuas (ver Exemplo 5.8). Portanto, f é um

homeomorfismo.
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Exemplo 6.23. Sejam
X=1[0,1)U[2,3 eV =][1,3].

Defina f: X — Y por
flz)=xz+1, sexe[0,1)e f(z) =1, sex € [2,3].
Claramente f é continua (ver Exemplo 5.8). Verifique que a inversa de f é dada por
) =y—1 seye[l2]e f(y) =y, sey €23

ou seja, f é bijetiva. Por outro lado, f=! é descontinua em 2 € Y. De fato,

lim f'(y) = lim (y—1) =1#2=f(2).

y—2~ y—2~

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que a equagdo x = cosx tem solugdo no intervalo [0,7/2]. Sugestao: defina

f(z) = x — cosx e use o Teorema 6.9.

2. Examine a imagem de intervalos abertos e fechados através da funcao f(z) = 23.
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6.5 Funcoes Reais Continuas Definidas em Compactos

Prezado leitor, a partir deste momento estamos interessados em trabalhar no Teorema
de Weierstrass. Para demonstrarmos este resultado, primeiramente provaremos que toda

funcao continua transforma um conjunto compacto em outro de mesma especificidade.

Teorema 6.10 (Imagem Continua de Compacto é Compacto). Seja f : X — R uma funcgdo
continua, onde X C R é compacto. Entao, f(X) C R é compacto.

Demonstragao. Vamos utilizar os Teoremas 4.10 e 6.3. Seja (y,,) C f(X). Vamos provar que

(yn) possui uma subsequéncia que converge para um ponto de f(X). Assim, existe
(xn) C X tal que f(z,) = yn,Vn €N
Como (z,) € X e X é compacto, entao, usando o Teorema 4.10, existe
(x,, ) subsequéncia de (z,) tal que kh_}rgo T, =7 € X.
Como f é continua, entao, utilizando o Teorema 6.3,

lim g, = lim f(a,) = f(2) € FX)

k—o0

Assim, (y,, ) ¢ uma subsequéncia de (y,,) que converge para f(z) € f(X). Novamente usando

o Teorema 4.10, temos que f(X) é compacto. ]

Obs 6.10. Veja que o Teorema 6.10 nos diz que se f : X — R é continua, onde X ¢é

compacto, entao f ¢ limitada. Ou seja, f(X) ¢é limitado (ver Definigao 4.14).

Vejamos abaixo dois exemplos que garantem que a hipotese de compacidade do Teorema

acima nao pode ser retirada.

Exemplo 6.24. Considere a funcao f : (0,1) — R dada por
1
flz)=—.¥ze(01)

Note que



216 CAPITULO 6. SEXTA AULA: CONTINUIDADE E CONTINUIDADE UNIFORME

Assim sendo, f((0,1)) ¢ ilimitado. Isto ocorre, pois (0,1) nao é compacto (limitado, mas

nao-fechado).

Exemplo 6.25. Considere a funcao f : [0,00) — [0, 00) definida por

f(x) =,V z €[0,00).

Sabemos que f é continua, ver Exemplo 6.9, e que f([0,00) = [0, 00). Consequentemente, a
imagem de f nao é um conjunto compacto. Isto ocorre, pois [0, 00) nao é compacto (fechado,

mas nao limitado).

Abaixo mostraremos que toda fung¢ao definida em um compacto atinge um valor maximo

e outro minimo (ver Defini¢ao 7.5).

Teorema 6.11 (Teorema de Weierstrass). Seja f : X — R continua, onde X C R ¢

compacto. Entao existem a,b € X tais que
fla) < f(z) < f(b),V z e X.

Demonstracao. Pelo Teorema 6.10, f(X) C R é compacto. Assim sendo, f(X) é fechado e

limitado. Vimos no Exemplo 4.14 que

inf f(X), sup f(X) € f(X) = f(X).

Assim, existem a,b € X tais que

inf f(X) = f(a) e sup f(X) = f(b).
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Portanto, pelas defini¢oes 1.11 e 1.12, temos que

f(a) < f(z) < f(b).V 2 € X,

Exemplo 6.26. A fungao f: (—1,1) — R dada por
flx)y=z,Vze(-11),
é continua e f((—1,1)) = (—1,1). Ou seja, f é limitada. Por outro lado, ndo existe
a€(—1,1) tal que a = f(a) < f(x) =2,V z € (—1,1).
Caso contrario, o intervalo (—1,1) teria um minimo. Analogamente, nao existe
be (—1,1) tal que x < b,V x € (—1,1).

Isto nao contradiz o Teorema de Weierstrass, pois (—1, 1) nao é compacto.

A seguir, mostraremos que se acrescentarmos compacidade ao dominio de uma funcao

bijetiva e continua obteremos um homeomorfismo.

Teorema 6.12. Seja f: X — Y uma bijecao continua, onde X C R € compacto e Y C R.

Entao, f é um homeomorfismo.

Demonstracao. Vendo a Definicao 6.3, basta provar que f~' : Y — X ¢é continua. Seja
y € Y. Como f é bijetiva, entao y € Y = f(X). Portanto, existe z € X tal que y = f(x).
Suponha, por absurdo, que f~! nao é continua em y € Y. Assim, 3¢ > 0 tal que V § > 0,

pode-se encontrar ys; € Y tal que

lys —yl <de|f " (ys) — [ (y)] > e

Faca, 6 = 1,1/2,...,1/n, ..., para obter (y,) C Y tal que

0< |yn—yl < % e lfyn) — W) > e
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Observe que (y,) CY = f(X). Assim, existe (z,,) C X tal que f(x,) = y,. Portanto,

. 1 _ _
0 <limly, —y| <lim—=0e [z, — x| = |[7(f(zn) = [ (f(@)] 2 &,
isto é,
hmf(xn) =limy, =y = f(flf) e ‘xn - Z" 2> €.
Como X ¢é compacto, usando o Teorema 4.10, temos que existe uma subsequéncia (x,,) de

(x,) tal que kh_}lgo Zn, =a € X. Como f é continua, entao

lim f(z,,) = f(a).

k—o00

Por outro lado, utilizando o Teorema 2.2, infere-se

lim f(zn,) = f(2).

k—oo
Assim, f(z) = f(a). Como f é injetiva, entdo = = a. Mas,

|, — x| > e,V keN.

Por conseguinte,

0=|a—z| =lim|z, —z|>ec.

Isto contradiz o fato € > 0. Dessa forma, f~! é continua. ]

Exemplo 6.27. A fungao seno é continua em [—7, 7] e bijetora. Pelo Teorema 6.12, a funcao

inversa do seno, a qual é denotada por arcsen, é continua em [—1, 1].

Exercicios de Fixacao

1. Seja f : [a,b] — R continua tal que f(z) > 0, V = € [a,b]. Mostre que existe y > 0 tal
que f(z) >y, vV z € [a,b].

2. Seja f : [a,b] — R continua tal que para cada x € [a,b] existe y, € [a,b] que satisfaz
12f (y2)| < |f(z)|. Prove que existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.
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3. Seja f : [0,7/2] — R dada por f(x) = sup{z? cosz}. Mostre que existe y € [0, /2] tal
que f(y) < f(z), V x € [0,7/2]. Mostre que y é solugao da equagao x> = cos .

6.6 Continuidade Uniforme com Funcoes Reais

Prezado leitor, a seguir, exibiremos um conceito aparentemente semelhante ao de funcgao
continua, todavia essa nova definicao tem carater global. Seremos levados a uma teoria que
tem como principal objetivo caracterizar as fun¢oes denominadas uniformemente continuas.
Entre elas, estd uma classe especial as entao chamadas funcées Lipschitzianas. Além disso,

mostraremos de que maneira podemos relacionar continuidade com continuidade uniforme.

Definigao 6.4 (Continuidade Uniforme). Sejam X C R e f: X — R uma fungao. Dizemos

que f é uniformemente continua, se dado € > 0 existe d > 0 tal que

Va,y € X com |x—y| <0, tem-se |f(x) — f(y)] <e.

Obs 6.11. Na Defini¢ao 6.4 o nimero positivo § depende somente de ¢, i.e, 6 = §(e). A

diferencga entre continuidade uniforme e continuidade em um ponto esta exatamente nesta

dependeéncia.

Obs 6.12. Segue diretamente das defini¢oes 6.2 e 6.4 que toda func¢ao uniformemente

continua é continua.
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Vejamos que a reciproca da observagao anterior nao é verdadeira.

Exemplo 6.28. Seja f : (0,00) — R dada por
1
flx) = ;,V x € (0,00).

Vimos que f é continua (ver Teorema 6.6 e Exemplo 5.8). Por outro lado, f nao é unifor-

memente continua. Com efeito, seja € = 1/2 > 0, entao para todo J > 0 existe

1
ns € N tal que ng > —,

20
ver Teorema 1.2. Consequentemente,
1 1 1 1 1 1
n[;’ 27’&5 < ( ,OO) ¢ ns 2n5 2715 2n5

Além disso,

1 1
’f(—> —f(—)‘ =|ns—2nsl=ns>1>1/2=c¢,
ng 2ns

ou seja, f nao é uniformemente continua.

Obs 6.13. O exemplo anterior nos diz que a continuidade uniforme é um conceito global.

Nao ¢ suficiente saber qual o comportamento da funcao préximo a um determinado ponto.

Exemplo 6.29. Seja f : R — R definida por

f(z) =ax+ bV xR,
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onde a # 0 e b sao nimeros reais constantes. Entao,

[f(z) = f(y)| = lax + b= (ay + b)| = |a(z —y)| = |al|lz —y|,V z,y € R.
Assim, dado € > 0, existe 6 = £/|a| > 0 tal que sempre que

£ g
o=yl < 0= o temese |f() — f0)] = lalle ol < lal o =<,

isto é, f é uniformemente continua.

Vamos agora estabelecer a definicao de uma classe especifica de funcgoes formada por

funcoes uniformemente continuas.

Definigao 6.5 (Fungao Lipschitziana). Sejam X C R e f: X — R. Dizemos que f é uma

funcao Lipschitziana se existe k > 0 tal que

If(x) — fy)] < klz —y|,V 2,y € X.

Neste caso, k é chamada constante de Lipschitz para funcao f.

Exemplo 6.30. No Exemplo 6.29 vimos que a func¢ao dada por f(x) = axz + b, com a # 0,

¢ uma fungao Lipschitziana com constante de Lipschitz k = |a| > 0.

Exemplo 6.31. Seja f: [0,1] — R dada por

fla) = vz, Yo elo,1].

Afirmamos que f nao é uma fungao Lipschitziana. De fato, considere x,y € [0, 1], com z # y.

Assim sendo,

L L N ¥, N
il T el VAR VIV VR

Considere as seguintes sequéncias

1 1
xn_jeyn—lanE[Oal]
Logo,
= 1 1 Y
|20 = Yl VEn + /U Lt/ atm 3
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se n — oo. Portanto, dado k£ > 0 existe NV € N tal que

| (@n) = f(yn)]

|xn _yn|

> k,Vn>N,

isto é,
|f(xn) = f(yn)] > klzy —ynl.

Isto nos diz que f nao é Lipschitziana.

Estamos prontos para provar que qualquer funcao que satisfaz a Definicao 6.5 também

obedece as condigoes dadas na Definicao 6.4.

Proposicao 6.2. Toda func¢ao Lipschitziana € uniformemente continua.

Demonstracao. Seja f : X — R uma funcao Lipschitziana com constante de Lipschitz
k > 0. Vamos provar que f é uniformemente continua. Com efeito, dado £ > 0, considere

que 0 =¢/k > 0. Com isso,

Va,y€ X com |z —y| <0 =c¢e/k, tem-se |f(z) — f(y)| < klx —y| < k:% < e,

ou seja, f é uniformemente continua. ]

Exemplo 6.32. Defina f : (0,00) — R por f(x) = 1/x. Vimos que f ndo é uniformemente

continua. Logo, usando a Proposicao 6.2, temos que f nao é uma fungao Lipschitziana.

Vejamos agora uma outra maneira de definir funcao uniformemente continua.

Teorema 6.13 (Caracterizagao de Continuidade Uniforme). Seja X C R. FEntao, f :
X — R € uniformemente continua < ¥ (z,),(y,) C X, com lim(z,, — y,) = 0, tem-se

Hm[f (zn) = f(yn)] = 0.

Demonstra¢ao. =) Suponha que f é uniformemente continua. Assim sendo, dado & > 0,

existe 6 > 0 tal que
Vx,y€ X, com |x—y| <9, tem-se |f(z)— f(y)| <e.
Sejam (), (y,) € X, com lim(z,, — y,,) = 0. Dessa forma, para ¢ > 0, existe N € N tal que

V' n > N, infere-se |z, — y,| < 0.
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Portanto,
|f(zn) = flyn)| <&,YV n =N,

ou seja, lim[f(z,) — f(yn)] = 0.

<) Suponha que f nao é uniformemente continua. Assim sendo, existe € > 0 tal que

para todo 0 > 0, encontram-se xs,ys € X com

lzs —ys| <6 e |f(xs) — flys)| > e

Faca 6 =1,1/2,...,1/n,.... Logo, existem (x,), (y,) C X tais que

0 fon =l < - £(on) = F)] 2 &

Portanto,

1
0 <lim |z, — y,| < lim— =0,
n

isto é, lim(z,, — y,) = 0. Se lim[f(z,) — f(yn)] = 0, entdo

0 =lim |f(2n) = f(yn)| = €.

Isto é uma contradicao, pois € > 0. Por fim, im[f(z,)— f(y.)] # 0 (se este limite existe). [

Exemplo 6.33. Vamos usar o Teorema 6.13, para mostrar que a funcao continua f : R — R,

dada por
f(z) =cos(z?),Vz €R

nao é uniformemente continua. Considere as sequéncias

Tn=V2nmey, =+ (2n+1)m.

Assim sendo,

2nm — (2n+ )7
V2nm +/(2n+ Dr

lim(z, — yn) = im[v2nm — \/(2n 4 1)7] = lim

-7
= lim =0
V2nm ++/(2n + D)
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Por outro lado,
lim[f(x,) — f(yn)] = lim[cos(2n7) — cos((2n + 1)7)] = lim(1 + 1) =2 # 0.

Portanto, usando o Teorema 6.13, temos que f nao é uniformemente continua.

O teorema a seguir acrescenta uma hipétese sobre o dominio de uma fungao continua de

forma que esta seja uniformemente continua.
Teorema 6.14. Toda func¢ao real continua definida em um conjunto compacto é uniforme-

mente continua.

Demonstracao. Sejam X C Re f: X — R uma fun¢ao continua. Suponha, por absurdo, que
f nao é uniformemente continua. Assim, existe ¢ > 0 tal que para todo ¢ > 0, encontram-se

Zs5,Ys € X com
lzs —ys| <6 e |f(xs)— flys)| > e

Faga, 6 = 1,1/2,...,1/n,.... Com isso, existem (z,), (y,) € X tais que

fra = vl < e [f(a) — flu)] 2 <

Como X é compacto, entdo, usando o Teorema 4.10, existe (y,,) subsequéncia de (y,) tal
que

lim y,, =y e X.
k—o0
Como 0 < |z, — yo| < %, entdo
. 1
0 <lim |z, — y,| < lim— = 0.
n

Dessa forma, lim[z, — y,] = 0. Pelo Teorema 2.2, temos que lim[z,, — y,, ] = 0. Mas,

Ly, = (Ink - ynk) + Yny, - LOgO,
limz,, =lim[z,, —y,,]+limy, =0+y=y e X.
Como f é continua, usando o Teorema 6.3, temos que

lim f(z,,) = lim f(yn,) = f(y).
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Por outro lado, |f(zs,) — f(yn,)| > €. Portanto,

0=1[f(y) = f)|=lim|f(zn,) = f(yn,)| > €,

isto é um absurdo, pois € > 0. Logo, f é uniformemente continua. O

Vejamos, no exemplo abaixo, por que a reciproca da Proposicao 6.2 nao é verdadeira.

Exemplo 6.34. Seja f : [0,1] — [0, 1] dada por f(z) = x2. Vimos que f é uma bijecao
continua (ver Exemplo 5.8). Como [0,1] é compacto, entdo pelo Teorema 6.12 f é um

homeomorfismo. Ou seja, f~1, a qual ¢ dada por

fH ) = Va,V x e0,1],

¢é continua. Mais que isso, pelo Teorema 6.14, f~! é uniformemente continua. Vimos que

f~! nao é Lipschitziana.

Exemplo 6.35. Seja f :[1,00) — R dada por

f(z) =z,V z €[l,00).

Vamos verificar que f é Lipschitziana. De fato, se x,y € [1,00), obtemos z,y > 1. Conse-
quentemente, /z, VY > 1. Portanto,

Vr+y>1+1=2,

ou seja, < —. Com isso,

N | —

1
Vi

() = fW)l = W — vyl = eyl

Py
Por fim, .
|[f(2) = fF)l < Slz —yl.

Assim sendo, f é Lipschitziana com constante de Lipschitz 1/2. Dessa forma, pela Proposigao

6.2, f ¢ uniformemente continua em [1, 00).

Exemplo 6.36 (Continuidade da Raiz Quadrada). Vimos acima que a fungao raiz quadrada

¢ continua em [0, 1] e [1, 00) (conjuntos fechados). Utilizando o Teorema 6.1, obtemos que a
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fungao raiz quadrada é uma func¢ao continua em [0, 00).

O teorema a seguir mostra que uma funcao uniformemente continua transforma sequéncias

de Cauchy em sequéncias desta mesma categoria.

Teorema 6.15. Seja f : X — R uma funcao uniformemente continua, onde X C R. Se

(zn) € X € uma sequéncia de Cauchy, entao (f(x,)) também o é.

Demonstracao. Dado € > 0, existe § > 0 tal que
Va,y€e X com |x—y| <9, tem-se |f(x) — f(y)] <e,

ja que f é uniformemente continua. Como (z,) C X é uma sequéncia de Cauchy, entdo
existe N € N tal que

V' n,m > N, tem-se |x, — x| < 0.

Consequentemente,
|f(zn) = f(m)| <&V n,m=>N.

Isto nos diz que (f(z,)) é uma sequéncia de Cauchy. O

A seguir, enunciaremos e provaremos uma caracterizagao sobre existéncia de limites para

podermos utiliza-la no Coroléario decorrente.

Lema 6.1. Sejam f: X — R ey € X'. Enlao, lim f(z) eziste & VY (z,) C X\{y} com

Ty
limz, =y, tem-se que lim f(x,) existe.

Demonstra¢ao. =) Suponha que lim f(x) existe, digamos lim f(z) = [. Usando o Teorema
=Y T—Y

5.6, para toda sequéncia (z,) € X\{y} com lim x,, = y, tem-se lim f(x,) = [. Consequente-

mente, lim f(z,) existe.

<) Sejam (x,,), (yn) € X\{y} com limz, = limy, = y. Vamos provar que
lim f(x,) = lim f(y,).

Seja (z,) uma sequéncia definida por

Zon—1 = Tp € Zo9p = ynuv n € N.
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Por conseguinte,

lim 2o, 1 =limx, =y e lim 2, = limy, = y.

Com isso, lim z, = y (ver primeira questao dos exercicios resolvidos do Capitulo sequéncia de

nimeros reais). Por hipdtese, lim f(z,,) existe. Portanto, usando o Teorema 2.2, encontramos

lim f(x,) = lim f(29,-1) = lim f(22,) = lim f(y,).

Isto nos diz que, V (z,) € X\{y} com limz, = y, tem-se que lim f(z,) = [, para algum
[ € R. Novamente pelo Teorema 5.6, lim f(z) = [, isto é, o primeiro limite neste Lema
Ty

existe. ]

O Lema 6.1 nos ajudara a provar o seguinte resultado.

Corolario 6.16. Sejam f : X — R uniformemente continua e y € X'. Entao, lim f(z)
T—Y

existe.

Demonstragao. Utilizaremos o resultado exposto no Lema 6.1. Assim sendo, seja (x,) C
X\{y} tal que limz, = y. Vamos provar que lim f(z,) existe. Usando o Teorema 2.14,
temos que (z,) é uma sequéncia de Cauchy. Como f é uniformemente continua, entao,
utilizando o Teorema 6.15, (f(x,)) é de Cauchy. Por conseguinte, o Teorema 2.15 nos

garante que (f(z,)) é convergente. O Lema 6.1 nos diz que lim f(x) existe. O
=Y

Exemplo 6.37. Defina f : R* — R por
f(x) =cos(1/z),V x € R".

Vimos que lim cos (1/x) nao existe. Assim sendo, f nao é uniformemente continua pelo
z—0
Corolério 6.16.

6.7 Operacoes Elementares com Continuidade Uniforme

Nesta secao, mostraremos que a continuidade uniforme é preservada pelas operacoes mais

elementares envolvendo fungoes. Confira o resultado a seguir.

Teorema 6.17 (Operagoes com Continuidade Uniforme). Sejam f,g : X — R uniforme-

mente continuas. Entao:
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i) f + g € uniformemente continua, ou em palavras, a soma de fungdes uniformemente

continuas € uniformemente continua,

ii) f-g € uniformemente continua se f,g sao limitadas, ou em palavras, o produto de duas

funcoes uniformemente continuas e limitadas € uniformemente continua;

iii) se |f(z)| >k >0,V z € X, entao 1/f € uniformemente continua em X.

Demonstragao. Sejam (x,,), (y,) C X tais que lim(z,,—y,) = 0. Como f, g sdo uniformemente

continuas, entao, usando o Teorema 6.13, concluimos que

m[f(2,) — f(ya)] = 0 e lim[g(z,,) — g(yn)] = 0.

i) Veja que
l[(f + g)(n) = (f + 9)(wa)] = Wm[f(zn) + g(xn) = F(yn) — 9(yn)]
= lim[f(z,) — f(yn)] + lim[g(z,) — g(yn)]

Logo, f + g é uniformemente continua, pelo Teorema 6.13.

ii) Suponha que f, g sdo limitadas. Entao, (f(z,)) e (¢(z,)) s@o limitadas. Portanto,

lm[(fg)(zn) — (f9)(yn)] = lim[f

ver Teorema 2.9.

iii) Como |f(x)| > k> 0,V x € X, entdo

1/|f(z)] < 1/k,¥ = € X.
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Portanto,

L1 (n)l, 1/1f (yn)] < 1/R, ¥ 0 € N,

Logo,
1/|f(zn) f(yn)| < 1/k* ¥ n € N.

Com isso, (1/[f(xn)f(ys)]) ¢ limitada. Dessa forma,

fln) - fir)]

hm[l/f(xn) - 1/f(yn)] = lim { f(xn)f(yn)

pois
Bl f(yn) — f(2n)] = —lm[f (zn) — f(yn)] = 0
e (1/[f(xzn) f(yn)]) é limitada (ver Teorema 2.9). O

Exemplo 6.38. A fungdo f(x) = = + /= é uniformemente continua em [1,00), pois as
fungoes g(z) = x e h(z) = y/z sdo uniformemente continuas em [1,00) (ver Exemplos 6.29 e
6.35)

No resultado abaixo, provaremos que a composicao de fungoes uniformemente continuas

¢ novamente uma funcao do mesmo tipo.
Teorema 6.18. Sejam f: X — R eg:Y — R funcoes uniformemente continuas, onde

X, Y CR e f(X) CY. Entao, go f : X — R também o é.

Demonstragao. Sejam (x,,), (y,) € X sequéncias tais que lim(z,, — y,) = 0. Entao, usando
o Teorema 6.13, concluimos que lim[f(x,) — f(yn)] = 0. Consequentemente, pelo mesmo

resultado, obtemos

lim{(g o f)(wn) = (g © f)(ya)] = lim[g(f(zn)) = 9(f(ya))] = 0,

pois (f(z,)), (f(yn)) € f(X) C Y. Novamente, o Teorema 6.13 nos ajuda a concluir que go f

¢ uniformemente continua. O
Exemplo 6.39. A fungao h : [1,00) — R dada por

h(z) =22+ 2y/r + 1,V x € [1,00),
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é uniformemente continua em [1,00), pois h = f o g, onde

flx)=2z+1eg(x)=a+ V.

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que f(x) = 1/z é uniformemente continua sobre Y = [y, 00), onde y > 0.
2. Mostre que a fungio f(x) = 2 nao é uniformemente continua em [0, o).

¢ uniformemente continua em R.

3. Mostre que a fungao f(x) = e
T

4. Sejam f(z) = = e g(x) = senz. Mostre que f e g sdo uniformemente continuas em R.

Mas f - g nao é.

6.8 Conclusao

Caro leitor, ao final desta aula, é importante ressaltar que a continuidade e a conti-
nuidade uniforme sao conceitos de grande importancia para Analise Matemaética, como se
pode constatar facilmente nos tépicos que estao por vir. Recomendo assim, uma releitura

cuidadosa das defini¢oes e resultados informados neste capitulo.

6.9 Resumo

Apresentamos como identificar as fungoes reais continuas e uniformementes continuas.
Mostramos também que hipoteses devemos estabelecer para relacionar estes dois conceitos.
Além disso, discutimos aplicacoes de resultados tais como os Teoremas do Valor Intermediario

e de Weierstrass, os quais serao extremamente utilizados na teoria de derivadas a seguir.



6.10. EXERCICIOS PROPOSTOS 231

6.10 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Sejam f,g: X — R funcoes continuas no ponto y € X. Prove que sao continuas no ponto

y as fungoes p,q : X — R, definidas por: p(x) = max{f(z), g(z)} e ¢(x) = min{f(z), g(z)}.

2. Sejam f, g : X — R continuas. Prove que se X é abertoentao Y = {z € X : f(z) # g(z)}

é aberto.

3. Seja f : R — R continua. Prove que se f(r) =0,V z € X, entdao f(z) =0,V x € X.

4. Prove que f: R — R é continua & f(X) C f(X),V X CR.

5. Sejam f,g : X — R continuas no ponto z € X. Suponha que, V § > 0, existem
x,y € (z— 9,2+ 0) tais que f(z) < g(x) e f(y) > g(y). Prove que f(z) = g(z).

6. Seja f : X :— R descontinua no ponto y € X. Prove que existe ¢ > 0 com a se-
guinte propriedade: ou se pode achar uma sequéncia de pontos z, € X com limz, = y e
flzn) > fly) +e, Vn €N, ou acha-se (y,) com y, € X, limy, =y e f(y.) < f(y) — ¢,
VnelN.

7. Seja f : R — R continua tal que lim f(z) = lim f(x) = co. Prove que existe y € R tal
T—r00 T—r—00
que f(y) < f(z), ¥z €R.

8. Prove que ndo existe uma func¢ao continua f : [a,b] — R que assuma cada um dos seus

valores f(z), x € [a,b], exatamente duas vezes.

9. Seja f : X — R continua no conjunto compacto X. Prove que, para todo € > 0 dado,
existe k. > 0 tal que x,y € X, |y — x| > e = |f(y) — f(z)] < ke|y — z|.
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10. Mostre que a funcao continua f : R — R dada por f(z) = z? nao é uniformemente

continua.

11. Dada f : X — R uniformemente continua, defina g : X — R pondo g(z) = f(x), se

x € X é um ponto isolado e g(x) = lim f(y) se z € X'. Prove que g é uniformemente
y*).'L'

continua e g(z) = f(z), Vx € X.

12. Sejam f,g : X — R uniformemente continuas. Prove que p,q : X — R dadas por
p(z) = min{ f(z),g(x)} e q(z) = max{f(z),g(x)}, V x € X, sdo uniformemente continuas.

13. Sejam f,g: X — R continuas. Se Y C X e f(y) = g(y), Vy € Y, entdo fly = gl
14. Seja A C R aberto. f: A — R é continua < f~1(B) é aberto, V B C R aberto.

15. Seja F C R fechado. f: F — R é continua < f~1(G) é fechado, V G C R fechado.

6.11 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. Sejam f,g: X — R continuas. Prove que se X é fechado entao

Z={reX: f(z) = g(x)}
¢é fechado.

Demonstracdo. Seja x € Z. Entdo, existe (x,) C Z tal que limz, = z. Como Z C X e X é
fechado, entao
reZCX=X.

Por outro lado, f e g sao continuas. Assim sendo, pelo Teorema 6.3,

lim f(z,) = f(2) e limg(x,) = g(a).
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Como (z,,) C Z, temos que
f(zn) = g(x,), ¥V neN.

Dessa forma,
f(z) = lim f(z,) = lim g(z,,) = g(z),

ou seja, f(x) = g(x). Isto nos diz que € Z. Portanto, Z C Z. Por fim, Z é fechado. [

Ex2. (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer) Seja f : [a,b] — R uma funcao continua tal que
fla) <aeb< f(b). Prove que existe y € [a,b] tal que f(y) =y (y é denominado ponto fixo
de f).

Demonstragao. Se f(a) < aeb< f(b), entdo
fla) —a <0< f(b) —b.

Se f(a) = a ou f(b) = b, o exercicio estd resolvido, basta considerar y = a ou y = b,

respectivamente. Caso contrario, isto €,
fla) —a <0< f(b) —b.

Defina g : [a,b] — R por
g(l’) = f(l') o $,V S [aa b]

Como f é continua, entao pelo Exemplo 5.8 e Teorema 6.6, tem-se que ¢ é continua. Assim,

g(a) = fla) —a <0 < f(b) = b= g(b),

ou seja, g(a) < 0 < g(b). Usando o Teorema 6.9, existe y € (a,b) tal que g(y) = 0. Isto é,
f(y) —y = 0. Portanto, f(y) =y. O

Ex3. Uma funcao f : R — R diz-se periddica se existe p > 0 tal que

f(x+p) = f(z),Yz ek

Prove que toda funcao continua periédica f : R — R é limitada e existem y, z € R tais que

fly) < f(z) < f(2),Yz eR.
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Demonstracao. Por inducao, prova-se que
f(x 4+ np) = f(x),VneN.

Por outro lado,
f(x) = f(x —p+p) = flz —p).

Novamente, por inducao, conclui-se

flx —np) = f(x),VneN.
Além disso, f(x + 0p) = f(z). Portanto,

flz+2p) = f(z),V z € Z.

Pela Proposicao 6.1, flop : [0,p] = R é continua em [0, p]. Como [0, p] é compacto, entao
fliop 1 [0,p] = R é uniformemente continua (ver Teorema 6.14). Pelo Teorema 6.11, existem
y,z € [0, p] tais que

fly) < fz) < f(2),¥ 2 € [0, p].

Observe que

Dessa forma, dado = € R existe zy € Z tal que = € [zop, (20 + 1)p]. Com isso,
Zp <z < (20 +1)p.
Consequentemente, 0 < x — zgp < p. Com isso,
fy) < fl@—zp) = flz) < f(2).
Por conseguinte, f é limitada. ]
Ex4. Dado um conjunto nao-vazio Y C R, defina f : R — R pondo
flx)=inf{lr —y|:y €Y}, Vz eR

Prove que
|f(z) = f(2)| < |z —z,Vz,zeR
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7

Conclua que f é uniformemente continua (f(x) é habitualmente denotada por d(z,Y) e é

denominada distancia do elemento = ao conjunto Y').

Demonstracao. Sejam y € Y e x,z € R. Assim sendo,
fle)=mf{lz —yl:yeYi<|p—yl=lr—z+z—y[<|zx—2z[+]|z -y

ou seja,
fla) =z -z <[z —y[VyeY.

Dessa forma, utilizando a Definicao 1.12, temos que

f(x) = o =2 <inf{[z —y| -y € Y} = f(2),

ou equivalentemente,

flx) = f(2) < v ==,V o,z e R.

Analogamente, verifica-se que f(z) — f(z) < |z — z|. Portanto,
If(z) — f(2)| < |z — 2|,V 2,2 €R.

Isto nos diz que f ¢é Lipschitziana com constante de Lipschitz £ = 1. Por fim, pela Proposi¢ao

6.2, f é uniformemente continua. ]
Ex5. Sejam f,g: R — R continuas, tais que f(r) = g(r), V r € Q, prove que f = g.

Demonstracio. Vimos que Q = R (ver Exemplo 4.17). Vamos provar que

flz)=g(x),VxeR.

Seja z € R = Q. Assim, existe (z,,) C Q tal que limz,, = 2. Como f e g sdo continuas em
R, entao
lim f(z) = f(x) e limg(zn) = g(z).

Como (z,) € Q, entao, por hip6tese

f(@n) = g(2,),¥ n €N,

Com isso,

f(x) =Tim f(zy,) = lim g(z,) = g(),
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isto é, f(z) = g(x). Isto nos diz que f = g. O

Ex6. Sejam X,Y C R. Seja f: X — R uma funcdo continua em y € X, tal que f(X) C Y.
Seja ¢ : Y — R uma fungao continua em f(y) € Y. Prove, utilizando a Defini¢ao 6.1, que

gof: X — R écontinua em y € X.
Demonstragcao. Dado € > 0, existe A > 0 tal que
VzeY com [z — fy)| <A, tem-se|g(z) — g(f(y))] <e,

pois g é continua em f(y) € Y. Por outro lado, como f é continua em y € X, temos que

existe ¢ > 0 tal que
Vee X com |z —y|<d=|f(z)— fly)| <\

Pelo que foi feito acima,

[(go f)(x) = (g0 /)| = lg(f(x)) —g(f(¥)] <e,

ou seja, go f é continua em y € X. ]

Ex7. Sejam f : [a,b] — R uma fungao continua e ¢ € R. Se f(a) < ¢ < f(b), prove, usando
a Definigao 4.6, que existe y € (a,b) tal que f(y) = c.

Demonstracao. Considere os seguintes conjuntos

A={yelab]: fy) <cteB={yela]: fly) =c}

Vamos mostrar que A e B sdo fechados. De fato, seja y € A (respectivamente, y € B), assim
existe (x,) C A (respectivamente, (x,) C B) tal que limz, = y. Como f é continua, entao

lim f(z,) = f(y). Mas
f(zn) <c,VneN

(respectivamente, f(z,) > c), pois x,, € A (respectivamente, z,, € B), V n € N. Portanto,

fly) =1im f(z,) < c

(respectivamente, f(y) > c). Portanto, y € A (respectivamente, y € B). Ou seja, A é



6.11. EXERCICIOS RESOLVIDOS 237
fechado (respectivamente, B é fechado). Por conseguinte,
ANB=ANB=ANB.
Como a € Aeb e B, entao
A#0,B#0elab]=AUB.

Se AN B = (), entao (A|B) é uma cisdo nao-trivial de [a,b] (este é ndo-degenerado, pois
fla) < f(b), isto é, a # b). Mas, pelo Teorema 4.5, o intervalo [a, b] s6 admite cisao trivial.
Logo, AN B # (. Dessa forma, existe y € A e y € B. Isto é,

fly) <ce f(y) > ¢,

com y € [a,b]. Portanto, f(y) = ¢. Como

fla) <c= fly) < f(b),

entdo y # a e y # b. Por fim, encontramos y € (a, b) tal que f(y) = c. O

Ex8. Seja f : I — R uma fungao continua, onde I C R é um intervalo. Prove que f([) =

{f(z) :x € I} CR é também um intervalo, usando as defini¢oes 1.12 e 1.11.

Demonstra¢ao. Suponha, primeiramente, que f é uma fungao constante (continua), isto é,

f(z) =~ = constante, ¥V x € I. Assim

fU)={f(x):zel}={v}=1[],

isto é, f(I) é um intervalo degenerado. Considere, entao, que f é nao-constante. Se f(I) C R
¢ um conjunto ilimitado inferiormente (respectivamente, superiormente) denote inf f(I) =

—oo (respectivamente, sup f(I) = oo). Como f é nao-constante, entao existem «, 8 € I tais
que f(ar) < f(6). Logo,
inf f(I) < f(a) < f(B) < sup f(]),

ou seja, inf f(I) <sup f(I). Seja ¢ € (inf f(I),sup f(I)). Com isso,

inf f(I) < ¢ <sup f(I).
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Pelas definicoes 1.12 e 1.11, existem a, b € I tais que
inf £(I) < f(a) < ¢ < f(b) < sup f(1).

Como f é continua, entdo, utilizando o Teorema 6.9, existe y € (a,b) C I tal que f(y) = c.
Dessa forma, ¢ € f(I). Por fim,

(inf f(1),sup f(1)) € f(]).

Isto nos leva a concluir que, f(7) é um intervalo com extremos inf f (/) e sup f(I). O

Ex9. Sejam X C R limitado e f : X — R uniformemente continua. Prove que f é limitada,
ou seja, f(X) C R é limitado.

Demonstragao. Suponha que f é ilimitada inferiormente. Isto é, f(X) é ilimitado inferi-
ormente. Seja x; € X. Dado f(z;) —1 € R, existe 5 € X tal que f(x2) < f(z1) — 1.

Indutivamente, existe (x,) C X tal que
f(zpe) < f(x,) —1,¥n eN.
Assim sendo,
f(@ng2) < f(Tns1) =1 < flo,) =1 -1< f(zn) —1,VneN.
Portanto, seguindo este processo, encontramos
flxm) < f(zn) — 1, se m > n.

Como X ¢ limitado, entdo (z,) C X ¢é limitada. Pelo Teorema 4.9, existe (z,, ) subsequéncia

de (z,) tal que lim z,, = . Assim,
k—o0
1i_>1210[xnk+1 — Ty, ] =2—2=0.

Por outro lado,

f(xnk> - f(xnk+1) > 1,
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onde ng < ngyq1. Como f é uniformemente continua, entao

k—o0

Absurdo! Ou seja, f é limitada inferiormente. Analogamente, prova-se que f é limitada

superiormente. O]

Ex10. Sejam f : X — R uniformemente continua e y € X’. Prove, usando a questao

anterior, que lim f(x) existe.
Ty

Demonstragao. Vamos utilizar o Teorema 5.6. Como y € X', entdo existe (z,,) € (X\{y})
com limz, = y. Pelo Teorema 2.3 temos que (x,) é limitada. Como f é uniformemente
continua, entao, usando a questao anterior, temos que (f(x,)) é limitada. Pelo Teorema 4.9,
existe (f(zp,)) subsequéncia de (f(x,)) tal que kh—g}o f(zn,) = 1. Seja (y,) C (X\{y}) tal
que limy, = y. Entao,

lim(x, —y,) = limz, —limy, =y —y = 0.
Como f é uniformemente continua, entao pelo Teorema 6.13, temos que

Hm[f (zn) = f(yn)] = 0.

Dessa forma,

llm[f($nk) - f(ynk)] = O’

ver Teorema 2.2. Mas,

Logo,
i f(yn,) = lm [f(yn,) = f(zn,)] + lim f(z,,) =0+1=1.

k—o0 k—o0
Portanto, hm f(yn,) = l. Consequentemente, lim f(y,) = [, pois (f(y,)) é de Cauchy (ver
Lema 2.2 e Teorema 6. 15). Por fim, lim f(z) = [, usando o Teorema 5.6. O
Ty

Ex11. Sejam f : [a,b] — R uma fungao continua e ¢ € R. Se f(a) < ¢ < f(b), prove, usando
a Definigao 1.11, que existe y € (a,b) tal que f(y) =

Demonstragao. Defina a funcao g : [a,b] — R por

g(x) = f(x) — ¢,V x € [a,].
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Com isso, g é continua, ver Teorema 6.6 e Exemplo 6.9. Além disso,
g(a) = f(a) —c < 0 < f(b) — c = g(b),
ou seja, g(a) < 0 < g(b). Agora, considere o conjunto
X ={z € [a,b] : g(x) < 0}.

Vamos provar que g(sup X) = 0. Primeiramente observe que X C [a, b], consequentemente,
X é limitado. Além disso, a € X, pois g(a) < 0. Portanto, a existéncia do sup X esta
justificada. Como sup X € X, entdo existe (z,) C X tal que limx, = sup X. Como g é

continua, entao, usando o Teorema 6.3, temos que
g(sup X) = lim g(z,) <0,
pois (z,) € X e, por conseguinte, g(z,) < 0,V n € N.

Suponha, por absurdo, que g(sup X) < 0. Assim, utilizando o Teorema 6.5, temos que

existe > 0 tal que
para todo x € [a,b] com = € (sup X — §,sup X + ), tem-se g(z) < 0.

Consequentemente, x € X. Agora, observe que sup X < b. Com efeito, se sup X = b,

teriamos
g(b) = g(sup X) <0,

mas g(b) > 0. Logo, sup X < b. Dessa forma, tomando v = min{d, (b — sup X)/2} > 0,
obtemos

para todo z € (sup X,sup X + ), que z € X.

Isto é um absurdo, pois sup X + /2 ¢ X. Por fim, g(sup X) = 0, isto é f(y) = ¢, onde
y = sup X. E f4cil ver que y € (a,b). O
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Auto-Avaliacao

Sou capaz de verificar se uma fungao ¢ continua ou uniformemente continua e de aplicar

os Teoremas do Valor Intermediario e de Weierstarass corretamente?

Proxima Aula

Caro leitor, na préxima aula, estudaremos derivada de fungoes reais. Recomendo um
maior esforco na compreensao dos Teoremas do Valor Intermediario e de Weierstrass, com a

finalidade de um melhor entendimento das aplicacoes que estao por vir.
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