Capitulo 7

Sétima Aula: Derivadas de Funcoes

Reais

Meta

Apresentar a definicao de fungoes reais derivaveis e algumas informagoes que podemos
obter atrvés deste novo conceito, tais como: a Regra da Cadeia e o Teorema do Valor Médio.
Além disso, mostrar como classificar um ponto critico nao-degenerado em ponto de maximo

ou de minimo local.

Objetivos

Ao final desta aula, o leitor devera ser capaz de identificar quais fungoes sao derivaveis e
saber aplicar corretamente a Regra da Cadeia e o Teorema do Valor Médio.
Pré-requisitos

Aula 6, Fundamentos da Matemética e Calculo II.
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7.1 Introducao

Prezado leitor, comecaremos esta aula definindo e exemplificando fungoes derivaveis. Logo
em seguida, mostraremos que qualquer operagao elementar entre fungoes derivaveis resulta
em uma aplicacao do mesmo tipo. Apresentaremos também uma férmula que nos auxilia no
calculo da derivada de uma composta de fungoes, denominada Regra da Cadeia, a qual é uma
ferramenta de grande utilidade na resolucao de exercicios. No desenvolvimento do contetdo,
provaremos alguns teoremas que envolvem derivabilidade, como, por exemplo, os Teoremas
de Darboux, de Rolle e do Valor Médio. Por fim, relacionaremos o sinal da derivada de uma

funcao com o crescimento ou decrescimento desta mesma.

7.2 Derivadas e Exemplos

Nesta secao, discurssaremos sobre funcoes derivaveis. Como exemplos destas funcoes,
temos: as funcgoes seno, cosseno e as aplicagoes polinomiais. Além disso, mostraremos que
qualquer fungao derivavel é também continua. E para concluir este tépico, definiremos e

exemplificaremos derivadas laterais.

Definigao 7.1 (Derivada no Ponto). Sejam X CR, y € XNX"e f: X — R. Dizemos que
f é derivavel em y € X N X' se

i L@ =) _ .yt h) - fy)
h

T—Y r—y h—0

Y

existe.

Neste caso, chamamos estes limites de derivada de f no ponto y € X N X’ e o denotamos

por

= lim
Ty T —Yy h—0

fly+h)— fy)
. .
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Obs 7.1. Quando z tende a y, a inclinagao da reta secante ao grafico de f nos pontos

(z, f(z)) e (y, f(y)) se aproxima da inclinagdo da tangente, a este mesmo gréfico, no ponto

(v, f(y)-
daf

Obs 7.2. Algumas outras notagoes, encontradas na literatura, para f’(y) sao D f(y), %(y)

Vejamos uma lista de fungoes derivaveis no conjunto dos ntiimeros reais.

Exemplo 7.1 (Derivada da Constante). Seja f : X — R dada por
flz)=cVrxeX,

onde ¢ é uma constante. Seja y € X N X', Assim,

limwzlim c=¢ = lim 0
=y X — Y TSy T —Y  aoy T — Y

=0.

Ou seja, f é derivavel em y € XN X' e f'(y) = 0. Isto nos diz que a derivada de uma fungao

constante em qualquer ponto é zero.

Exemplo 7.2. Seja f : R — R dada por
f(z) =azx+bV xeR.

Assim,

i O~ fy) _ aly+h)+b-(ay+b) | aytahtb-oay-—b

h—0 h h—0 h h—0 h
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a
= lim — = lima = a,
h—0 h h—0

ou seja, f é derivdavel em y e sua derivada é dada por f'(y) = a.

Exemplo 7.3. Defina f: R — R por f(z) = 2", comn € Nen > 2. Veja que,

i JO W= f) o )"y
h—0 h h—0 h

<n>ynzhz n
=0

yn 2h1+nyn 1h+y y

NgE

= lim
h—0

i 3
lO

A
\_/

y?’L Zhl+ny h

= lim { ( n ) y R 4 ny”_l}
h—0 P 7

pois a ultima soma acima sempre tem uma poténcia de h com expoente > 1. Dessa forma,

i 3
(Y]

/\
\_/

f ¢ derivdvel em y e sua derivada é dada por f'(y) = ny"!

Exemplo 7.4 (Derivada do Seno e do Cosseno). Seja f : R — R definida pela seguinte lei
de transformagao:
f(x) =senz,V z € R.

Provaremos que f’(y) = cosy, para qualquer y real. De fato,

sen(y + h) — seny . 2sen(3h) cos[3(2y + h)]
lim = lim

h—0 h h—0 h
.. sen(zh) 1
= }1112(1) I, cos 5(2?; + h)
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in
= lim senl(Q ) lim cos B(Qy + h)}

h—=0 5 h  h—o0

= cosy,

onde, na ultima igualdade, utilizamos os Exemplos 5.15 e 5.6. Por fim, a fungao seno é

derivdvel em y e sen’y = cosy. Analogamente,

cos(y + h) — cosy . —2sen(3h)sen[(2y + h)]
lim = lim

h—0 h h—0 h

= —seny,

pois a fungao seno é continua (ver Exemplo 5.5). Portanto, a fungao cosseno é derivével em

y e cos’ y = —seny.

Agora, daremos um exemplo classico de uma func¢ao nao derivavel em um determinado

ponto.

Exemplo 7.5. Seja f : R — R definida por

f(z) =|z|,Vz e R

Veja que
T el L TN . O
z—0t x —0 20t T 20t T '
Por outro lado,
— 0 _
Tl LU R T O
z—0- x —20 z—0t I =0t T

Dessa forma, pelo Teorema 5.11,

@) = (0)

z—0 z—0 z—=0 . —0
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nao existe, consequentemente, f nao é derivavel em 0.

Definicao 7.2. Dizemos que uma funcao f : X — R é derivavel se f é derivavel em cada

ponto y € X N X’'. Neste caso, a funcao g : X N X’ — R dada por

9gy) = fy),Vye XnX,

¢ denominada funcao derivada de f.

Exemplo 7.6. A funcgao constante é derivavel e sua fungao derivada é dada através da

funcao nula.

Exemplo 7.7. A funcao f: R — R dada por
flz)=2a"VxeR,
é derivavel e sua funcao derivada é dada por

f'(y)=ny" ",VyeR.

Exemplo 7.8. As fungoes seno e cosseno sao derivaveis e as respectivas fungoes derivadas
sao estabelecidas por

sen’(y) = cosy e cos'(y) = —sen y.

O resultado a seguir no diz que a classe formada por fungoes derivaveis esta contida na

colecao constituida por aplicagoes continuas.

Teorema 7.1. Toda funcao derivdavel em um ponto € continua neste mesmo valor.
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Demonstracao. Seja f : X — R derivavel em y € X N X’. Vamos provar que f é continua

em y. De fato,
tinf7(e) — )] = i | D=0 | = g L= gy
— f(y)-0=0.
Portanto, liin f(x) = f(y). Isto nos diz que f é continua em y. ]

Obs 7.3. Se uma funcao f : X — R é derivavel, entdao f é continua em X N X"

Exemplo 7.9. Considere que f : R — R é a funcao modular, isto é,
f(z) =|z|,Vx € R.

Vimos que f é continua em 0, mas nao ¢ derivavel em 0. Portanto, a reciproca do Teorema

7.1 nao é verdadeira.
A partir das definigoes de limites laterais podemos definir derivadas laterais em um
caminho 6bvio. Vejamos as defini¢oes abaixo.

Definig¢ao 7.3 (Derivada a Direita). Sejam X CR, f: X - Rey e XN X/,. O limite

i L@ = fW) o fy+h) — fy)

z—yt r—y h—07+ h ’

quando existe, é chamado derivada a direita de f no ponto y. Neste caso, escrevemos

) =t L0 )

z—yt =Yy

Defini¢ao 7.4 (Derivada a Esquerda). Sejam X CR, f: X - Rey e XNX’. Se o limite

i J@ =) )~ fy)

Ty~ r—1y h—0~ h

existe, o denominamos derivada a esquerda de f no ponto y. Nesta situacao, escrevemos

) — 1 T@ 0

Ty~ r—Yy
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Exemplo 7.10. Seja f : R — R definida por
f(z) =|z|,Vx €R.

Vimos no Exemplo 7.9 que

_ 0|
+( ) =0+t . —0
e que
0]
' (0) = fi PELEIOT
f;() z—0—- X 0
Exemplo 7.11. Vimos no Exemplo 5.24 que
lim — = —o0.
z—0— T
Portanto,
e U |
lim £ = lim — = o0.

e—0- T —0 20— 12

Assim, a derivada lateral a esquerda da funcao f(x) =1/, se z # 0 e f(0) = 0, no ponto 0,

nao existe no sentido da Definigao 7.4.

Exercicios de Fixacao

1. Utilize a Defini¢ao 7.1 para encontrar a derivada das seguintes funcgoes:
i) Va;

ii) 1/z, z #0.

2. Mostre que /2 nao é derivavel em 0.

3. Seja f(r) =22, sex € Qe f(x) =0, se x € Q. Mostre que f é derivavel em 0 e encontre

/'(0).

-1
4. Utilize a Proposicao 7.1 para calcular o limite lin% a (ver Definigao 10.1).
z—1 Inx
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7.3 Operacoes Elementares com Funcoes Derivaveis

Nesta secao, apresentaremos as opereragoes mais elementares envolvendo derivadas. Res-
saltamos a formula da Regra da Cadeia. Esta nos ensina como calcular a derivada da com-
posta de funcgoes derivaveis. Por fim, provaremos uma Regra de L’Hopital que nos auxilia

na determinacao de um limite que exibe uma indeterminacao especifica.

Teorema 7.2 (Operagoes com Derivadas). Sejam X C R, f,g : X — R derivdveis em

y € X N X'. Entao sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:
i) f+¢g:X — R € derivivel em y e
(f+9) (W) = f)+9 W)
ii) f-g9: X = R ¢é derivdvel em y e
(f-9) (W) = F'(Wgly) + fy)g ();

iii) Se g(y) # 0, entdo f/g: X — R € derivdvel em y e

(f/9)(y) =

Demonstracao. i) Observe que

i [V 9@ = (f+ 9] _ . [[#) +9(@) — fy) —g(y)]
Ty Tr—1Y Ty | Tr—y
=i [f@) = fW) (@) —g(y)]
a—=y | T —yY x—y
~ lm _f(x)—f(y)} i {g(:v)—g(y)}
=y | r—1y Ty Tr—y
= ')+ ),

Consequentemente, f + g é derivavel em y e (f + g)'(y) = f'(y) + ¢'(y).
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ii) Como ¢ é derivdvel em y, entdo g é continua neste mesmo ponto, ver Teorema 7.1,

ou seja, lim g(x) = g(y). Com isso, pelo Exemplo 7.1, temos que
Ty

i | F9@) = (fg)(y)] — m {f(x)g(x) —fWy(z) + f(y)g(e) — f(y)g(y)]
=y T —1y Ty T —y
— lim { [f (=) = fWg(x) + [9(x) — g(y)]f(y)}
Ty T —y
_ e [ f@) = ) . [g(@) —g(y)
=ty (L0 )] 4y [ A0 5
= lim f(z) : 1) lim g(z) + f(y) lim 9(x) :g(y)
Ty €T Yy Ty Ty T Yy
= fWe) + fw)d'(v)-

iii) Como g é continua em y e g(y) # 0, entdo, pelo Teorema 6.6, lim[1/g(z)] = [1/9(y)].
=Y

Mostraremos, primeiramente, que

(1/g)(y) = LW,

Com efeito,

lim (1/9)(56)—(1/9)(31)} _ hm{ 9(y) — 9(x) }
Ty T—y vy [ g(2)g(y)(z — y)
_ g |9W) —g(@) 1
- }Hy[ x—y g(m)g(y)}
_ g 9w —g(@) ]
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~—

Y,
Portanto, (1/g)'(y) = g Com isso, por ii), f/g é derivdavel em y e

lg()]?

(flo) ) =1f- /9 w) = fu/9)y)+ fy)(1/9) ()

= f'W/9w) — fwdg )/l

Obs 7.4. Segue por inducaoo seguinte fato: se fi, fo,..., fn sao derivaveis em y, entao
fitfot+ ..+ foefi-for...- fns@0 derivaveis em v,

(it fot o+ 1) W)= fily) + foly) + ... + fi(y)

e também vale

(fi-for o ) W) = AW L20) o fay) + AL W) fo(y) o fay) + oo+ 1) fa(y) - - £l ()

Obs 7.5. Note que se f é uma fungao derivavel em y, entao, pelo Teorema 7.2, c¢f também

0 é (ver Exemplo 7.1). Além disso,
(cf)'(y) = 0f(y) + cf'(y) = cf'(y),
isto ¢, (cf)'(y) = cf'(y)-

Obs 7.6. Sejam f, g funcoes derivaveis em y, entao f — g também o é. Basta notar que
f—g9g=f+(—g). Além disso,

(f=9)'W) =1+ (=9l W) =+ (=9 )=y —d .
Exemplo 7.12 (Derivada do Polinémio). Seja p : R — R o polinémio

p(z) = ag + a1x + asr® + ... + a,x", ¥V x € R.
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Assim, pelo Teorema 7.2, concluimos que
P (y) = ay + 2a0y + ... + na,y"
ver Exemplos 7.1 e 7.3.
Exemplo 7.13. Sejam p,q : R — R os polinomios
plz)=z+1leq(zx)=2x—-1,VreR
Assim p/q é derivavel em R\{1/2}. Além disso,

vy PWaly) —ply)d(y)  12y-1)—-(w+1)2 2y—-1-2y—2 -3
(p/a)(y) = lq(y)2 = (2y — 1) - (2y — 1) - (2y — 1)27

onde y # 1/2.

Exemplo 7.14 (Derivada da Tangente). Seja tan : X — R dada por

senx

tanx = VrelX,

COsS T

onde X =R\{(2z+ 1)7/2: z € Z}. Assim, pelo Teorema 7.2,

sen’(x) cos(x) — sen(z) cos’(x)  cos(z) cos(x) + sen(z)sen(z)

tan'(z) = cos(a) - [cos(@)
_ cos®*(x) +sen’(z) 1 ol
=T les@P feos@P @)

onde secx = 1/cosz é uma fungao definida em X = R\{(2z + 1)7/2 : z € Z} denomi-

nada funcao secante.

Teorema 7.3 (Regra da Cadeia). A composta de funcgoes derivdveis € derivdvel.

Demonstracao. Sejam f: X - Reg:Y — R, com f(X)CY, derivaveisem y € X N X' e
f(y) € Y NY’, respectivamente. Vamos provar que go f : X — R é derivdavel em y e

(go ) (y) =g W) (v)
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Vamos utilizar o Teorema 5.6. Seja (z,,) € X\{y} tal que limz,, = y. Serd provado que

9(f(xn)) —g(f(y))

lim =4 ().
P 9 (fW)f ()
Como f é derivavel em y, entao, pelo Teorema 7.1, f é continua neste mesmo ponto. Por-
tanto, usando o Teorema 6.3, concluimos que lim f(z,) = f(y). considere os seguintes
conjuntos

Ny = {n € N: f(z) # f(5)} e Ny = {n € N: f(z) = f(y)} = CNy.

Como N = N; UNj, entao Ny ou Ny é infinito, pois N o é. Primeiramente considere que N;

¢ infinito e Ny é finito, entao

i 9.0/ (@) — g0 fy)

Typ — Y N rpe%ll Tp — Y
_ i U @) = 9(f(y) fza) = f(y)
nety - flwn) = f(y) Tn =Y
= 9 W) (),

pois lim f(z,,) = f(y), g é derivavel em f(y) e f é derivavel em y (ver também os Teoremas
2.1, 2.2 € 5.6). Por outro lado, se Ny é finito e Ny é infinito, chegamos a

f (y) n€ENy Tn — Y n€ENy Tn — Y

=0.

E verdade também que,

g(f(zn)) —g(f(y))

lim = lim
Tp =Y nely Tn =Y
_ i IV W) —9(f(v)
neNy Tp —Y
= lim 0
neNy I, — Yy
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Por conseguinte,

Tn —Y
Por fim, se N; e N, sao infinitos, entao as igualdades

neNy Tn —Y neN; Tp — Y

nos permitem concluir que

Tn —Y

onde esta ultima igualdade segue de uma demonstracao andloga a realizada na primeira
questao dos exercicios resolvidos do Capitulo sequéncia de ntimeros reais. De qualquer

maneira, obtemos
9(f (@n)) — 9(f ()

Ty — Y

=g'(f)f (),

lim

isto é, go f é derivavel em y e

Obs 7.7. No Teorema 7.3 a Regra da Cadeia esta estabelecida na férmula

(go ) (y) =9 (W) f (),

encontrada na demonstracao.

Exemplo 7.15. Sejam f,g: R — R definidas por
f(z) = 2% e g(x) = senz,V x € R.
Portanto, go f : R — R é dada por
go f(x) =sen(z?),V x € R.
Assim, pela regra da cadeia,

(go f)(Vm) =g (f(Vm))f'(V7) = cos(m) - 2V = =2/,
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ou seja, (9o f)' (V) = =2y

Exemplo 7.16 (Derivada do Seno e do Cosseno Hiperbdlicos). Considere que (e*) = e”
(ver Teorema 10.2). As fungoes senh, cosh : R — R dadas por
senhr = % e coshz = ere

sdo denominadas seno e cosseno hiperbdlicos. Estas fungdes sao derivaveis (ver Teorema 7.3)

e suas derivadas sao dadas por

e’ +e” e’ —e "
senh’(z) = —y = coshx e cosh’(r) = ———— = senhx,
isto é,

senh’(z) = coshz e cosh’(x) = senhz,

A seguir, mostraremos, sob algumas hipoteses, que a derivada da inversa de uma fungao

¢ o inverso multiplicativo da derivada desta.

Corolario 7.4 (Teorema da Fungao Inversa). Seja f : X — Y uma bijegcio, onde X, Y C R.
Se f é derivdvel emy € X N X" e f~! é continua em f(y), entio f~ € derivdvel em f(y)

se, e somente se, f'(y) # 0. Neste caso,

Demonstra¢ao. Como y € X N X' entao existe (z,) € X\{y} tal que limz, = y. Como f
é continua em y (ver Teorema 7.1), entao lim f(x,) = f(y) (ver Teorema 6.3). Como f é
bijetiva, entao (f(z,)) C Y\{f(y)}. Portanto, f(y) € Y NY".

=) Considere que f~! ¢é derivavel em f(y). Como
ff@)=zvVreX,
entao pelo Teorema 7.3,

G W) =" o fly) =1
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Portanto, f'(y) # 0 (caso contrario, 0 = 1) e

<) Suponha que f'(y) # 0. Vamos provar que f~! ¢ derivavel em f(y), isto é,

F7H0) = 1 (f ()
b—f(y) b— f(y)

existe. Utilizaremos o Teorema 5.6. Seja (y,) € Y\{f(y)} tal que limy, = f(y). Como f é
bijetiva entao existe (x,) C X\{y} tal que

f(xn) = Yn, OU seja, Tp = f_l(yn)'

Por outro lado, f~! é continua em f(y). Assim sendo,

lima, =lim f~(y,) = [~ (f(y)) = .
Como f é derivavel em y, entao, pelo Teorema 5.6, concluimos que

Como f’'(y) # 0, logo, usando o Teorema 2.11,

I Ty — I 1 1
U )~ fly) T T )
Portanto,
i ) = W) e FTN () = ) -y _ 1
Yo — f(y) f(zn) = f(y) f@n) = fly)  f'(y)

Pelo Teorema 5.6, concluimos que

lim —

b= f(y) b— f(y) f'(y)
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Isto nos diz que f~! é derivavel em f(y) e (f 1) (f(y)) = 1/f'(y). O

Como aplicacao do ltimo resultado, mostraremos como obter a derivada da raiz qua-

drada.

Exemplo 7.17 (Derivada da Raiz Quadrada). Vimos que f : [0,00) — [0, 00) dada por
f(z) =2*V z €10,00).

¢ derivavel (ver Exemplo 5.8). Sabemos que f~!: R — R definida por
f )=z, VreR

é a inversa de f, a qual é continua (ver Exemplo 6.35). Observe que
fy)=2y#0sy#0.

Assim, pelo Corolario 7.4,

S B
() (f(y) = Y E (0, 00),
ou seja, (f 1) (y*) = %, vV y € (0,00). Com isso,
—1y\/ 1
(f7(z) = —=,V z € (0,00).

2V

Abaixo, descrevemos uma maneira de resolver o limite de certa indeterminagao usando

derivadas.

Proposicao 7.1 (Regra de L'Hopital). Sejam f,g : X — R fungdes derivdveis em y €
X NX'. Considere que

lim f(z) = f(y) = 0= g(y) = lim g(x)

T—Y T—Y

e que ¢'(y) # 0. Entao,

lim ——= =

flx)  f(y)
vy g(r)  g'(y)
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Demonstracao. Com efeito, um simples calculo nos mostra que

i L) oy @ 2y f@) - fly) 2y
ey g(x) sy —y g(x) Ty r—y 9@ — g

- fl@)—fly) 1 f'(W)
- 91013131; =Yy 9(x)—g(y) - g’(y) )

Exemplo 7.18. Considere a seguinte lei de transformacao:
flz)=e"—1,VaeR,

ver Definigao 10.2. Suponha que f'(0) = 1 e lime” = 1 (ver Teorema 10.2). Entao, utilizando

z—0
a Proposicao 7.1, temos que
r—1 (0
lim < _ Oy
z—0 xT 1
ou seja,
r—1
lim &= = 1.
z—0 xT

Exercicios de Fixacao

x
1422

1. Derive as seguintes funcoes f(z) = tan(z?) e g(x) =

2. Suponha que f : R — R é derivavel em y e que f(y) = 0. Mostre que g(x) = |f(z)| é
derivavel em y < f'(y) = 0.

3. Seja f(x) = x%sen(1/2?), se x # 0 e f(0) = 0. Mostre que f é derivavel.

4. Considere que a fungao f(z) = z° + 2x + 1 tem inversa f~!. Encontre (f~1)'(0), (f~)(1)
e (f71)(=1).
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7.4 Comportamento Local de uma Funcao Real

Nesta secao, relacionaremos o conceito de derivada lateral com o crescimento ou de-
crescimento local de uma fungao, definiremos pontos de maximo e minimo locais de uma
determinada aplicacao e, com isso, mostraremos quando tais pontos sao criticos. Iniciare-

mos este topico com o seguinte resultado.

Teorema 7.5. Sejam X CR, y€ X NX' e f: X — R uma fungdo. Suponha que f" (y)
existe e f' (y) > 0, entdo existe § > 0 tal que

para todo x € X N (y — 0,y), tem-se f(x) < f(y).

Demonstra¢ao. Como
) i L@ =IO

Ty~ r—1Yy

> 0,

entao, tomando € = f’ (y) > 0, concluimos que existe § > 0 tal que

fx) = fy)

p— > fL(y) —e=0.

para todo x € X N (y — d,y), tem-se
Mas,
r—y<0,VYzeXn(y—2advy).

Dessa forma,

ou seja,
para todo x € X N (y — d,y), tem-se f(z) < f(y).

Obs 7.8. Analogamente, podemos encontrar os seguintes resultados semelhantes:

i) f(y) = lim w <0=35>0talqueVax e XN(y—0,y), tem-se f(x) > f(y);
x%y_ -
f@) = fy)

i) fi(y) = lim >0=3)>0talqueVax e XN(y,y+9), tem-se f(x) > f(y);

=yt r—1Yy

iy £ — i L0 SW)

z—yT r—y

<0=36>0talqueVz e XN(y,y+9), tem-se f(z) < f(y).
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O resultado a seguir nos diz, resumidamente, que se uma funcao é nao-crescente, entao

as derivadas laterais existentes sao nao-positivas.
Corolério 7.6. Sejam f : X — R nao-crescente ey € XNX, z€ XNX_. Se fl(y) e

+
I(2) existem, entdao f' (y), f_(2) <0.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que f’(z) > 0. Assim sendo, pelo Teorema 7.5,

concluimos que existe 6 > 0 tal que
para todo x € X N (z — 4, 2), tem-se f(z) < f(2).

f(z), poisx < z. Mas z € X N X',

f(z). Isto é um absurdo. Portanto,

Por outro lado, como f é nao-crescente, entao f(x)
assim existe x € X N (2 — 0,2). Dai, f(z) < f(z)
J-(2) <0. Analogamente, prova-se que f* (y) < 0. O

>
<

Obs 7.9. Um resultado andlogo ao Corolario 7.6 é o seguinte: f : X — R nao-decrescente
eye XNX,, ze XNX"_. Se fl.(y) e f.(2) existem, temos que f}(y), f(z) > 0.

Exemplo 7.19. Seja f: R — R definida por
f(zr) = —22° Vo €R.

entdo f é derivavel (ver Exemplo 7.12) e f/'(y) = —10y. Assim, f’(0) = 0. Veja que f é

decrescente. Mesmo assim, nao podemos afirmar no Coroléario 7.6 que

FL(0) = f1(0) = f(0) <0,
ver Teorema 5.11.

Corolario 7.7. Sejam X CR, y e XNX,. NX" e f: X = R. Se f € derivavel em y e
f'(y) > 0, entdo existe 6 > 0 tal que

para todo x,z € X comy—0 <z <y<z<y+9, tem-se f(x) < f(y) < f(z2).

Demonstragao. Suponha que f'(y) > 0. Sabemos, pelo Teorema 5.11, que

f'y) = fL(y) = fi(y) > 0.
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Pelo Teorema 7.5, temos que existe 6; > 0 tal que
para todo x € X N (y — d1,y), tem-se f(z) < f(y).
E também podemos encontrar d, > 0 tal que
para todo z € X N (y,y + d2), tem-se f(y) < f(2).
Portanto, para § = min{dy, do} < 1, d2, concluimos que
paratodoz,z€ X comy—d <z <y<z<y-+9,

tem-se

y—n <y—o<z<y<z<y+d<y+ds.

Por consequentemente,
reXN(y—7b,y ezeXN(yy+d).

Com isso, f(z) < f(y) < f(2). O

Vejamos como enunciar um resultado analogo ao Corolario 7.7.

Corolario 7.8. Sejam X CR, y e XNX,. NX" e f: X = R. Se f € derivavel em y e
f'(y) <0, entdo existe 6 > 0 tal que

para todo x,z € X comy—0 <z <y<z<y+9, tem-se f(z) < f(y) < f(z).

Demonstragao. Utilize a ideia do Corolario 7.7 e a Observacao 7.8. [

Definigao 7.5 (Ponto de Maximo ou Minimo Global). Sejam X CR,y€ X e f: X - R
uma fungao. Dizemos que y é ponto de méximo (respectivamente, minimo) de f,seVz € X
tem-se f(z) < f(y) (respectivamente, f(x) > f(y)). Neste caso, f(y) é chamado valor

méximo (respectivamente, valor minimo) de f.

Obs 7.10. O Teorema 6.11 nos diz que toda funcao continua definida em um compacto

possui ponto de maximo e minimo.
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Exemplo 7.20. Sabemos que
cosTt=—1<cosx <1=cos0,VzeR.

Assim, 0 e m sao pontos de maximo e de minimo, respectivamente, para a funcao cosseno.
Este exemplo também mostra que o ponto de maximo e de minimo de uma fun¢ao nao sao,

necessariamente, tinicos. Por exmeplo, 27 é também ponto de maximo da funcao cosseno.

Exemplo 7.21. A funcao f: N — R dada por
f(n)=n,¥YyneN

é uma sequéncia, a qual ja vimos que ¢ ilimitada superiormente (ver Definigao 2.3 e Teorema

1.2). Portanto, f nao possui um ponto de maximo.

Definicao 7.6 (Ponto de Maximo Local). Sejam X C R, y € X e f: X — R uma fungao.

Dizemos que y € X é ponto de maximo local de f, se existe § > 0 tal que
para todo x € X N (y — d,y + 9), tem-se f(z) < f(y).

Neste caso, f(y) é dito valor maximo local de f.

Definigao 7.7 (Ponto de Minimo Local). Sejam X C R, y € X e f: X — R uma aplicagao.

Dizemos que y € X é ponto de minimo local de f, se existe 6 > 0 tal que
para todo x € X N (y — d,y + 0), tem-se f(z) > f(y).

Neste caso, f(y) é dito valor minimo local de f.

Exemplo 7.22. Seja f : R — R a funcao sinal, isto é, f(z) = sgn(z), para todo = € R.
Note que, 0 nao é ponto de minimo local de f. Suponha, por absurdo, que 0 seja um ponto

de minimo local de f. Assim, existe 6 > 0 tal que

Mas,
1< f(=0/2)=—-1<1.

Isto é um absurdo. Logo, 0 nao é ponto de minimo local de f.
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Exemplo 7.23. No Exemplo 7.22, 0 é ponto de méximo local de f. De fato, parad =1 > 0,
tem-se

flx) <1=f(0),V z e (-1,1).

Definicao 7.8 (Ponto de Maximo ou Minimo Local Estrito). Sejam X C R, y € X e
f X — R uma fungao. Dizemos que y é ponto de méximo (respectivamente, minimo) local

estrito de f, se existe § > 0 tal que
para todo z € (X\{y}) N (y — 0,y + 0), tem-se f(z) < f(y)

(respectivamente, f(z) > f(y)). Neste caso, f(y) é denominado valor méximo (respectiva-

mente, minimo) local estrito f.

Obs 7.11. Observe que segue diretamente das defini¢oes 7.6, 7.7 e 7.8 que todo ponto de
méximo (respectivamente, ponto de minimo) local estrito é um ponto de maximo (respecti-

vamente, ponto de minimo) local.

Exemplo 7.24. No Exemplo 7.22 0 é ponto de maximo local, mas nao é ponto de maximo

local estrito de f. De fato, para todo § > 0 existe
0/2 € (—6,0) tal que f(6/2) =1 = f(0).
Exemplo 7.25. Defina f : R — R por

f(z)=2*VzeR.
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Observe que, 0 nao é ponto de méximo, nem ponto de minimo, local estrito de f. Com

efeito, para qualquer § > 0 existem —§/2,6/2 € (=6, 9) tais que
F(=6/2) = (=6/2) = =6°/8 <0 = f(0) e f(3/2) = (6/2)* = 6°/8 > 0 = f(0),

Portanto,

f(=6/2) < f(0) e f(6/2) > f(0).
Exemplo 7.26. Seja f: R — R dada por
f(z)=2*VzeR.
Veja que 0 é ponto de minimo local estrito de f. De fato, para § =1 > 0, tem-se
f(0) =0 <a® = f(2),¥ z € (~1,1)\{0},

ou seja,

f(0) < f(x),¥ 2 € (=1, 1)\{0}.

Corolério 7.9. Sejam X CR, y € XNX' e f: X — R uma fungio. Sey € ponto de
minimo local de f, entao f’ (y) <0.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que f’ (y) > 0. Utilizando o Teorema 7.5, concluimos

que existe 0; > 0 tal que
para todo x € X N (y — d1,y), tem-se f(z) < f(y).
Por outro lado, como y é ponto de minimo local de f, entao existe d5 > 0 tal que

fly) < f(z),Yz e XN(y—oday+ds).

Escolha 6 = min{d;,d2} > 0. Portanto, seja z € X N (y — d,y) (z existe, pois y € X N X"),
com 1sso

reEXey—0,y—0<y—0<zr<y<y-+oi.

Dessa forma, f(z) < f(y) < f(x). Absurdo! Por fim, f’ (y) <O0. O

Obs 7.12. Analogamente ao que foi feito no Corolario 7.9 e Observacao 7.8, conclui-se que
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i) fi(y) <0,sey e XNX\ éponto de maximo local de f;
ii) fi(y) >0,sey e XNX\ éponto de minimo local de f;
iii) f (y) > 0,se y € X N X’ é ponto de maximo local de f.

Definigao 7.9 (Ponto Critico). Sejam X C R e f : X — R derivavel. Dizemos que
y € X N X' é ponto critico de f se f'(y) = 0.

Exemplo 7.27. Seja f(z) = 23 entao f ¢é derivdvel e f'(0) = 0, isto é, 0 é ponto critico de
f. Por outro lado, f'(1) = 3 # 0. Portanto, 1 nao é ponto critico de f.

Exemplo 7.28. Vimos que

sen’t = cosx,V o € R.

Assim, os pontos criticos da fungao seno sao os ntimeros da forma

(224 1)7/2,V z € Z.

O Corolario abaixo informa que todo ponto de minimo ou méximo local de uma funcao

derivavel é ponto critico desta mesma.

Corolario 7.10. Sejam X C R, f: X — R derivavel emy € X N X" N X'.. Sey € ponto

de mdzimo ou de minimo local de f, entao f'(y) = 0.

Demonstragao. Seja y um ponto de minimo de f, entao, pelo Teorema 5.6 e Corolario 7.9,

concluimos que
0< fily)=f(y) = f(y) <0,

ou seja, f'(y) = 0. Se y é ponto de maximo de f, entdo, analogamente ao que foi feito

anteriormente,
0< f(y) = f'(y) = fi(y) <0,
ver Observagao 7.12. Portanto, f'(y) = 0. ]

Obs 7.13. Se f é derivavel e y é ponto de maximo ou de minimo local de f, entao, pelo

Corolario 7.10, y é ponto critico de f.

Exemplo 7.29. Considere a fungao

f(z) =2V zeR.
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Vimos que 0 nao é ponto de méximo, nem de minimo, local de f. Mas, f’(0) = 0. Com isso,

a reciproca do Corolédrio 7.10 nao é verdadeira.

Exercicios de Fixacao

1. Encontre os pontos criticos, os maximos e minimos locais das fungoes f(z) = 23 — 3z +4

e g(x) = 3z — 4a°.

7.5 Teoremas Importantes sobre Derivabilidade

Caro leitor, nesta secao, veremos os teorema mais importantes sobre derivadas de fungoes
reais. Entre eles estao os Teoremas de Rolle e do Valor Médio, que de fato, sao equivalentes.
Comecgemos com o seguinte resultado, que garantirda a inexisténcia de uma primitiva para

uma determinada funcao.

Teorema 7.11 (Teorema de Darboux). Seja f : [¢,d] — R uma fun¢do derivdvel. Se
f'(c) <z < f(d), para algum z € R, entdo existe a € (c,d) tal que f'(a) = z.

Demonstra¢ao. Como f é derivavel, entao, pelo Teorema 7.1, f é continua em [c, d]. Lembre

que [c,d] é compacto. Assim sendo, usando o Teorema 6.11, existe a € [, d] tal que
fla) < f(z),V x € [e,d],

ou seja, a é ponto de minimo de f. Pelo Coroldrio 7.10, f'(a) = 0, se a € (¢, d). Precisamos

verificar que a # ¢ e a # d. Faremos a prova em dois casos.

Primeiramente, considere que z = 0. Por hipétese,

Utilizando o Teorema 7.5, existe § > 0 tal que

para todo x € X N (d — 9,d), tem-se f(z) < f(d).
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Observe que X N (d — §,d) # (), pois d € X" (ver Teorema 4.4). Dessa forma, a # d. Caso

contrario,
f(x) < f(d) = f(a),

o que é um absurdo! (a é ponto de minimo de f). Analogamente, prova-se que a # c.
Portanto,
f'(a)=0= 2z, coma € (c,d),

ou seja, a é o ponto procurado.

Agora, passemos para o caso geral. Defina ¢ : [¢,d] — R por

g(x) = f(z) — 2,V z € [¢,d].

Assim, g ¢ derivavel e ¢'(z) = f'(z) — z. Consequentemente,
J(0) = f(0) =2 <0< f(d) — = = g (d).

Usando o que foi feito nesta demonstragao, existe a € (¢, d) tal que

Por fim, f'(a) = . O

Vejamos uma simples aplicagao do Teorema 7.11. Esta sera utilizada na teoria das

Integrais a Riemann.

Exemplo 7.30. Seja f:[—1,1] — R dada por

) -1, sexe[-1,0);
fle) = { 1, sexe€]0,1].

Afirmamos que nao existe g : [—1,1] — R derivavel tal que
g (z) = f(x),Vzel[-1,1].

De fato, suponha, por absurdo, que este fato ocorra. Assim,

Q
<
—
|
—_
S~—
I
~
—~
|
—_
S~—
Il

1<0<1=f(1)=d(1).
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Com isso, ¢'(—1) < 0 < ¢'(1). Pelo Teorema 7.11, existe a € (—1,1) tal que

Isto é uma contradigao, pois, f # 0.

Em palavras, o resultado a seguir nos diz, sob algumas hipdteses, que se uma fungao
assume o mesmo valor nos extremos do intervalo sobre o qual estd definida, entao existe

algum valor no dominio que a reta tangente neste tem inclinacao horizontal.

Teorema 7.12 (Teorema de Rolle). Seja f : [c,d] — R uma fungdo continua em [c,d] e
derivavel em (c,d), onde f(c) = f(d). Entao existe a € (¢,d) tal que f'(a) = 0.

Demonstra¢ao. Como f é continua em [c,d] e [¢,d] é compacto, entdo, usando o Teorema

6.11, existem ay, as € [c, d] tais que
flar) < f(z) < flaz),V x € [c,d].
Utilizando o Corolario 7.10, concluimos que
f'(ay) = f'(az) =0, se ay,as € (c,d).

Dessa forma, se a; € (¢,d) ou as € (c,d), temos que a é a; ou ag, respectivamente. Caso

contrario, se a; = as = ¢, temos que

fle) = flar) < f(z) < flaz) = f(c),V @ € [c,d],
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ou seja,
f(@) = f(c),V z €le,d,

isto é, f é constante. Com isso,
() =0,V x € [c,d],

ver Exemplo 7.1. Em particular, para a = (¢ +d)/2, obtemos f'(a) = 0. O caso a; = ay =d

é analogo. Se a; = ¢ e as = d, entao

fle) = flar) < fx) < flaz) = f(d) = f(c),V @ € [e,d],
por hipotese. Assim,
flz) = f(e),¥Y x € [e,d].

Portanto,
f(z) =0,V x € [c,d].

Em particular, para a = (c+d)/2, obtemos f'(a) = 0. O caso a; = d e as = ¢ é analogo. [

Exemplo 7.31. Seja f : [¢,d] — R continua em [c,d] e derivavel em (c¢,d), onde f(c) =
f(d) = 0. Vamos provar que dado b € R, existe a € (c¢,d) tal que f'(a) = bf(a). De fato,
defina g : [¢,d] — R por

g(z) = f(z)e™ ¥ x € [¢,d],

ver Definigao 10.2. Dessa forma g é continua em [c, d] e derivavel em (¢, d), onde

g(c) = fle)e™ = 0= f(d)e™ = g(d).
Além disso,
g (x) = f(2)e™ = bf(2)e™ = [f'(x) = bf (x)]e™,

ver Teoremas 7.2 e 10.2. Aplicando o Teorema 7.12 a g existe a € (¢,d) tal que ¢'(a) = 0,
ou seja,

[f'(a) = bf(a)le™ =0.
Portanto, f'(a) — bf(a) =0, isto é, f'(a) = bf(a).

O Teorema do Valor Médio, nada mais é que o Teorema 7.12 com uma rotagao no sistema

de eixos que ilustra o grafico da funcao em questao.
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Teorema 7.13 (Teorema do Valor Médio). Seja f : [¢,d] — R continua em [c,d] e derivdvel
em (c,d). Entdo, eriste a € (¢,d) tal que

Demonstragao. Seja g : [c,d] — R dada por

g9(x) = f(x) —yz,V x € [c,d],

onde y € R é tal que g(c) = g(d). Assim sendo,

Aplicando o Teorema 7.12 a g, concluimos que existe a € (c¢,d) tal que ¢’(a) = 0. Ou

seja, f'(a) —y =0, isto é,

Exemplo 7.32. Seja z > 0. Pelo Teorema 7.13, existe a € (0, x) tal que

senx — sen( = cosa(x — 0),
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ver Exemplo 7.4. Logo,

—z < senzx = (cosa)r < x,

pois —1 < cosa <1 e x> 0. Ou seja,
|senz| < x,V z > 0.

Exemplo 7.33. Seja f : I — R derivavel em um intervalo / C R. Uma raiz de f é um
nimero a € I tal que f(a) = 0. Provaremos que entre duas raizes consecultivas de f’ existe

no méaximo uma raiz de f. Considere, por absurdo, que existem ¢,d € (y, z) tais que

onde ¢, d sao raizes de f entre as raizes consecultivas y, z de f’. Note que f : [c,d] = R é

derivavel. Dessa forma, pelo Teorema 7.13, existe a € (¢, d) tal que

Mas,
a€(y,z)e f(a)=0.

Absurdo! Pois y, z sdo raizes consecultivas de f’. Vejamos um exemplo para esta aplicagao.

Considere a funcao polinomial p : R — R dado por
p(z)=2°—62"+9r — 1,V z €R.
Assim, p possui exatamente uma raiz em (1, 3). De fato, observe que
p(z) =32 - 120 +9,Vz cR.

Assim, p/(1) = p/(3) = 0. Com isso, 1 e 3 s@o raizes consecultivas de p’. Portanto, existe no
méaximo uma raiz de p em (1,3). Usando o Teorema 6.9, concluimos que existe y € (1, 3) tal

que p(y) =0, ja que p(3) < 0 < p(1). Assim, este y é nico no intervalo (1, 3).

Na verdade os Teoremas 7.12 e 7.13 sao maneiras diferentes de informar o mesmo fato.
Em Matematica, dizemos simplesmente que tais resultados sao equivalentes. O que fizemos

acima foi verificar que o Teorema de Rolle resulta o Teorema do Valor Médio, mais também
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é verdade que a reciproca é valida. Com efeito, se f(c¢) = f(d), no Teorema 7.13, entao

existe a € (¢, d) tal que

Isto é a conclusao do Teorema 7.12.

Como aplicagao do Teorema 7.13, mostraremos que toda funcao que possui derivada nula

é constante.
Corolario 7.14. Seja f : I — R uma funcao continua, onde I C R € um intervalo. Se
f(z) =0,V x € int(]),

entdao, f € constante em 1.

Demonstrag¢dao. Suponha que
f(z) =0,V x € int(]).

Sejam ¢,d € I, entdo f : [c,d] — R é continua em [c,d] e derivavel em (¢,d) C int(/). Pelo
Teorema 7.13, existe a € (¢, d) tal que

_ iy f(d) = flo)
0= f (a’> - d—c
Assim, f(d) = f(c). Como ¢, d sao arbitrarios, entdo f é constante. O

Exemplo 7.34. Seja f: [ — R tal que

‘f(y)_f<x)’ Sl\y—xﬁb’x,yé[,

onde k > 1, [ é uma constante positiva e I é um intervalo em R. Asim sendo, f é continua
(basta tomar § = {/¢/2] > 0 na Definigao 6.1). Observe que
_ ok
U= @] st e
ly — x| ly — x|

f(x)

T

og‘ﬂﬁ

Dessa forma, usando o Teorema 5.5, obtemos

fly) — f(x)
y—$

lim
y—x

=0,
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ja que k > 1. Com isso,

y—z Y —T

=0.

Usando o Corolario 7.14, inferimos que f é constante em [.

Agora, vamos relacionar a monotonicidade de uma fun¢ao com o sinal de sua derivada.

Corolario 7.15. Seja f : I — R uma fung¢dao derivdvel, onde I C R é um intervalo. Entao

0s sequintes itens sao verdadeiros:

i) f é ndo-crecente & f'(x) <0,V x € l;

ii) f € ndo-decrecente < f'(x) >0,V z € I.

Demonstra¢ao. =) O Teorema 5.6, o Corolario 7.6 e a Observagao 7.8 provam as idas dos

itens i) e ii).

<) Suponha que f'(z) < 0 (respectivamente, f'(z) > 0) V x € I. Sejam z,y € I com
x < y. Pelo Teorema 7.13, existe a € (z,y) tal que

/ _f(y)_f(x)
fla) = SE R

Mas, f'(a) < 0 (respectivamente, f'(a) > 0). Portanto,

fly) = f(x)
y—x

<0

(respectivamente, > 0). Como y — z > 0, entao f(y) — f(x) < 0 (respectivamente, f(y) —
f(z) > 0). Ouseja, f(y) < f(z) (respectivamente, f(y) > f(z)). Por fim, f é nao-crescente

(respectivamente, nao-decrescente). O

Exemplo 7.35. Seja f : R — R definida por
f(z)=2"°VzeR.

Assim, f'(x) = 5z* > 0. Portanto, pelo Coroldrio 7.15, f é uma fungao nao-decrescente.
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Exercicios de Fixacao

1. Encontre os intervalos sobre os quais a fungiao f(z) = 2% — 3z + 5 é nao-decrescente,

nao-crescente.
2. Utilize o Teorema 7.13 para provar que |senz — seny| < |z —y|, V z,y € R.

3. Utilize o Teorema 7.13 para provar que (z —1)/x <Inz < x — 1, para z > 1.

Sugestao: Use o fato In'z = 1/z (ver Teorema 10.1).
4. Seja f(r) =0,se v <0, e f(z) =1, se z > 0. Mostre que nao existe g tal que ¢’ = f.

5. Suponha que f : [0,2] — R continua em [0,2], derivavel em (0,2) e f(0) = 0, f(1) =
f(2) = 1. Mostre que existem a,b € (0,2) tais que f'(a) =1e f'(b) =1/3.

7.6 Conclusao

Caro leitor, ao final desta aula, devemos ressaltar que o conceito de derivabilidade é
imprescindivel para a Andlise Matematica. E claro que a definicao dada neste material para
funcao derivavel pode nao servir em alguns estudos mais avangados. Por isso, recomendamos
a leitura do livro [9], para que o aluno possa encontrar uma nova interpretacao para o

significado de aplicacao diferencidvel.

7.7 Resumo

Nesta aula, apresentamos o conceito de fungoes derivaveis. Neste contexto, exemplifica-
mos e mostramos propriedades elementares de tais funcoes. Além disso, provamos resultados
como, por exemplo, o Teorema do Valor Médio, que tem aplicacoes realmente surpreendentes,
algumas destas demonstradas na aula. Para finalizar o tépico, relacionamos a monotonici-

dade de uma funcao derivavel com o estudo do sinal da derivada desta mesma.
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7.8 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Sejam f,g,h : X — R tais que f(z) < g(x) < h(z), Vx € X. Se f e h s@o derivaveis
emy € X NX', com f(y) = h(y) e f'(y) = h'(y), prove que g é derivavel em y, com
9'(y) = f'(y) = h(y).

2. Seja f + X = Rderivavelem y € XNX, NX'. Sexz, <y < yn, Vn e Ne
fyn_fmn
(1) =) gy

n n

limz, = limy, =y, prove que lim

3. Dé exemplo de uma funcao derivavel f : R — R e sequéncias de pontos 0 < x,, < ¥,, com
— f(x
limz, = limy, = 0 sem que entretanto exista o limite lim M
Yn — Tn

h) — —h
4. Sejam f: X - Rey € intX. Dé um exemplo em que o limite }llir% fly+ )th(y )
.

existe porém f nao é derivavel em y.

oY

5. Admitindo que (e*)’ = e” e que lim — = oo, prove que a fungao f : R — R, definida por
y—oo Y

flz) = ¢ quando x #0e f(0) =0, possui derivada nula em 0, 0 mesmo ocorrendo com

"R —= R, com f” e assim por diante.

6. Seja I um intervalo com centro 0. Uma funcao F' : I — R chama-se par quando
f(=z) = f(x) e impar quando f(—x) = —f(z), V x € I. Se f é par, suas derivadas de
ordem par (quando existem) sao fungoes pares e suas derivadas de ordem impar sao fungoes
impares. Emparticular, estas ultimas se anulam no ponto 0. Enuncie o resultado analogo

para f fmpar.

7. Seja f : R — R derivavel, tal que f(tx) = tf(x) para quaisquer t,z € R. Prove que
f(z) = f(0)z, qualquer que seja x € R. Mais geralmente, se f : R — R é k vezes derivivel
e f(tz) =tFf(z), V t,x € R, prove que f(z) = [f®(0)/k!2*, V z € R.

8. Dizemos que uma fungao f é de classe C", n € N, e escrevemos f € C" se f é n vezes

derivavel e £ é continua. Dizemos que f é de classe C™ e escrevemos f € C® se f € O™,
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vV n € N. Dé exemplo de uma funcao de classe C™ que nao é de classe C"!. Dé exemplo de

uma funcao de classe C'*°.
Demonstracao. Veja os Exemplos 8.2 e 8.1. O]
9. Dé exemplo de uma fungao derivavel f : R — R tal que 0 seja limite de uma sequéncia

de pontos criticos de f, mas f’(0) > 0.

10. Se y € I é um ponto critico de f : I — R derivavel no intervalo aberto I, prove que
existe 0 > 0 tal que y é o unico ponto critico de f no intervalo (y — d,y + 9). Conclua que,
se f é de classe C!, entao num conjunto compacto K C I, onde os pontos criticos de f sdo

todos nao-degenerados, s6 existe um nimero finito destes.

11. Prove que se o ponto critico y da funcao f : I — R é limite de uma sequéncia de pontos
criticos (y,) € I\{y} e f"(y) existe, entao f”(y) = 0.

12. Seja f : R™ — R definida por f(z) = logz/x. Admitindo que (log)'(z) = 1/, indique
os intervalos de crescimento e decrescimento de f, seus pontos criticos e seus limites quando

xr — 0 e quando x — oo.

13. Faga um trabalho andlogo ao do exercicio anterior para a funcao g : Rt — R, definida

por g(x) = e*/x, admitindo que (e*) = e”.

14. Seja f : [¢,d] — R continua em [c,d], derivdvel e m (¢, d), exceto possivelmente em

y € (¢,d). Se lim f'(x) =1, prove que f'(y) = 1.
Ty

15. Seja p: R — R um polindémio de grau impar. Prove que existe y € R tal que p”(y) = 0.

7.9 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. f: X — R é derivavel em y € X N X' & existe uma funcao g : X — R, continua em
y, tal que f(z) = f(y) + g(z)(z —y), Vr e X.
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Demonstragao. =) Seja f: X — R derivavel em y € X N X', Defina g : X — R por

f(z) = fy)
T =y

g(z) = ,sex#yegly) = f(y)

Observe que

f@) = fy)

li =1li = f'(y) = .
fim g() = Jim =—"— F(y) =9(y)
Portanto, g é continua em y € X N X’. Além disso,
fz) = fy)

se x # y. Logo,

se x # g, ou seja,

<) Seja g : X — R, continua em y, tal que

flz)=fly)+g@)(x—y),VxeX.

Assim sendo,

tim £ 2 W) iy g0y = o),
pois g é continua em y. Dessa forma, f é derivavel em y e f'(y) = g(y). O

Ex2. Se f: R — R ¢ de classe C!, o conjunto dos seus pontos criticos é fechado.

Demonstragao. Seja
C={reR: f(z) =0}

o conjunto dos pontos criticos de f. Vamos provar que C' é fechado. Considere y € C. Dessa

forma, existe (z,) C C tal que limz, = y. Veja que

f'(x,) =0,V neN.
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Como f € C!, entao f’ é continua. Portanto,

0 = Tim f'(zs) = f'(y),

ou seja, f'(y) =0, isto é, y € C. Com isso, C é fechado. O

Ex3. Seja f : [¢,d] — R continua em [c, d|, derivavel em (c,d), com f'(z) >0,V = € (¢, d).

Se f'(z) = 0 apenas num conjunto finito, prove que f é crescente.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que f nao é crescente. Assim sendo, existem a < b
tais que a,b € [c,d] e f(a) > f(b). Se f(a) > f(b), entdo, pelo Teorema 7.13, existe

z € (a,b) C (c,d) tal que
f(b) = f(a)

< 0.
b—a

f'(z) =

Considerando que
f(z) > 0,Y 2 € (cd),

obtemos um absurdo. Consequentemente, f(a) = f(b). Dessa forma, usando o Teorema 7.12,
concluimos que existe u € (a,b) C (¢,d), tal que f'(u) = 0. Agora, pela Lei da Tricotomia,
temos que ou

f(u) = f(a), ou f(u) > f(a) ou f(u) < f(a).

Se f(u) > f(a) = f(b), entao pelo Teorema 7.13 existe p € (u,b) C (¢, d) tal que

f(b) — f(u)

0.
b—u <

f(p) =

Isto é um absurdo, pois f'(z) > 0,V z € (¢,d). Se f(u) < f(a), entdo pelo Teorema 7.13
existe ¢ € (a,u) C (c,d) tal que

f(u) = f(a)

u—a

f'lq) = <0.

Isto é uma contradicao, ja que f'(z) > 0, V = € (¢,d). Logo, f(a) = f(u). Portanto,
utilizando o Teorema 7.12, existe v € (a,u) C (¢,d) tal que f'(v) = 0. Continuando este
processo, encontramos uma infinidade de valores em (c,d) que satisfazem f'(z) = 0. Isto

prova o resultado por contraposicao. ]
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Auto-Avaliacao

Sou capaz de identificar fungoes derivaveis e saber aplicar corretamente a Regra da Cadeia

e 0 Teorema do Valor Médio?

Proxima Aula

Caro leitor, na proxima aula, estudaremos a Formula de Taylor. A partir desta, podemos
aproximar algumas fungoes a um determinada aplicagao polinomial, denominada polinomio

de Taylor.
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