Capitulo 9

Nona Aula: Integral a Riemann de

Funcoes Realis

Meta

Apresentar as funcoes reais que sao integraveis a Riemann. Mostrar também resultados
como, por exemplo, Teorema Fundamental do Calculo, Mudanca de Variavel e Integragao

por Partes, os quais tém aplicagoes diretas em Equagoes Diferenciais Parciais (ver dissertagao

[14]).

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de identificar fungoes integraveis e aplicar
corretamente os Teoremas Fundamental do Célculo, Mudanca de Variaveis e Integracao por

Partes.

Pré-requisitos

Aula 8, Fundamentos da Matemética e Calculo II.
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306 CAPITULO 9. NONA AULA: INTEGRAL A RIEMANN DE FUNCOES REAIS

9.1 Introducao

Nesta aula, mostraremos, através de somas inferior e superior, como verificar se uma
determinada funcao limitada é integravel. De posse destas aplicagoes, estudaremos quais
operagoes elementares podem ser realizadas sobre tais para obtermos novamente uma funcao
do mesmo tipo, ou seja, integravel. Em seguida, demonstraremos condi¢oes suficientes de
integrabilidade como, por exemplo, continuidade e monotonicidade. Por fim, veremos alguns
teoremas que nos possibilitam entender por que a integral indefinida é, em alguns textos,
considerada uma antiderivada. Entre estes estao os Teoremas Fundamental do Caélculo e
Mudanca de Variavel. Aplicagoes destes dois resultados estao inseridas também no contexto

da Matematica Financeira e Ciéncias Biolégicas.

9.2 Integral a Riemann e Exemplos

Nesta secao, colocaremos a disposicao do leitor algumas defini¢oes, tais como as de
integrais inferior e superior, para nos tornarmos aptos a descrever um conceito preciso do

que significa uma fungao ser integravel a Riemann em R.

Defini¢ao 9.1 (Parti¢do). Um subconjunto finito P = {to,t1,....t,} C [a,b] do intervalo
[a,b] é denominado uma particao deste intervalo se a,b € P. Por convencao, consideraremos

que a =ty < t; < ... <t, =0b. Denotaremos a particao P por

Pa=ty<ti1<..<t,_1<t,=hb.

Defini¢ao 9.2 (Subintervalo da Partigdo). Seja P :a =ty < ... < t, = b uma partigdo do

intervalo [a, b]. O intervalo da forma
[ti—ly t,],v 1= ]., 2, ...n,

¢ denominado i-ésimo intervalo da particao P.
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Exemplo 9.1. Os conjuntos
P=1{1,2,4},Q ={1,3,4} e R = {1,2,3,4}

sao parti¢oes do intervalo [1,4]. Os intervalos [1,2] e [2, 4] s@o, respectivamente, o primeiro

e o segundo intervalo da particao P.

Defini¢ao 9.3. Uma particao @ de [a, b] refina uma outra partigdo do mesmo intervalo P,
se PC Q.

Exemplo 9.2. A particao @ = {1, 3,4} de [1, 4] nao refina a particao P = {1,2,4} de [1, 4],
pois 2 € P, mas 2 ¢ ). Porém, a particaio R = {1,2,3,4} refina a partigao @ = {1, 3,4},
pois @ C R.

Exemplo 9.3. Se P e () sao partigoes de um intervalo [a, b], entdao P U @) é uma partigdo
de [a, b] que refina P e @) simultaneamente, ja que P U @ é finito e P,QQ C PU Q.

Definicao 9.4 (Oscilagdo). Seja P : a = ty < ... < t, = b uma partigao de [a,b]. Seja

f i [a,b] — R uma fungao limitada. Sejam
m! =inf{f(x):z € [tisr,t;]} e M) =sup{f(z):z € [ti_,t;]},Vi=1,2,..,n

Definimos e denotamos a oscilacao de f no i-ésimo intervalo de P por

Obs 9.1. Observe que a oscilacao depende da particao estudada.

Obs 9.2. Denotaremos m/ = inf{f(x) : z € [a,b]} e M¥ = sup{f(z) : x € [a,b]}.
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Exemplo 9.4. Relembre a defini¢ao da fungao caracteristica de Q (ver Exemplo 6.15). Ana-
logamente podemos definir a fungao caracteristica de Q no intervalo [a, b], basta estabelecer

a seguinte lei de transformacao

f(x)z{ (1), se x € [a,b] N Q;
, sex € [a,b] NR\Q.

Seja P:a =ty < .. <t,=>buma particao qualquer de [a,b]. Como em qualquer intervalo
nao-degenerado existe um nimero racional e um irracional (ver Teorema 1.6), entao f assume

os valores 0 e 1 em qualquer intervalo da particao P. Com isso,
m{ = 1nf{f(x) T € [ti—lati]} =0

e também
Mif =sup{f(x):x € [ti_1,t;]} =1,

onde ¢ = 1,2, ...,n. Portanto,

wl =M —m! =1,vi=1,2.n

K3

Exemplo 9.5. Seja f : [a,b] — R dada por

f(z) =k x € [a,b].
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Considere P :a =ty < ... < t, = b uma partigao qualquer de [a, b]. Assim,
m! =inf{f(z):z € [tis,t;]} =inf{k : 2z € [t t;]} = k
e de maneira andloga
M = sup{f(z): z € [ti1, t;]} = sup{k : x € [ti_y, t:]} = k,

onde 7 = 1,2, ...,n. Consequentemente,

ondet=1,2,...,n.

Exemplo 9.6. Considere a fungao f : [1,2] — R definida por

f(x):{ 1, sexz€[l,2);

2, sex =2.
Seja P: 1=ty < .. <t, =2 uma particao qualquer de [1,2]. Assim,
m! =inf{f(z):z € [ti1,t;]} =1,
para todo i = 1,2,...,n, pois f(z) =1 ou 2. Além disso,
M! = sup{f(x) : z € [tie1,t;]} = sup{l : z € [tiy, t;]} = 1,
para todo i = 1,2,....,n — 1. Por outro lado,
M = sup{f(z): 2z € [tn1,2]} =2,

ja que f(2) = 2. Portanto,

K3 3 K3

paratodoi=1,2,...n—1e

wT{:Mf—mﬁ

n

I
[\
|
—_
I
—_

Definicao 9.5 (Somas Inferior e Superior). Seja f : [a,b] — R uma fun¢do limitada. De-
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finimos as somas inferior e superior de f em relagao a particao P :a =ty < ... < t, = b,

respectivamente, por

Sf(P) = zn:m{(tz — ti—l) € Sf(P) = zn:MZf(tz - ti—l)-

Obs 9.3. Note que as somas inferior e superior dependem da particao que estd sendo

considerada.

Obs 9.4. Observe que
SI(PY = ml(ti—ti0) =Y ml(t—tia) =m! Y (ti—ti)
=m/(t, —ty) = m! (b —a),

onde na primeira desigualdade usamos o fato que [t;_1,t;] C [a, b] para concluir que m; > m/

— (2

(para a prova deste fato ver exercicios sobre infimo). Assim,
s'(P) > mf (b —a),V P partico de [a,b].

Analogamente,

SIP) =) M (t;—tia) <> Mt —tia) = MID (i —tig) = MI (b —a).
i=1 i=1 i=1
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Deste modo,
SH(P) < M’ (b—a),V P particao de [a, b].

pois [t;_1,t;] C [a,b] (ver exercicios sobre supremo). Por fim,

SI(P)=>"ml(t;—ti1) <> M/ (t; — t;iy) = S/(P),V P particio de [a,b].
=1

i=1
jad que m; < Mif7 Vi=1,2,...,n (ver defini¢des 1.11 e 1.12). Com isso,

m!(b—a) < s'(P) < SH(P) < MY(b—a),
para qualquer particao P do intervalo [a, b].

Obs 9.5. E facil ver que

n n

sf(pP) - sf(P) = zn: Mt —tisa) =Y ml(ti—ti) =Y (M = m{)(t; — ;i)

i=1 =1
n
i=1

Exemplo 9.7. No Exemplo 9.4 vimos que a fungao caracteristica de Q em [a,b], f : [a,b] —
R, dada por f(z) =1,se z € [a,b)] N Q e f(x) = 0, caso contrario, satisfaz

mi=0eM/ =1vi=12.n

para qualquer P :a =ty < ... < t, = b particao de [a, b]. Portanto,

e também

SIPY =Y M/(ti—ti1)=> (ti—ti)=b—a.

i=1 =1

Exemplo 9.8. Vimos que a funcao constante, f : [a,b] — R, dada por f(x) = k, satisfaz

mi =M =kvVi=12 .n,
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para qualquer particdo P :a =ty < ... <t, = b de [a,b]. Dessa forma,

Sf(P) = im{(tz —ti1) = i k(t;—ti1) =k i(t’ —ti-1) =k(b—a)

e de maneira andloga,

n n

SI(P) = i MI(ti—tia) =) k(ti—tia) =k > (t —tis) =k(b—a).

i=1 i=1
Exemplo 9.9. No Exemplo 9.6 vimos que a fungao, f : [1,2] — R, dada por f(z) = 1,
Vxell,2)e f(2) =2 satisfaz

mi =M/ =1vi=12_.n—1ml=1eM =2

n

para qualquer particao P :1=tg < ... < t, =2 de [1,2]. Portanto,

n

i=1

e também

n n—1
SIP) = MI(ti—ti) = (ti = tic1) + 2(tn — tne1) = tao1 — to + 2(tn — tn)
=1 =1

:4_1_tn71:3_tn71'

Definigao 9.6 (Integrais Inferior e Superior). Seja f : [a,b] — R uma funcdo limitada. As

integrais inferior e superior de f sao definidas e denotadas, respectivamente, por

b
/ f =sup{s/(P): P particio de [a,b]}

b
/ f=inf{S/(P): P particio de [a,b]}.

Obs 9.6. O supremo e infimo na Definicao 9.6 estao sendo encontrados variando as particoes,

denotadas por P, do intervalo [a, b].
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Obs 9.7. Note que a existéncia do infimo e a do supremo na Definigao 9.6 esta justificada

na Observagao 9.4.

Exemplo 9.10. No Exemplo 9.7 vimos que para a fungao caracteristica de Q em [a, b],
f:[a,b] = R, dada por f(z) =1, se xz € [a,b]NQ e f(x) =0, caso contrario, satisfaz

s/ (P)=0e S’ (P)=b—a,V P particio de [a, D).
Portanto, encontramos a integral inferior da seguinte forma
b
/ f =sup{s/(P): P particio de [a,b]} = sup{0: P particio de [a,b]} =0,

e a integral superior é dada por

i

/ f=inf{S(P): P particio de [a,b]} =inf{b—a: P particio de [a,b]} =b— a.
Exemplo 9.11. Vimos, no Exemplo 9.8, que a funcao constante, estabelecida por f(x) = k,

satisfaz
s'(P) =k(b—a) e S(P) = k(b— a),V P particio de [a, b].

Assim sendo,

b
/ f =sup{s/(P): P particio de [a,b]} = sup{k(b—a): P particio de [a,b]} = k(b—a)
e analogamente

/bf = inf{S7(P) : P particao de [a,b]} =inf{k(b—a): P particio de [a,b]} = k(b—a).

O resultado a seguir nos diz, em palavras, que quando refinamos uma particao a soma

inferior nao diminui e a soma superior nao aumenta.

Teorema 9.1. Sejam f : [a,b] = R uma funcao limitada e P, Q parti¢oes de |a,b] tais que
P CQ (isto €, Q refina P), entdo

s/(P) < s1(Q) e $1(Q) < S/(P).
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Demonstragao. A demonstragao se resume a uma partigao do tipo Q = PU{c} 2 P, jad que o
que faremos abaixo pode ser generalizado com uma quantidade finita de passos semelhantes.

Assim sendo, sejam
Pia=t)y<..<t,=beQ:a=t<..<tj1<c<t<..<t,=b
partigdes de [a, b] (consideramos que ¢ estd no j-ésimo intervalo de Q). Sejam
Mcf1 =sup{f(z):z € [tj_1,c} e MY, = sup{f(z): z € [c, ti}

Como [t;_1,d], [¢,t;] C [t;_1,1;], entdao M/, ML, < M]f. Com isso,

n j—1

SH(P) - S7(Q) = Zsz(ti —ti-1) — Z M (t; =t 1) = Ml (c = tj4) — MA(t; — )
i=1 i=1
- > Mt —ti)

i=j+1

= M(t; — 1) = Mh(e—ty0) = Mb(t; o)

v

MI(t; —t;1) — M (c — t;1) — M (t; — )

J J

= M]f(t] — tj—l — C—I—tj_l — tj + C)

Portanto, S¥(P) — S7(Q) > 0. Ou seja, S/ (P) > S/(Q). Analogamente, s/ (P) < s/(Q). O
O Corolario abaixo nos informa que a soma inferior nunca supera a superior.
Corolario 9.2. Seja f : [a,b] — R limitada. Sejam P e Q particoes de [a,b] quaisquer,

entio s (P) < S7(Q).

Demonstra¢ao. Sejam P e @) partigoes de [a,b]. Vimos no Exemplo 9.3 que P U @ é uma



9.2. INTEGRAL A RIEMANN E EXEMPLOS 315

particao que refina P e () simultaneamente. Com isso, pelo Teorema 9.1, temos que
s/(P)<s/(PUQ) < SH(PUQ) < SHQ).

Portanto, s/ (P) < S(Q). O

Corolario 9.3. Seja f : [a,b] — R limitada tal que m? < f(z) < M7,V x € [a,b]. Entdo,
b b
m! (b —a) < / f< / f <M (b—a).

Demonstracao. Vimos na Observacao 9.5 que
m!(b—a) < s/ (P) < SH(P) < M!(b—a),

V P particao de [a, b]. Dessa forma,

m? (b —a) < s/ (P) < sup{s/(P) : P particio de [a,b]} = /bf,

ou seja, m/ (b —a) < fabf. Por outro lado,

7]‘" = inf{S/(P) : P particdo de [a,b]} < ST (P) < M'(b— a).
Além disso, pelo Coroléario 9.2, temos que
s/ (P) < 57(Q),
V P, Q partigoes de [a,b]. Com isso,
sup{s’(P) : P particdo de [a,b]} < inf{S?(Q) : Q particao de [a, D]},

ver exercicios sobre supremo e infimo no Capitulo Numeros Reais. Por conseguinte, fa f<

fff. Portanto,

m! (b — a) g/abfgfngf(b—a).
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Estamos prontos para definir Integral a Riemann.

Definigao 9.7 (Integral a Riemann). Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Dizemos que

- . . . : , b b .
f € integravel a Riemann, ou simplesmente integravel, se fa f= fa f. Neste caso, definimos

/abf=£f=ff.

e denotamos a integral de f por

b
Obs 9.8. Quando houver possibilidade de confusao escreveremos / f(z) para representar

a integral da funcao f.

Exemplo 9.12 (Caracteristica Nao-integravel). Vimos no Exemplo 9.10 que a fungao ca-

racteristica de Q em [a, b], f, nao é integrével, pois

Lbfzoséb—asz.

Exemplo 9.13 (Integral da Constante). No Exemplo 9.11 mostramos que a fungao cons-
tante f : [a,b] — R, dada por f(x) = k, satisfaz

Lbf=ff=k(b—a).

b
Logo, a funcao constante ¢é integravel e / f=kb-a).
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Vejamos, agora, duas maneiras equivalentes de definir integral utilizando somas inferior

e superior.

Teorema 9.4 (Caracterizacdo de Integracdo). Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada.

Entao, sao equivalentes os sequintes itens:

i) f € integravel;

ii) dado e > 0, existem P e Q) parti¢oes de |a,b] tais que
SH(P) - s7(Q) <&
iii) dado e >0, existe R:a =1ty < ... <t, = b parti¢io de [a,b] tal que
ST(R) — s/ (R) < ¢,
ou equivalentemente,

n
szf(tl — ti—l) < €.
=1

Demonstragao. i) = ii) Suponha, primeiramente, que f é integravel. A Definigao 9.7, nos

/abf=£f=ff,

Assim, dado € > 0 e usando as defini¢oes 1.11 e 1.12, existem P, ) parti¢oes de [a, b] tais que

diz que

b —=b
/f—5/2 <s/(Q)e / f+e/2>5/(P),
isto é,
b b
/ Foe/2< Q) e / f4e/2> SI(P).
Subtraindo a primeira desigualdade da segunda, obtemos

Sf(P)—sf(Q)</ f+s/2—/ fte)2.

Consequentemente,
SH(P) - s/ (Q) < e.
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ii) = iii) Dado € > 0, suponha que existem P, Q parti¢oes de [a, b] tais que
SH(P) — s/ (Q) < e.

Vimos, no Exemplo 9.3 que R = PUQ refina P, () simultaneamente. Dai, usando o Teorema

9.1, concluimos que
SH(R) — s/ (R) < ST(P) — s/ (Q) < e.

Se R:a=1ty<..<t, =0, entao, pela Observacao 9.5,

n
Zw{(tz — ti—l) < E.
=1

iii) = i) Agora, suponha que dado ¢ > 0 existe R parti¢ao de [a, b] tal que

ST(R) — s'(R) < e.

:gngZ

ver Corolario 9.3. Considere, por absurdo, que
b b
[r=<[+

—b
Agora, tome € = fa f—- fabf > 0. Por hidtese, existe R partigao de [a,b] tal que

Sabemos que

SH(R) — s'(R) <7abf —/Lbf.

Mas isto ¢ um absurdo, ja que a Definicao 9.6, nos diz que

s%m—ﬁ&ozzv—i?
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Lbfsz,

ou seja, f € integravel. ]

Por fim,

Exemplo 9.14. Dado ¢ > 0, seja R : 1 = t; < ... < t, = 2 particao de [1,2] tal que
2 —t,_1 < e. Vimos no Exemplo 9.9 que a fungao, f : [1,2] — R, dada por f(z) = 1,
Vxell,2)e f(2) =2, satisfaz

sf(P)=1eS/(P)=3—1t,_1,
V P particao de [1,2]. Portanto,

SHR)—s/(R)=3—t,_.1—1=2—t,, <e.

Utilizando o Teorema 9.4, f é integravel. Por outro lado,
2 2
/ f= / f =sup{s’(P) : P é particio de [1,2]} = sup{l : P é particao de [1,2]} = 1,
1 J1

isto é, fff =1.

Exercicios de Fixacao
1. Considere o intervalo [0,4]. Seja f(z) = 2 V z € [0,4]. Encontre as somas inferior e

superior de f para as partigoes P = {0,1,2,4} e Q = {0,2,3,4}. Podemos dizer que Q)
refina P?

2. Seja f(z) =2, Vx e 0,1)e f(z) =1,V z € [1,2]. Mostre que f é integravel e calcule

sua integral.

3. Seja g(x) =2,V xe€l0,1) eg(x) =3,V xe[l,2]. Mostre que g é integravel e calcule

sua integral.

4. Suponha que f : [a,b] — R é tal que f(x) = 0 exceto para os valores ¢y, ¢a, ..., ¢, € [a, b].
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b
Mostre que f é integravel e que / f=0.

5. Sejam ¢ < d pontos em [a,b]. Seja f : [a,b] — R dada por f(z) = k, se z € [¢,d] e

b
f(z) = 0, caso contrario. Mostre que f é integravel e que / f=k(d—c).

9.3 Operacoe Elementares com a Integral a Riemann

No Lema a seguir provaremos uma outra maneira de encontrar a oscilagao de uma fungao,

definida em um intervalo, em um sub-intervalo de uma particao qualquer do seu dominio.

Lema 9.1 (Caracterizagao da Oscilagao). Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao limitada. Entdo,
a oscilacao no i-ésimo intervalo da particao P : a =ty < ... < t, = b pode ser encontrada

da sequinte forma:
w] = sup{| f(x) = f(y)| : 2,y € [tir, ]}

Demonstracao. Vamos provar que

M —mf = sup X;,

% i

onde X; = {|f(z) — f(y)| : z,y € [ti—1,t:]}. De fato, sejam z,y € [t;_1,t;]. Observe que

() — fly)] < M] —m],

f

ou seja, sz —m; é cota superior para X;. Agora, dado € > 0, tem-se que existem c,d &

[ti—1,t;] tais que
M —¢/2 < f(c) em! +¢/2> f(d),

ver definicoes 1.11 e 1.12. Portanto,

() = F(@)] = f(e) = f(d) > M] —e/2 = (m] +¢/2) = M] —m] —¢,

(2 3

isto é,

onde ¢,d € [t;_1,t;]. Dessa forma, usando a Definigao 1.11, concluimos que Mif —m; =
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sup X;. O

Abaixo, listamos algumas operacgoes elementares que sao verificdveis por funcoes in-
tegraveis a Riemann.

Teorema 9.5 (Propriedades da Integral). Sejam f, g : [a,b] — R fung¢des integrdveis. Entao,

as sequintes afirmagcoes sao vdlidas:

i) f+g,f-g sdo integrdveis e

/ab<f+g>=/abf+/abge /abkfzk/abf,

ou em palavras, a integral da soma € a soma das integrais e a constante pode ser

retirada da integral;

s

ii) Se 0 < ¢ <|g(z)|, para todo = € [a,b], onde ¢ é uma constante, entao f/g: [a,b] - R ¢é

integravel;

iii) f(z) < g(z), para todo x € |a,b], entdo

iv) |f]: [a,b] = R, definida por

[f(x) = |f(@)],V € [a, ],

[l= [

ou em palavras, o modulo da integral é menor ou igual a integral do maodulo.

¢ integrdvel e

Demonstracao. i) Sejam P :a =ty < ... <t,=be @ :a=wvy < .. <wv. = Db partigdes de

[a, b] arbitrdrias. Vimos que

sup(f 4+ g) <sup f +supg,
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ver exercicios de supremo no Capitulo Numeros Reais. Assim sendo Mif < Mif + M?.

Com isso,
STYOP) = Mt —ti0) <D (M + MP) (1 — tia)
=1 =1
=3 M (ti—ti)+ Y MI(t; — tiy) = S/(P) + S9(P),
i=1 i=1
ou seja,

Sit9(p) < SY(P) + S9(P),V P particao de [a, b).

Observe que,

/b(f + g) = inf{ST(R) : R ¢ particdo de [a,b]} < STT9(P) < ST(P) + S9(P),

V P partigao de [a, b]. Lembre que, pelo Exemplo 9.3, P U@ refina P e @) simultanecamente.

Portanto, pelo Teorema 9.1,

/b(f +9) <SHPUQ)+SU(PUQ) < SH(P) + 5Q).

Deste modo, pelo Exemplo 1.9, concluimos que

/b(f +g9) < inf{ST(P)+ S%Q) : P,Q sio particoes de [a,d]}

= inf{S/(P) : P é particao de [a,b]} +inf{SY(Q) : Q é particio de [a,b]}

b b b b
= /f+/g=/f+/g,
a a a a
pois f e g sao integraveis, isto é,

/ab<f+g)§/abf+/abg-

Analogamente, prova-se que f; f+/ ; g< [ ; (f + g). Assim,

/ab(f+g)§/:f+/abgs/ib(f+g),
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Por conseguinte, f (f+9) < f (f + g). Por outro lado, pelo Corolario 9.3, obtemos

/f+g /f+g /f+g

Logo, f (f+9) f (f + g). Isto nos diz que, f + g é integravel e

/ (f+9) 7f+g)£/abf+/abQS/ib(Hg):/ab(Hg),
/ab(f+g>=/abf+/abg

Agora vamos provar que f - g é integravel. Como f e g sao integraveis, entao inferimos que

Por fim,

f e g sao limitadas. Assim, existe d € R tal que
|f(@)],g(2)] < d.V 2 € [a,b].
Sejam x,y € [t;_1,t;]. Logo, pelo Lema 9.1, concluimos que

[fo(x) — fa(y)l = [f(x)g(z) — f(x)g(y) + f(x)g(y) — f(y)g(y)]

= |f(@)[g(@) —g)] + [f(z) = f(¥)]g(v)]

IA

|f(@)[|g(z) — g(w)| + [ f(x) = f(y)llg(y)]

< d(w! +w?).
Novamente, pelo Lema 9.1, temos que
wl? < dw! +w?),¥i=1,2,..,n.

Como f e g sao integraveis, entao dado ¢ > 0, existe, pelo Teorema 9.4 e Exemplo 9.3,
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R:a=sy<..< s, =>0partigdo de [a,b] tal que
szf(si —si-1) <¢g/2d e Zwig(si —s8i-1) < &/2d.
i=1

i=1

Dessa forma,

< d [Z wlf(si —si1)+ wa(si —5i_1)
i=1 i=1

< dle/2d+¢€/2d] = e.

Pelo Teorema 9.4, tem-se que f - g ¢é integravel. Em particular, obtemos que kf é integravel,

ver Exemplo 9.13. Se k > 0 e usando que f é integravel, obtemos

b b
/ kf = / kf = inf{S*(P): P é particao de [a,b]}
= inf{kS?(P) : P é particao de [a,b]}
= kinf{S/(P): P é particio de [a,b]}

- kffzks/:f,

ver exercicios de supremo e infimo no Capitulo Numeros Reais. Analogamente, se k < 0,

encontramos

b b
/ kf = / kf = inf{S*(P): P é particao de [a,b]}
= inf{ks’(P) : P é particdo de [a,b]}

= ksup{s’(P): P é particao de [a,b]}
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b b
- k:/f - k/ f.
Por conseguinte, fab kf = kf; f.

ii) Suponha que
0<c<|g(x),V x € la,b].

Vamos provar que 1/g é integravel. Sejam z,y € [v;_1,7:], onde T : a = 79 < ... < 79 é uma

partigao do intervalo [a,b]. Assim sendo,

~—
|
e
—~
8
~—

11/g(2) — 1/g(y)] = \9(;’(—

Utilizando o Lema 9.1, obtemos
wil/g <w!/ANVi=1,..,0.

Como foi feito anteriormente, 1/g é integrével, pelo Teorema 9.4. Assim, pelo item i),
f/g=f-1/g é integravel.

iii) Considere que

f(x) < g(x),¥ x € a,b],

entdo f(z) < g(z), para todo x € [m;—1,7n;], onde Y : a = 1y < ... < 1 é uma particao de
[a,b]. Logo,

m{ <miVi=1,..,p0,

ver exercicios de infimo no Capitulo Nimeros Reais. Assim sendo,

8
sT(Y) = ng(m —nic1) <Y ml(n; —mim) = s°(Y).

Logo,

b b
/ f = / f = sup{s/(Y):Y é uma particao de [a, b]}
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< sup{s’(Y) : Y é uma particao de [a, b]}

b b
T
pois f e g sao integraveis, ou seja, f; f< fabg

iv) Sejam Z : zp < ... < z, = b uma partigdo e z,y € [z,_1,2;]. Portanto, usando o
Lema 9.1, concluimos

£ (@) = |fW)]] < [f(z) = f(y)] < w].
f

E usando o mesmo resultado, obtemos wlf < w!. Como foi feito anteriormente, |f| &

integravel. Por outro lado,

—f(z) <|f(@)] < f(2),V 2 € [a,b].

Logo, usando os itens i) e iii), chegamos a

<[]

isto é, ‘f;f‘§f5|f\ O

Vejamos uma simples aplicagao do Teorema 9.5.

Exemplo 9.15. Sejam f, g : [a,b] — R integréveis, com
b
/ g=0eg(x) >0,V zelab,
entao fab fg =10. Com efeito, sabemos que existem ¢, d € R tais que
¢ < f(@) <4V z € [a,b],
ja que f é limitada. Multiplicando por g, encontramos

cq(x) < fl0)g(x) < dg(x),¥ x € [a,)].
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Integrando o resultado chegamos a

b b b
O—C/gg/fgéd/g—O,

ver Teorema 9.5. Por fim, fab fg=0.

O Lema a seguir nos relata uma outra maneira de definirmos integrais inferior e superior.

Lema 9.2 (Caracterizagao de Integrais Inferior e Superior). Sejam f : [a,b] — R uma func¢do

limitada e Q) uma partigao de [a,b] fixa. Entao,

b b
/f:sup{sf(P):QQP}e/f:inf{Sf(P):QQP}.

Demonstragao. Queremos provar que
sup{s/(P) : Q C P} = sup{s/(R) : R particao de [a, b]}

e também

inf{S/(P): Q C P} = inf{S’(R) : R particao de [a, ]}.
E claro que
{s/(P): Q C P} C {s/(R) : R particdo de [a, b]}
{ST(P): Q C P} C {S’(R) : R particao de [a, ]},

onde tais conjuntos sao limitados (ver Observacao 9.4). Portanto, as desigualdades seguintes

sao verdadeiras:
sup{s/(P) : Q C P} < sup{s/(R) : R particio de [a,d]}

inf{S/(P):Q C P} <inf{S?(R) : R particao de [a, b]}.

Suponha, por absurdo, que as desigualdades acima sao estritas. Tome

e = sup{s/(R) : R particdo de [a,b]} —sup{s’(P): Q C P} > 0.



328 CAPITULO 9. NONA AULA: INTEGRAL A RIEMANN DE FUNCOES REAIS
Usando a Definicao 1.11, concluimos que existe uma particao R tal que
sup{s’(R) : R particdo de [a,b]} — ¢ < s7(Ry),

isto é,
sup{s/(P) : Q C P} < s/(Ry).

Utilizando o Teorema 9.1, chegamos a
sup{s’(P) : Q C P} < s/(Ro) < s'(P),

onde P = Ry U Q. Isto é um absurdo, pois @ C P (ver Definicao 1.11). Analogamente,

inferimos que a desigualdade
inf{S/(P): Q C P} < inf{S?(R) : R particio de [a, D]}
é um absurdo. Por fim, usando a Defini¢ao 9.6, temos
b
/ f =sup{s/(R) : R particio de [a,b]} = sup{s/(P): Q C P}
e também

/bf = inf{S7(R) : R particdo de [a,b]} = inf{S’(P):Q C P}.

Agora, estudemos mais uma propriedade da Integral a Riemann.

Teorema 9.6. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Entao, f € integrdvel se, e somente

se, fliaq € fliey s@o integrdveis, onde c € (a,b). Neste caso,

[r=[s=]+

Demonstracao. Considere as seguintes notagoes

g= f|[a,C] eh= f|[c7b]‘
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Sejam
A = {S9(P); P particao de [a,c]} e B = {S"(Q); Q particio de [c,b]}.
Vimos que
A+ B ={S9(P)+ S"(Q); P,Q particdes de [a,c] e [c,b], respectivamente}.
Sejam

P:a=t)y<..<t,=ceQ:c=t,<..<t,=>b
partigdes de [a, c] e [c, b], respectivamente. Assim,
SUP)+SMQ) =Y  MI(ti —tia) + Yy MPti—tia) =Y M/ (t: —ti1) = S(R),
i=1 i=n i=1

onde R:a=1ty<..<t,=c<..<ty,=">0éuma particao de [a,b] que contém c. Usando

T
I

o Lema 9.2, temos que

D
/ f=1inf{S/(P): {a,c,b} C P} =inf{A+ B} =inf A +inf B =

ver Exemplo 1.9. Analogamente, prova-se

/ibfz/acng/cbh.

Logo, subtraindo estes resultados, obtemos

) b —c c T b b
[r=Lr=\Lo=Lo) == L)
Pelo Corolario 9.3, as parcelas da soma acima sao > 0. Logo,

ff—/ibf—oﬁfg—/icg—fh—/cbh_o,

ou seja, f € integravel se, e somente se, g e h também o sao. Neste caso,

[o=fo=foe o= [ [o=[ o+ ]'s
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]

Obs 9.9. No texto, adotaremos as seguintes convencoes:

[renfr=]

Obs 9.10. Por inducdo podemos generalizar o Teorema 9.6. Sejam ¢y, ¢y, ..., ¢, € (a,b),

entao f é integravel se, e somente se, f|iac], flier,calss flienp) 580 integraveis. Neste caso,

[l f e [oe s

Exemplo 9.16 (Integral da Fungao Escada). Seja f : [0,3] — R definida por

1, sex€l0,1);
flx) =< 2, sexe]l,2);
3, sex €23

Portanto, pelo Teorema 9.6, f é integréavel e

/ng:/011+/122+/233=1(1—0)+2(2_1)+3(3_2):67

ver Exemplo 9.13.

Exercicios de Fixacao

1. Considere a fungao f(x) =z + 1, parax € [0,1]NQ e f(x) = 0, caso contrario. Mostre

que f nao é integravel.

9.4 Teoremas Importantes sobre Integrabilidade

O principal interesse, nesta secao, é enunciar e provar os Teoremas Fundamental do
Calculo, Mudanca de Variavel e Integracao por Partes. Porém, trabalharemos também em

outros resultados que também nao passam despercebidos na teoria das funcoes integraveis a
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Riemann. Iniciamos com uma afirmagao que expoe uma condicao suficiente para integrabi-

lidade.

Teorema 9.7 (Integrabilidade de Fungoes Continuas). Toda funcao continua f : [a,b] — R

€ integravel.

Demonstragao. Seja f : [a,b] — R uma func¢ao continua. Como [a, b] é compacto, utilizando
o Teorema 6.14, concluimos que f é uniformemente continua. Com isso, dado € > 0, existe
0 > 0 tal que

£
b—a

para todo x,y € [a,b], com |z —y| <9, tem-se |f(z) — f(y)| <

Vamos provar que f é integravel. Seja P :a =ty < ... < t, = b uma particao de [a,b] tal
que
|tz — ti,1| < 5,V 1= 1,2, N

Como f é continua em [a,b], entdo f é continua em [t; 1,¢;], Vi = 1,2,..,n (ver Teorema
6.1). Dessa forma, f é uniformemente continua em [t;_,t;], Vi = 1,2,...,n, pelo Teorema
6.14 ([t;_1,t;] é compacto). Assim sendo, usando o Teorema 6.11, concluimos que existem

T, Y; € [ti—1,t;] tais que

flzi) < f(z) < f(y),V @ € [ti1, ti].

Observe que
2 — il < |t — tia| < 6.
Logo,

3

fQyi) = flai) = |f (@) = Fya)l <

b—a

Portanto,

n n

szf(tz‘ —tic) = Y _[f (i) = fla)](ti — timy) < 2 i - > (ti—ti) = biab— a=¢e,

=1 =1

ou seja,

Sf(P) — Sf(P) = Zn:wzf(tz — ti_1> < €.

O Teorema 9.4 nos garante que f é integravel. ]
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Exemplo 9.17 (Integrabilidade do Seno, Cosseno, Polinémio). Vimos nos Exemplos 6.8 e
6.9 que as fungdes seno, cosseno e polinomial sao exemplos de fungdes continuas em [a, b].

Logo, estas funcoes sao integraveis pelo Teorema 9.7.

Exemplo 9.18. Vimos no Exemplo 9.14 que a fungao f : [1,2] — R dada por f(z) = 1,
para todo x € [1,2) e f(2) = 2 é integravel. Analogamente ao que foi feito no Exemplo 6.1,

encontramos que f é descontinua em 2. Assim, a reciproca do Teorema 9.7 é falsa.
Vejamos outra condicao suficiente para que uma funcao seja integravel.
Teorema 9.8 (Integrabilidade de Fung¢oes Mondtonas). Toda fun¢ao f : [a,b] — R mondtona

€ integravel.

Demonstragao. Seja f : [a,b] — R uma fungao ndo-crescente e nao-constante. Se f fosse
constante o problema estaria resolvido pelo Exemplo 9.13. Dado € > 0, seja P : a =ty <

... < t, = b uma particao de [a, b] tal que

|ti — ti_1| <

f(a) = f(b)

Observe que f(b) < f(a) e f(t;) < f(ti—1), pois f é ndo-crescente. Portanto,

Dt = i) = o io0) = 80— tm1) < oy =7 D) = )
- Fla) — f(b)f(a) — f(b) =¢,

isto é,
SI(P)—s/(P) =) wl(ti—tiy) <e.
=1

O Teorema 9.4 nos garante que f é integravel. Analogamente, prova-se o caso f nao-

decrescente. O

Exemplo 9.19. A reciproca do Teorema 9.8 nao é verdadeira, pois a funcao seno é integravel

mas nao ¢ mondtona em [0, 27].

Exemplo 9.20. A funcao caracteristica de Q em [a, b] ndo é uma fungdo mondtona, pois

nao é integravel (ver Exemplo 9.12).
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Defini¢ao 9.8 (Integral Indefinida). Sejam f : [a,b] — R uma fungao integrével e y € [a, ],
onde [a,b] € R é um intervalo. Dizemos que uma funcdo g : [a,b] — R é uma integral

indefinida de f se essa aplicacao pode ser definida por
o) =)+ [ 19 elot)
Exemplo 9.21. Considere a fungao constante f : [0,1] — R dada por
flz) =FkV xe€l0,1].
Defina ¢ : [0,1] — R por

g(x) = kx,V x € ]0,1].

Com isso,

g(O)—i—/oxf:O—l—/xk:kx:g(x),VxE[0,1],

0

ver Exemplo 9.13. Portanto, ¢g é a integral indefinida de f.

Definicao 9.9 (Primitiva). Seja f : [a,b] — R uma fungao integravel, onde [a,b] C R é um

intervalo. Se g : [a,b] — R é uma fungao derivavel tal que

g’(.fL') = f(l’),v VIS [a>b]>

dizemos que g é uma primitiva de f.

Obs 9.11. Observe que a primitiva, quando existe, nao é inica. De fato, se g ¢ uma primitiva

de f, entao g + k também o é, onde k é uma constante qualquer, ja que
(9 +k)(x) =g'(z) + 0= f(z),V z € [a,0],

ver Exemplo 9.13.

Exemplo 9.22. Seja f : [0,1] — R dada por f(z) = z", para algum n € N. Defina
g:10,1] = R por

xn—i—l
= v 0,1].
o) =2~V e0,1]
Assim sendo,
(n+1)z"

g'(z) =

Com isso, g é primitiva de f.

] =2" = f(x),Y z €[0,1].
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Exemplo 9.23. A fungao seno é a primitiva da fungao cosseno em |a, b], pois
sen'x = cosx,V x € [a,b],

ver Exemplo 7.4. A funcao constante é a primitiva da funcao identicamente nula, pois a

derivada da constante ¢ 0 (ver Exemplo 7.1).

Exemplo 9.24. Vimos no Exemplo 7.30 que a fungao f : [—1, 1] — R dada por f(z) = —1,

se —1<z<0e f(xr)=1,se 0 <z <1 nado possui primitiva.

Teorema 9.9 (Teorema Fundamental do Célculo). Sejam I C R um intervalo e y € 1
um ponto firo. Considere as funcgoes f,g : I — R, onde f € continua em I. FEntao, sdao

equivalentes os sequintes itens:

i) g(x) =9g(y)+ | f,Vzel

ii) ¢'(z) = f(z), Vx € 1.

Em palavras, g € uma integral indefinida de f se, e somente se, € uma primitiva para esta

mesma funcao.

Demonstragao. i) = ii) Sejam z,z + h € I. Assim, pelo Teorema 9.6, concluimos que

o(9) + /yz+hf—<g(y)+ e
h B h
/yz+h . /yz ; /:Jrh ‘o
h B h
[ [T
oo h

/ IS0

g(z+h) —g(2)
h

—f(z) =
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A integral de f existe, pois f é continua (ver Teorema 9.7). Além disso, dado € > 0, existe

0 > 0 tal que
para todo x € I, com |z — z| < 0, tem-se |f(x) — f(2)] <e.

Dessa forma, usando o Teorema 9.5, com 0 < |h| < § e z + h € I, inferimos

o(z+ 1)~ g(2)
(O

<

_ /:MM ;

/ [ e

- 1 z+h - 1 |h| B
< h ; e < n g = g,

pois 0 < |h| < § implica em |x — z| < d, para = entre z e z + h. Assim sendo,

‘ 1

z+h)—qg(z
isto é,
h) —
g = g D) _ i

ii) =) i) Reciprocamente, suponha que ¢'(z) = f(z), V « € I. Defina A : I — R por

A(z) :/ f,Yxel.
y
Analogamente ao que foi feito acima,
N(x)=f(z),Vazel

Dessa forma, X (z) = ¢'(x), isto é, (A — g)'(x) = 0. Pelo Corolédrio 7.14, concluimos que

Mz) — g(x) = k, onde k é constante. Como

k=Xy) —gly) = /y f=9(y) =—g(y),
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ver observacoes do Teorema 9.6, entao,

oa) = Az)~k=g(o) + [ f¥zel

Obs 9.12. Com as hipdteses estabelecidas no Teorema 9.9, temos que

g@=ﬂ@+/ﬁ

ou equivalentemente,
b
| 1 =9) - sta)

Neste caso, para calcular a integral de uma funcao integrével basta encontrar sua primitiva,

caso isto seja possivel.

Exemplo 9.25 (Integral do Seno e do Cosseno). Usando o Teorema 9.9, podemos concluir

que
/ sen = —cos(m) — [—cos(0)] =1+ 1=2.
0
E que,

/ cos = sen(m) —sen(0) =0—0=0.
0

Exemplo 9.26 (Integral do Polinémio). Seja f : [0, 1] — R dada por
f(x) =2"V xe€l0,1],

para n € N. Seja g : [0,1] — R definida por

.CI?TH_I
g(x) = vV x e |0,1].

n+1’

Dessa forma, pelo Teorema 9.9, obtemos

1 1n+1 0n+1 1
/0 f:n—l—l_n%—l:n—l—l'

Teorema 9.10 (Mudanga de Varidvel). Sejam f : [a,b] — R continua e h : [c,d] — R € C*,
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/h:)d)f - /Cd(fo R)H.

Demonstracao. Usando o Teorema 9.9, concluimos que

com h([c,d]) C [a,b]. Entdo,

h(d)
|1 = gtwtay - gl
h(c)
onde g é a primitava de f em [a,b]. Com o Teorema 7.3, concluimos que

(goh)(x) = g'(h(z))h (z) = f(h(z))W (z),¥ = € [a, b].

337

Portanto, g o h é a primitiva da fungao (f o h) o b’ : [¢,d] — R, a qual é continua, pois f é

continua e h € C'. Novamente, usando o Teorema 9.9, chegamos ao seguinte resultado:

h(d)

/ (foh)l = goh(d) —goh(c) = g(h(d) — glh(c) = |  f.

h(c)
d h(d)
[omi=[ "y
c h(c)

Exemplo 9.27. Seja f : [0,7/2] — R dada por

Por fim,

f(z) =cosz,V x €[0,7/2].
e h:[0,7/4] — R definida por
h(z) =22,V x € [0,7/4].

Usando o Teorema 9.10, concluimos que

w/4 w/4 w/4 h(m/4) /2
2/ cos(2x) :/ cos(2x)2 :/ (foh)h :/ f :/ coS
0 0 0 h(0) 0

=sen(n/2) — sen(0) =1,

ou seja, foﬂ/4 cos(2z) = 1/2.



338 CAPITULO 9. NONA AULA: INTEGRAL A RIEMANN DE FUNCOES REAIS

Teorema 9.11 (Integracao por Partes). Sejam f, g : [a,b] — R funcdes de classe C*. Entao,

/ f'g = FB)g(b) - f(a)gla) - / fd.

Demonstracao. Primeiramente, usando o Teorema 7.2, concluimos que,

(f9)'(x) = f'(x)g(z) + f(2)g'(z),V x € [a,b].

Com isso, fg é a primitiva de f'g+ f¢’. Portanto, utilizando os Teoremas 7.2 e 9.9, chegamos

a
b b b
/ fg + / fo = / g+ 19 = F®)g) — F(a)gla).
Consequentemente,

b b
/ f'g = F®)g(b) - f(a)gla) — / 1q.

Exemplo 9.28. Sejam f, g :[0,7] — R dadas por
f(z) =cosx e g(x) =,V x €[0,r].
Logo, pelo Teorema 9.11, obtemos
/Tr cos(x)z = sen(m)m — sen(0)0 — /7r sen(z)(z) = — /7r sen = cos(m) — cos(0) = —2.
0 0 0

Teorema 9.12 (Teorema do Valor Médio para Integrais). Sejam f,g : [a,b] — R fungades,

com f continua, g integrdvel e g(x) > 0,V x € [a,b]. Assim, existe y € [a,b] tal que
b b
/ fg= 1) / 2

Demonstra¢ao. Como f é continua no compacto [a, b, entdo, utilizando o Teorema 6.11,

existem ¢, d € [a, b] tais que

fle) < f(z) < f(d),V z € [a,b].
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Como g(x) >0,V x € [a, b], entao

fle)g(z) < f(z)g(z) < f(d)g(z),V x € [a,b].

10 [a< [ ro<s@ [ o

Observe que a funcao ( fab g) f :a,b] = R é continua (ver Teorema 6.6). Agora, usando o

Pelo Teorema 9.5,

Teorema 6.9, concluimos que existe y € [a, b] tal que

/:fg— f(y) /abg-

]

Corolario 9.13. Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao continua. Entdo, existe y € [a,b] tal que
b
[ r=1w-a

Demonstragao. Defina a funcao g : [a,b] — R por g(x) = 1. Lembre que g é integréavel e

b
/g:b_au

ver Exemplo 9.13. Além disso, g(x) =1 >0, V x € [a,b]. Dessa forma, pelo Teorema 9.12,
existe y € [a, b] tal que

[ =10 [[4=100-a,
O

Exemplo 9.29. Como a fungao cosseno é continua e a fungao seno é nao-negativa e integravel

em [0, 7], entdo, usando o Teorema 9.12, concluimos que existe y € [0, 7] tal que

/ sen cos = cos(y) / sen = cos y[— cos(m) + cos(0)] = cosy(l + 1) = 2cosy,
0 0

ou equivalentemente,
™
/ sen cos = 2 cosy.
0
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Teorema 9.14 (Férmula de Taylor com Resto Integral). Seja f : I — R n vezes derivdvel

com f™ continua em [y,y + h], onde y,y +h € I. Entdo,

(n—1) 1 (1 _ 4\n—1
f@+h%:ﬂw+4%wh+m+{gj%§W4+[[:%;;%Tﬂm@+ﬁwh?

Demonstragao. Precisaremos da fungao auxiliar g : [0, 1] — R, dada por
g(t) = f(y+th),¥Vte]|0,1].
Veja que, usando o Teorema 7.3, encontramos
g (t) = f'(y+th)h,g"(t) = f"(y + th)R%, ... g™ (t) = f® (y + th)h".

Portanto,
g'(0) = f'(y)h, g"(0) = f"(y)h*, ..., g"™(0) = f" (y)h".

Com isso, a férmula dada no Teorema 9.14 é equivalente a

g9(1) =g(0)+g’(0)+...+w /IM (

TR AR AN Gk

Vamos provar esta féormula por indugao sobre n. Se n = 1, temos que provar a igualdade

0 / (11!
z 7 _|_ - 7

g(1) =g(0)+ 4 (0)+ ... + =1

Vamos provar que

(n) Ly
g(1) = g(0) + ¢'(0) + ... + 2 n!(O) +/0 (th)g(”“)(t).

Usando o Teorema 9.11, concluimos que

/0 (1— t)ng(”“)(t) _ (1-— 1)ng”(1) B wg(n)(o) _/0 _n(l——t)"‘lg(n)(t) =

n! n! n! n!
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1 _ +\n—1 (n) (n-1)
"o [ %g@)@) = IO 1)~ g(0) ~ (0) . - %
Portanto, . 1
o) =900) + 0+ + 2 4 [FES

Exemplo 9.30. Veremos que e(™ = e (ver Teorema 10.2). Assim,

I A +1+/1(1_t)9t
e = - — — e .
2l " 3l st ), o

Ou seja,

Exercicios de Fixacao

b b
1. Sejam f,g : [a,b] — R continuas tais que / f= / g. Mostre que existe ¢ € [a,b] tal
que f(c) = g(c).
2. Mostre que f(z) =sen(1l/x), se z € (0,1] e f(0) = 0 é integrével.

2

3. Encontre a derivada da fungao F(z) = / (1471
0

1 4
4. Use o Teorema 9.10 para calcular as integrais / tvV1l—t?e / cos Vt/\/'t.
0 1

9.5 Leitura Complementar

Nesta secao, trabalharemos com aplicacoes de uma desigualdade do tipo Gronwall e de-
senvolveremos uma teoria que estende os conceito de Integral a Riemann, as entao chamadas

Integrais a Riemann-Stieltjes.
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9.5.1 Desigualdade Tipo Gronwall e Equacao de Fisher

Neste tépico, estamos interessados em aplicar uma desigualdade do tipo Gronwall na

teoria das Equagoes Diferenciais Parciais de Fisher.

Teorema 9.15 (Desigualdade tipo Gronwall). Seja f : [0,7] — R uma funcao derivdvel.

Se, para todo t € [0, T,
fI(t) < Mf(t),

onde M € R é uma constante, entado,

f) <eMf0),vtelo,T).

Demonstragao. Defina a aplicagao z : [0,7] — R por
2(t) = e Mf(t),V t €10,T).
Como f é derivavel, entao z é derivavel e
J(t) = [TV F(t) + e M (1),
para todo ¢ € [0,7]. Aplicando a Regra da Cadeia (ver Teorema 7.3), chegamos a

J(t) = —MeMf(t) + e M f(2)
= M) - M(1)].

Mas, a desigualdade (9.1) nos diz que
f@t) = Mf(t) <0,
para todo t € [0, 7). Logo,

(1) = e (1) - Mf(1)] <0.

(9.1)

(9.2)

Consequentemente, z'(t) < 0. Portanto, z ¢ uma fungao nao-crescente (ver Corolario 7.15).

Em particular, z(t) < z(0), para todo t € [0, T], isto é,

e Mf(t) < e MOF(0).
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Dessa forma, ety (t) < y(0). Por fim,
f(t) <M f(0),
para todo t € [0,T]. Isto finaliza a prova do Teorema 9.15. O
Para aplicar a Desigualdade tipo Gronwall, precisaremos de algumas defini¢oes e um
resultado em especial envolvendo R?.

Definigao 9.10 (Aberto no Plano). Dizemos que um conjunto X C R? é aberto se para
cada (z,y) € X existe € > 0 tal que B.(x,y) C X, onde

Be(z,y) = {(a,b) € R* : [|(a,b) — (z,y)]| < e}
Aqui ||(t,8)]| = V2 + s2,V (t,s) € R%

Definigao 9.11 (Ponto de Acumulagio no Plano). Seja X C R?. Um ponto (x,y) € X' se

para qualquer € > 0, tem-se

XN (Be(z,y)\{(z,9)}) # 0.

Definigao 9.12 (Continuidade no Plano). Sejam X C R? (a,b) € X e f : X — R uma

fungao. Dizemos que f é continua em (a,b), se dado € > 0, existe § > 0 tal que
para todo (z,y) € X com ||(z,y) — (a,b)| <0, tem-se |f(x,y) — f(a,b)| <e.

Definigao 9.13 (Limite no Plano). Sejam (a,b) € X’ e f : X C R?> — R uma fungao.
Dizemos que o limite de f(x,y), quando (z,y) tende para (a,b), é [ se dado € > 0, exite
0 > 0 tal que

para todo z € X, com 0 < ||(z,y) — (a,b)|| <9, tem-se |f(z,y) — 1] <e.

Neste caso escrevemos

lim f(z,y) =1

(2,y)—(a,b)

Definigao 9.14 (Derivada Parcial no Plano). Seja f : X C R?* — R uma fungao definida no

aberto X. Definimos a derivada parcial de f, em relagao a primeira variavel, em (a,b) € X,
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através do limite fla+h,b) — f(a,b)
. a + 9 - a’

Analogamente, definimos a derivada parcial de f, em relagao a segunda variavel, no ponto
(a,b), como sendo o limite
b+ h)— b
fula,b) = tim T0HEN 2 T(0:D)

h—0

Caso um destes limites nao exista, simplesmente diremos que a respectiva derivada parcial,

em tal ponto, nao existe.

O resultado a seguir nos informa quando podemos passar uma derivada parcial pelo sinal

de integracao.

Teorema 9.16 (Teorema de Leibniz). Seja f : [a,b] x X — R continua, onde X C R ¢
aberto, tal que a funcao, definida canonicamente, f; : [a,b] x X — R € continua. Entao, a

aplicacao p : X — R, dada por

b
o(t) = / f(x t)dz,

possui derivada em cada pontot € X e
b
J(t) = / fu(e, t)dt.

Agora, faremos uma aplicagao da Desigualdade tipo Gronwall com o propédsito de
analisar o Comportamento Assintético de uma solugao da Equagao Diferencial Parcial de

Fisher. Para a sua elaboracao, sera demonstrado o seguinte teorema.

Teorema 9.17. Seja u uma solucao da FEquagao Diferencial Parcial de Fisher
Up = Uy + u(l — u), (9.3)

onde U, Uy, Uyy, Uy SG0 fungoes continuas em [0,1] x [0,00). Consideremos que u satisfaz as
condigoes de fronteira
uz(0,1) = u,(1,t) = 0, (9.4)
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e a condicao inicial
u(z,0) = f(). (9.5)

Se existe € > 0 tal que o dado inicial f satisfaz
e< f(x) <1+e¢, (9.6)

para todo x € [0,1], e
u(z,t) > ¢, (9.7)

para todo x € [0,1],t > 0. Entdo, u se aproxima assintoticamente da solugdo u = 1, do

problema (9.3), no sequinte sentido:

/ol[u(L t) = 1J2do < e /ol[u(w’ K

para todo t > 0.

Demonstragao. Definamos uma fungao f : [0,00) — R por

1
16 = [ Gl ~ 12
0
Portanto, pelo Teorema de Leibniz (ver Teorema 9.16), f é derivavel em [0, 00) e

f(t) = %/o [u(z,t) — 1%dz = /o {[u(z,t) — 1]*}da.

Consequentemente,
1 1 1
)= / 2Mu(z,t) — 1u(z,t) — 1],de = / 2(u — Nugde = 2/ (u — 1)udz.
0 0 0
Usando a equagcao (9.3), segue que
1
£ = 2/ (1= Dty + u(1 — u)]da
0

= 2/0 [Uge(u — 1) + u(l —u)(u — 1)]dx
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1
= 2/ (g (v — 1) — u(u — 1)%]dx
01 1
= 2/ Uge(u — 1)dz — 2/ u(u — 1)%dz.
0 0
Integrando por partes (ver Teorema 9.11), chegamos a

1 1 1
—/ uidaj} - 2/ u(u — 1)*dx
o Jo 0

= 2{[u(1,t) — ug(1,t) — [u(0,t) — 1u,(0,1) — /Oluida:} — 2/01u(u —1)%dz.

Fo) = 2)(w-Du

De acordo com os dados de fronteira em (9.4), obtem-se
1 1
') = —2/ uidr — 2/ u(u — 1)%dx.
0 0
Notemos que, fol u?dx > 0. Entao,
1
') < —2/ u(u — 1)%dz.
0
Pela desigualdade (9.7), temos que
1 1
JHO RS —2/ e(u—1)%dx < —25/ (u —1)%dx = =2 f(t).
0 0

E assim, pelo Teorema 9.15, obtemos

F(t) < e £(0),

para todo t > 0, ou seja,

/0 uet) — 1Pz < e /0 (e, 0) — 1,

para todo t > 0. Isto conclui a prova do Teorema. O

A existéncia de uma solugao para Problema de Fronteira acima estd discutida em [18].

Além disso, a desigualdade (9.7) é sempre satisfeita se as outras condi¢oes no Teorema 9.17
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sao verificaveis. Para ver a prova deste fato ver [19].

Observe que, com as mesmas hipoteses estabelecidas no Teorema 9.17, podemos reescrever

a desigualdade
1 1
/ [u(z,t) — 12 dz < e_%t/ [u(x,0) — 1)%dz.
0 0

da seguinte maneira:
Ju(-t) = 1| 2o,y < e flul-,0) = 1l 20,1,
1
para todo ¢ > 0, onde |[u(-, )| r2(0,1)) (fo u(z,t)] 2dx> . Consequentemente,

Jim [l 1) = 12y = 0.

9.5.2 Integral a Riemann-Stieltjes de Fungoes Reais

Além da Integral a Riemann, a Integral a Riemann-Stieltjes, assim chamada devido a
Bernhard Riemann e Thomas Joannes Stieltjes, nos permite obter resultados e aplicacgoes

ainda mais abrangentes e igualmente importantes para o desenvolvimento da Matematica.

Uma vez que a Integral a Riemann-Stieltjes é uma generalizagao da Integral a Riemann

estudaremos esse instrumento, a partir dos conceitos e resultados até aqui apresentados.

Demonstraremos alguns resultados importantes sobre a Integral a Riemann-Stieltjes e
suas principais propriedades. Provaremos o Teorema de Mudanca de Variaveis para a Inte-
gragao a Riemann-Stieltjes e estabeleceremos condicoes sob as quais a Integral a Riemann-

Stieltjes pode ser reduzida a Integral a Riemann.

Analogamente ao que foi feito para a Integral a Riemann, definiremos as somas inferior

e superior para a Integral a Riemann-Stieltjes.

Definicao 9.15. Sejam a, f : [a,b] — R fungodes limitadas, com « monétona crescente.
Definimos e denotamos, para cada particdo P : a = zg < ... < x, = b de [a,b], a soma

inferior de f com respeito a o e P por

Zm x;) — ;1))
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e a soma superior de f com respeito a a e P por
§(a, P) = M[a(z;) = alzia)),
i=1

onde, a(x;) — a(x;_1) > 0, uma vez que « é crescente.

Exemplo 9.31. Sejam «, f : [a,b] — R fungoes definidas por
flz)=cea(z)=x+ 1Yz € [a,b]

Sabemos que f e « sdo limitadas em [a,b] e que a é mondétona crescente em [a,b]. Seja

P:a=xy<..<uz,=0buma particio de [a, ], entao
m! = inf{f(x);x € [x;, 2,1]} = inf{e;x € [5,2,4]} = ¢

Além disso,
Mif = sup{f(z); x € [v;,x;1]} = sup{c;x € [z, 7i1]} = c.

Logo,

3

n

s'(a,P) = mla(r;) — a(zi)] =) cri+1— (221 + 1))

i=1

= CZ[J;z — ;1] = c(xy — x0) = c(b—a)

n n

S, P) = > M) —alwin)] =D elwi+ 1) (i1 +1)

i=1 i=1

= CZ[QJZ — 1] = c(x, — x0) = c(b—a).

Exemplo 9.32. Sejam «, f : [0,1] — R, dadas por a(z) = 2% e

)L, 2eQnlo,1];
f(x)_{ 0, =¢QnIo,1].

Tanto f quanto a sao limitadas inferiomente por 0 e superiormente por 1. Claramente « é
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crescente. Considere uma partigdo P: 0 =1y < ... < x, = 1 de [0, 1]. Vimos que

m!i =inf{f(z);z € [ri_, 2]} =0 e M =sup{f(x);z € |z, z:]} =1.

Logo,
s'(a, P) = Zm{[a(l’i) —a(zi)] = ZO[(%‘)Q —(2i-1)] =0
S, P) = ZMX[CY(%) —a(zi)] = ' 1(2:)* — (2i-1)%]

= (2,)? = (20)?=1>-0*=1.
Proposicao 9.1. Sejam a, f : [a,b] = R e P,Q particoes de [a,b]. Se Q refina P, entdo
s/ (o, P) < s'(@,Q) e §7(a,Q) < §'(a, P),

ou, em outras palavras, a soma inferior nao diminui e a soma superior nao aumenta.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que () contém exatamente um ponto a mais que
P isto é,Q = PU{k}. Sejam P:a=a2p < .. <z,=beQ:a=29<..<zj_1 <k<
xj < ... < x, = b partigdes de [a,b] C R, onde () refina P. Sejam

mf, = i {f(2);2 € 2,0, K]} € mfy = f{f(2); x € [k,2;]}.

Como [z;_;, kl, [k, x;] C [z;_;, x;], entdo mil,m£2 > m;-c. Dali,
s'(a,P) —s/(a,Q) = ml[a(z)) — alz;_1)] — mi (k) — a(zj-1)] — mipla(z;) — a(k)]
< mlfa(z;) — a(z;-1)] — mia(k) — a(z;1)] — mi[a(z;) — a(k)]
= mla(z;) — alz;_1) — alk) + a(z;1) — alz;) + a(k)] = 0.

Como esse procedimento pode ser generalizado para uma quantidade finita de passos, temos
que s/ (a, P) < s/(a, Q). Analogamente, mostramos que S¥(a, Q) < S/ (o, P). O

Estenderemos os conceitos apresentados em Integral a Riemann para a Integral a

Riemann-Stieltjes, ou seja, definiremos as integrais inferior e superior de uma fungao limitada
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f :]a,b] — R, com respeito a « : [a,b] — R para uma partigdo P : a = ¢ < ...,x, = b de
[a, b].

Definigao 9.16. Sejam «, f : [a,b] — R fungoes limitadas, com a mondtona crescente.
Definimos e denotamos a integral inferior de Riemann-Stieltjes no intervalo [a,b] de f com

respeito a « por

/bfda — sup{s’(a, P); P particao de [a, ]}
e a integral superior de R_iemann—Stieltjes no intervalo [a,b] de f com respeito a a por

)

/ fda = inf{S¥(a, P); P particio de [a,b]}.
Exemplo 9.33. Sejam «, f : [a,b] — R tais que

flz)=cea(z) =+ 1,V 2 € [a,b].
Vimos no Exemplo 9.31 que
sl (a, P) = S (a, P) = ¢(b — a).

Logo, as integrais inferior e superior de Riemann-Stieltjes de f sao, respectivamente,

/ fdo = sup{s’(a, P)} = sup{c(b —a)} = c(b — a)

b
/ fda = inf{S’(a, P)} = inf{c(b —a)} = c(b — a).

Exemplo 9.34. Para as fungoes a, f : [0,1] = R, com a(z) = 2% e

1, xeQnlo,1;
fla) = 0
0, v¢QnNJo,1],
temos, que
s'(a, P)=0¢ S'(a,P) = 1.
Dai,

| o =supl (. )} = supl0} =0
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dea = inf{S’(a, P)} = inf{1} = 1.

Proposicao 9.2. Sejam «, f : [a,b] — R funcoes limitadas, com o mondtona crescente.

Entao,
b b
/fdozg/fdoz,

ou, em outras palavras, a integral inferior nunca ultrapassa a superior.

Demonstragao. Sejam Py, P, partigoes de [a,b] e P = P, U P,. Sabemos que P refina P e
P, (ver Exemplo 9.3). Da Proposicao 9.1, temos que

s'(a, P) < s'(a, P) < S¥(a, P) < S (a, Py).
Fixando P;, concluimos que inf{S/(a, P,)} existe e
b
s(a, P) < inf{S'(a, P,)} = / fda,V Py.

Consequentemente, sup{s/(a, P)} existe e

b b
/ fdo = sup{s’(a, P)} < / fda.

Neste momento, definiremos e exemplificaremos a Integral a Riemann-Stieltjes como

uma generalizacao da Integral a Riemann.

Defini¢ao 9.17 (Integral a Riemann-Stieltjes). Sejam «, f : [a,b] — R fun¢oes limitadas,

com « monoétona crescente. Dizemos que f é integravel a Riemann-Stieltjes no intervalo

/abfda = ffdoz.

Definimos o valor comum como a Integral a Riemann-Stieltjes de f com respeito a a em

[a, b], com respeito a «, quando

b
[a,b] e denotamos este valor por / fda. Neste caso, escrevemos f € R(a).
a
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Exemplo 9.35. Consideremos mais uma vez as fungoes a, f : [a,b] — R tais que
flxy=cea(r)=x+1,Y z € [a,b].

Temos, do Exemplo 9.33, que

/abfda =c(b—a) = ffda.

Logo, f € R(«).
Exemplo 9.36. Para as fungdes «, f : [0,1] = R, com
1, xeQnlo,1];
o) = o
0, v¢QnJo,1],

2

e a(x) = z*, mostramos, que

/Olfdazoeffdazl.

Entao f ¢ R(«).

Obs 9.13. Quando a(x) = z, a Integral a Riemann é obtida como um caso particular
da Integral a Riemann-Stieltjes. Portanto, os resultados aqui apresentados generalizam os

resultados vistos no estudo da Integral a Riemann.

Exemplo 9.37. Sejam «, f : [1,2] — R tais que
fx)=cea(r)=zVzell2.
Assim,

m! = inf{f(x);x € [z;, 2,1]} = inf{c;z € [2;,2,4]} = ¢

Mif =sup{f(z);x € [x;,x;_1]|} = sup{c;x € [z;, x;_1]} = c.

Logo, as somas inferior e superior sao, respectivamente,

3
3

s'(a, P) = me[a(:m) —a(wi)] = ) clwi —xi]
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= CZ — i) =clx, —x0)=c(2—-1)=c

n

S, P) = ZMf (x;) — alzi—1) :Zc — 1]
=1

=1

= cZ[wZ — i q] =c(x, —x0) =c(2—-1) =g,

=1

ou seja, s/ (a, P) = s/(P) e S/ (a, P) = S/(P), somas estas que foram obtidas no Exemplo
4.13.

A seguir, mostraremos um resultado que caracteriza uma fungao integravel a Riemann-

Stieltjes. Este serd denominado Critério de Cauchy para integral.

Teorema 9.18 (Critério de Cauchy para Integral Riemann-Stieltjes). Sejam a, f : [a,b] — R
fungées limitadas, com o mondtona crescente. Entao f € R(«) sobre [a,b] se, e somente se,

para cada € > 0, existe uma parti¢io P :a = xy < ... < x, = b de [a,b] tal que

ST (a, P¢) — s (a, PF) < €

Demonstra¢ao. =) Suponhamos que f € R(«). Dado € > 0, pelas definigdes 1.12 e 1.11,

existem partigoes Pf e Ps de [a, b] tais que

b b
Sf(a,Pg)—/ fdoz<§e / fda—sf(a,Pf)<§,
pois
b b b
/fda:/fda:/fda,
onde ,
| #da = sup{s/ e, Py P)
€

/bfda = inf{S7(a, P); P}.

Seja P¢ = Py U Ps um refinamento comum a Pf e Ps (ver Exemplo 9.3). Pela Proposigao



354 CAPITULO 9. NONA AULA: INTEGRAL A RIEMANN DE FUNCOES REAIS
9.1 e através das relacoes acima, temos que
/ . s . b € s . € €
S(Oé,P)SS(Oz,Pz)S fd@+§<5(04,P1)+§+§.

Consequentemente,
ST (a, P¢) < 8% (o, Pf) + € < s (o, P) +e.

Dai, S/ (a, P¢) — s/ (a, P¢) < e.

<) Seja P¢:a =19 < .. <z, =buma particao de [a,b] tal que S/ (o, P¢) — s/(a, P¢) < €.

Pela Proposicao 9.2, temos

b b
s'(a, P%) < sup{s’(a, P)} = / fda < / fda = inf{S’(a, P)} < S¥(a, P°).
Como S'(a, P¢) — s/ (a, P¢) < ¢, entao

inf{S’(a, P)} — sup{s’/(a, P)} < S’ (a, P%) — s/ (a, P°) < e,

ou seja,
b b
Og/fda—/fda<e.
b b
Passando ao limite, quando € — 0, encontramos / fda = / fda. Logo, f € R(«). ]

a a

As principais propriedades da Integral a Riemann-Stieltjes serao apresentadas a seguir,

mas antes precisamos provar o seguinte Lema.

Lema 9.3. Sejam «, f,: [a,b] — R fungdes limitadas, com « mondtona crescente. Seja @

uma partigao fixa de [a, b]. Entao,
b b
/ fda = sup{s’(a, P);Q C P} e / fda = inf{S¥(a, P); Q C P}.

Demonstrag¢ao. Vamos provar que

sup{s’(a, P) : Q C P} = sup{s’(a, R) : R} e inf{S’(a, P): Q C P} = inf{S'(a, R) : R}.
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Pela Proposicao 9.1, temos que
s'(a, Q) < s/ (a, P) e S¥(a, P) < S¥(a, Q).
Mas,
{s(a,P): Q C P} C {s'(e,R) : R} e {S7(a, P) : Q € P} C {S’(a, R) : R},
onde tais conjuntos sao limitados. Isto nos diz que
sup{s’ (o, P) : Q C P} < sup{s/(a,R) : R} e inf{S/(a, P): Q C P} > inf{S%(a, R) : R}.

Além disso, dados s/(a, R) e S/ (a, R), existe uma particao P = RU Q (ver Exemplo 9.3),

refinamento comum a R e @), tal que
s'(a, R) < s'(a, P) e $7(a, P) < S('a, R),

onde
sl (a, P) € {s'(a, P) : Q C P} e S'(a, P) € {S/(a, P) : Q C P},

pois Q C RUQ = P. Com isso,
s (o, R) < sup{s/(a,P): Q C P} e inf{S’(a, P): Q C P} < S’ (o, R),V R.

Portanto,

sup{s’ (o, R) : R} < sup{s/(a, P):Q C P} e inf{S/(a,P): Q C P} <inf{S’(a,R) : R}.

Consequentemente,

sup{s’(a, P) : Q C P} = sup{s’ (o, R) : R} e inf{S’(a, P): Q C P} =inf{S’/(a, R) : R},

isto é,
b b
/ fda = sup{s’(a, P): Q C P} e / fda = inf{S’(a, P) : Q C P}.

]

Proposicao 9.3. Sejam «, f, f1, f2 : [a,b] = R fungées limitadas, com « mondtona cres-
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cente; e seja ¢ uma constante. Entao, as sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

i) Se fi, fo € R(a) em [a,b], entdo f1 + f2 € R(a), cf € R(a) e

/ab(f1+f2)d04=/abf1da+/abf2da, /abcfd&:c/abfda;

ii) Se fi < fa em |a,b], entdo
b b
/ frda S/ Jada

iii) Se f € R(a) em [a,b] e a < d < b, entao f € R(«) em [a,d] e em [d,b] e

/adfda+/dbfda:/abfda;

iv) Se f € R(a) e |f| < M em [a,b], entao

/abfdoz

v) Se f € R(an) e f € R(az), entdo f € R(ag + az) e

/ab fd(ag + ag) = /ab fday + /ab fdas;

vi) Se f € R(a) e k>0, entao f € R(ka) e

/ab fd(ka) = k/ab fda.

Demonstracao. i) Através dos resultados obtidos nos exercicios resolvidos sobre infimo, con-

< Mla(b) — a(a)];

cluimos que

sh(a, P) +s7(a, P) = Zmzfl [a(z:) — alwi-1)] + me @) — alwi1)]

- Z(mf + m{2)[a(xi) — a(xi-1)]

i=1
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< meﬁ-fz —04(331 1)]

= f1+f2(oz,P).
Semelhantemente,
ST (a, P) + S%(a, P) = zn:Mfl[a( a(zi1) +ZM"2 a(zi1)]
=1
SO+ M) — a(wia)
=1
> ZMf1+f2 i) — a(wi-1)]
— Sf1+f2(a,P).
Dali,

s (a, P) + s2(a, P) < s 2(q, P) < SNH2( o, P) < ST (a, P) 4 S%2(a, P)

Como f1, fo € R(«), temos, usando o Teorema 9.18, que dado € > 0, existem partigoes P; e

P, de [a, b] tais que

Sh(a, P) — s (a, P)) < 5 e S2(a, Py) — s2(a, Py) <

[\')Im

Se considerarmos P = P; U P, as desigualdades continuam vélidas, ou seja,

6

S (a, P) — s/ (a, P) < § e S”2(a, P) — s™(a, P) <
Assim,

Shtl(q Py — s2(a, P) < SH(a, P)+ S"(a, P) — [s" (o, P) + s(a, P)]
= SM(a, P) - s'"(a, P) + S”(a, P) — s(a, P)

- e+e
—+-=ec
2 2

Portanto, pelo Teorema 9.18, temos que f; + fo € R(«), uma vez que fi, fo € R(a). Vimos
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na demonstragao da Proposicao 9.2 que

b b
s (a, P) < / fida < ST (a, P) e s2(a, P) < / foda < S2(a, P).

Além disso,
b
Sf1+f2(&7p) < / (fl +f2)d05 < Sf1+f2(a,p>'

Donde b

Sh(a, P) < s'(a, P) —l—g < / fida +§
© b

S2(a, P) < s2(a, P) + g < / foda + g
Logo,

b b b
/ (fi+ fo)da < Sf1+f2(04,P) < Sfl(a,P) —|—Sf2(a,P) < / fldoz—l—/ foda + €.

Como € ¢é arbitrario, fazendo ¢ — 0, obtemos

/ab(f1+f2)da§/abfldaJr/abfgda.

Procedendo de maneira andloga, obtemos

/abfldaJr/abedag/ab(flJer)da_

Assim, a igualdade é verificada, isto €,

/ab(f1 + fy)da = /ab fldoz+/ab fodor

Agora, vamos mostrar que cf € R(«). De fato,

SCf(av P) - SCf(O‘> P) = Z[Min - mff] [C“(mz) - O‘(“ﬂ'fl)]

=1
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Mas, através do Lema 9.1, temos que

M —mih = sup{|(ef) (@) = (ef) )2y € [z, 2]}
= sup{lc[|f(z) = fW)[; 2,y € [z, wi]}
= lclsup{|f(z) = f(y)l; 2,y € [wir, 2]}
= |e|(M] —m]).

Logo,
s9(@.P) = (@, P) = 3l = m]lla(z) - alai)]

= |C!Z[sz—m{][a(%) — afz;1)]
= |C|[S(f,Oé,P) —S(f,()z,P)].

Como f € R(«), existe uma particio P de [a, b] tal que

i, se ¢ # 0.

S (a, P) — s' (o, P) < "
c

Entao,
S (a, P) — s (a, P) = |c|[$ (o, P) — 5% (a, P)] < ’C|ﬁ — e
C

Donde cf € R(a). O caso ¢ = 0 é trivial. Vamos encontrar a Integral a Riemann-Stieltjes
de c¢f. Se ¢ > 0, obtemos

/ cfda = /cfda:inf{Scf(a,P)}
= inf{cS/(a, P)} = ¢ inf{S’(a, P)}

= c bda:c bda.
fore=e] s

Analogamente, se ¢ < 0, encontramos

/ cfda = / cfda = inf{S“(a, P)}
= inf{es’(a, P)} = ¢ sup{s/(a, P)}
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c/abfda—c/abfda,

ou seja, f; cf da = cf; fda.
ii) Como fi(x) < fo(z), V 2 € [a,b], entdo

filz) < fa(2),V @ € 151, 7).

f1

Sendo assim, m; {2. Logo,

me1 alz;) — a(r;q)] < me2 (z;) — azi_y)] = s™(a, P).
i=1
Uma vez que fi, fo € R(a),
b b b b
| ida= [ fida = sup(sh (@, P)} < sup{s” (0. P)} = [ foda= [ fade
Portanto, fab frda < fab foda.

iii) Sejam fi(z) = f(x), se x € [a,d] e fo(z) = f(x) se x € [d,b]. Sejam P :a =z < ... <
x,=dePy:d=u1, <..<uz, =>particdes de [a,d] e [d, ], respectivamente. Assim,

Sfl (av, Py) ZMf alz;) —a(zi_q)] e Sf2 (o, Py) = ZMf ) — 1)l

Logo,
Sfl(a,Pl) Sf2 (o, Py) = ZMf alz;) — alz_1)],

onde P:a=u1xp<..<z,=d<..<z, =>béuma particao de [a,b] que contém d. Como

Py, P, C P temos, pelo Lema 9.3, que

/ bfda = inf{S’(a, P): {a,d,b} C P}

= inf {Z M]la(x;) - O‘(xi—l)]}
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= inf{S"(a, P) + S"(a, P,)}

= inf{S(a, P\)} +inf{S%2(a, P,)}

— ffldoz + ngdoz.

Do mesmo modo, mostramos que

/abfda:/adflda+/dbf2da.

Subtraindo os resultados acima, obtemos

/abfdoz—/ibfda: (fﬁda—lﬁda) + (ffzda—/ibfgda).

b b b b
Como / fda < / fda, concluimos que / fda — / fda > 0. O mesmo é valido para as

integrais de fi e f,. Assim,

ffdoz—/ibfda:O<:>?f1da—/idf1da:Zfzda_/ibhda:O.

isto ¢, f € R(a) < f1, f2 € R(a). Neste caso,

/abfdozz/abfdozzfﬁdoz—l—Zfzdoz:/jﬁdoa—l—/dbfgda:/adfd@+/dbfd@_

iv) Como |f| < M, entdao —M < f < M. Usando o item ii), chegamos a

b b b b
—/ Mda:/(—M)dag/ fdozg/ Mdao.
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Consequentemente,

b b T b
/fdoc‘ < /Mda:/Mda

= inf{SM(a, P)} = inf {Z Mle(z;) — a(:c“)]}

=1

= Ma(b) — ala)].

/abfda

Isto é,

< M[a(b) — a(a)].

v) Suponha que f € R(a;) N R(az). Dado e > 0, temos, pelo Teorema 9.18, que existe
partigdo P de [a, b] tal que

S (o, P) — st (a1, P) < % e ¥ (as, P) — st (ag, P) <

N

Logo,

n

Sf(Oél -+ CYQ,P) — 8f<051 + g, P) = ZMz'f[(al + @2)(%2') — (041 + Oéz)(l‘i_l)]

i=1

= > mil(en +az)(a) — (0 +an) (i)

n

— Z[sz —m{[(e(2;) — e (wi-1))]

1=1

+ Z OéQ l’z) — Ckg(xifl)]
= [Sf (o1, P f(al,P)]

+ [(Sf(ozg, P) — ' (a, P)]
< 545 =

Portanto, pelo Teorema 9.18, f € R(a1 + ap). Assim, encontramos,

b b
/ fd(Oél + Ozg) = / fd(al + 052)
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= inf{Sf(al +062,P)}

= inf{S/ (e, P)} + inf{S’(ay, P)}

= /abfdalJr/abfdaz
= /abfda1+/abfda2.

vi) Por fim, para k > 0 e f € R(«), temos que existe P partigao de [a, b] tal que

ST (a, P) — s'(a, P) <

=l

E consequentemente,

SY(ka, P) — ' (ka, P) kST (o, P) — ks’ (o, P)
= k[S'(a, P) — s/ (a, P)]

<k‘£:e.

Logo, f € R(ka). Além disso, como k > 0, inferimos
b b
[ rteay = [ gatha) = sup{s’(ka, )}
= sup{ks’(a, P)} = ksup{s/(a, P)}

= k/abfda = k;/abfda.

Isto nos diz que

/abfd(ka) = k/abfda.
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]

Lema 9.4. Sejam «, f : [a,b] — R fungoes limitadas, com « mondtona crescente. Se

f € R(a) em |a,b], comm < f <M, ¢ é uma funcio continua em [m, M] e
hz) = o f(x),V x € [a,b],
entio h € R(«) em [a,b].

Demonstra¢ao. Como ¢ é uma fungao continua definida no compacto em [m, M|, temos que

¢ é uniformemente continua (ver Teorema 6.14). Dado € > 0, existe §; > 0 tal que
para todo z,y € [m, M], com |z —y| < 01, tem-se |o(x) — p(y)| < e.

Seja 0 < § = min{d, 5} <e. Uma vez que f € R(a), entdo, pelo Teorema 9.18, existe uma

partigdo P:a =1z < ... < x, = b de [a,b] tal que
S/ (a, P) — s'(a, P) < 6%
Considere os conjuntos

A={i;M/ —m! <6} e B={i; M/ —m! > ¢}

(2

Para ¢ € A, temos que

01 > 6> M —m{ =sup{|f(z) — f(Y)| : 2,y € [zi_1,z]} > | f(z) — f(w),

para todo x,y € [x;_1,z;] (ver Lema 9.1). Portanto,

M =mj = sup{|h(z) = h(y)| : 2,y € [zi1, 7]}
= sup{le(f(2)) = (f(Y)]: 2,y € [z, ]}
<

para todo x,y € [z;-1,x;]. Para i € B, seja K = sup |p(t)],t € [m, M], entao

M —m! = sup{h(z);z € [v; 1, 2]} — inf{h(z);2 € [, 1, 7]}

3 (3

= sup{h(x);z € [x;_1, 2]} + sup{—h(x);x € [x; 1, 7]}
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< sup{[h(z)[; 2 € [zi, mi]} +sup{|h(z)]; 2 € [w50, 2]}

= 2sup{[h(@)]; € [rir, 7} = 2sup{lo(F(@))]: 7 € [rir, ]}
Como f(z) € [m, M], entao

M} —mi! < 2sup{|p(f(2))[} < 2K.

Observe que se i € B, Mif — mlf > ¢. Dal,
Z Safz;) —alwin)] < > (M —m])a(;) — alz; )]
< S'(a,P) - s'(a, P) < 6*.
Logo,

> lazi) = a(zim)] < 6.

i€EB

Portanto,

S"(a, P) = s"(a, P) = > (M} = m})[a(z;) — alwiy)]

T Z<M —m)a(x,) — alzi)

< ie[am) - afeicn)] + 3 2Kla(e:) — afaicr)
_ j;‘[a(x» o) + 2K > lafa) = alei-n)
< € %[a(xi) — a(ziiy)] + zK(;E

IN

ela(b) — a(a)] + 2K0.
Como 6 < €, temos
S"(a, P) — s"(a, P) < e[a(b) — a(a)] + 2Ke = e|[a(b) — ala) + 2K].

Como € é arbitrério, segue do Teorema 9.18 que h € R(«) em [a, b]. O

O resultado seguinte nos fornece informagoes quanto a integrabilidade no sentido a

Riemann-Stieltjes do produto de fungoes integraveis.
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Proposicao 9.4. Sejam «, f,g : [a,b] — R fungdes limitadas, com o mondtona crescente.
Se f,g € R(a) em [a,b], entdo

i) fg € R(a);

i) |fl € R(a) e

/abfda < /ab\f\da.

Demonstragao. Sejam f,g € R(«) em |a, b].

i) Utilizando a Proposi¢ao 9.3, temos que f+g, f —g € R(a). Considere a fungao ¢(t) = 2.
Entao, pelo Lema 9.4, temos que (f + ¢)*> € R(a) e (f — g)* € R(a), pois ¢ é continua,

(f+9’=vo(f+g)e(f—g)P=¢o(f—g)

Sabemos que .
fo=3l(f+97* = (f -9

Logo, pela Proposigao 9.3, fg € R(«).

ii) Seja ¢(t) = |t| a funcdo continua modular. Entao,

QOOf(ZL’) = |f(l’)|,\V/CL’ S [a’b]'

Do Lema 9.4, temos que |f| € R(«). Por outro lado,

—[f(@)] < flz) <|f(@)|,V x € [a, b].

Logo, usando os itens i) e ii) da Proposi¢ao 9.3, temos que

_/ab\f|da§/abfda§/ab!f|da7
/abfd@ g/ab\flda-

isto é,

O

Vamos demonstrar, agora, uma condicao necessaria para que uma fungao seja integravel
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a Riemann-Stieltjes.

Lema 9.5. Sejam «a, f : [a,b] — R fungoes limitadas, com o mondtona crescente. Se
ST (a, P) — s/ (o, P) < €

para € >0, P:a=xy < ..<uxz,=>0uma particao de [a,b] e s;,t; € [x;_1,x;], entao
D 1f(s) = flt)|[azi) — alaio)] < e
i=1

Demonstrag¢ao. Suponhamos que
ST (a, P) — s (o, P) < €

parae >0e P:a =y < .. < z, = b uma partigdo de [a,b]. Tomemos s;,t; € [x;_1,z;].
Assim, m{ < f(s;), f(t:) < M{. Logo,

F(s0) = f(t)] < Mf — ]

Dai,

n n

D 1f (i) = ft)llaz) — alzi)] < Y (M =m])[o(x) — a(wiy)]

i=1 i=1

= ZMf alz;) — a(zi_q) Zm ;) — w1

]

O teorema a seguir mostra que se «a tem derivada integravel, a Integral a Riemann-

Stieltjes se reduz a Integral a Riemann.

Teorema 9.19. Sejam o,/ f : [a,b] — R func¢des limitadas, com « mondtona crescente

e o integrdvel a Riemann em [a,b]. Entao f € R(«) se, e somente se, fo' € integrdvel a

/a b fda = / ’ fddz.

Riemann. Neste caso,
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Demonstragao. =) Seja € > 0. Como « é integravel a Riemann, temos, do Teorema 9.4,

que existe P partigao de [a, b] tal que
S(a/, P) —s(a/, P) <e.
Pelo Teorema 7.13, existem pontos t; € [z;_1, x;] tais que

a(t;) = (i) — a(xi,1)7 i=1,..,n,
Tj — LTij-1

ou seja,

a(r;) —alriq) = () |w; — 2], i=1,...,n.

Se s; € [x;_1,x;], entdao pelo Lema 9.5, temos que

Z a'(si) — &/ (t)|[x;i — zia] < e.

Assim,

implica que

Z f(si)la(zi) — a(ria)] = Z f(sa)a (t)[w; — wi-1]

= Z Fls)la/(8:) — o (si)][ws — @] + ) flsi)a (si) i — wia]

=1

< Z |f(si)l e/ (t:) — &/ (si)| [2i — wia] + Z f(s)a (si)[wi — wi-1]
< Kz [a'(t:) — a'(sy)| [vi — @3] + Z f(si)a (si)[ws — wi1]
< Ke+ iMZfa/[xi — T

=1

= Ke+ S(fd, P),
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onde K = sup{|f(z)|;z € [a,b]} (f ¢é limitada). Com isso,
Zf ) —a(zi1)] < Ke+ S(fd, P),V s; € [w;_1, 2]
Logo, pela Definicao 1.11, obtemos

S/ (a, P) < S(fd/, P) + Ke.

Analogamente,

Z f(si)al (si)[zi —xia] = Z f(si)[e/ (si) — o' (83)][w; — o] + Z f(si)d (ti) s — i1
< Z|f e/ (i) — & (t)] —le+2fsz i) — a(wi)]

< KZ|o/(ti)—o/( i — i) ZMf a(w;) = a(w;-1)]

Dessa forma,
Z f(s)d (si)|ws — xiq1] < Ke+ S(f,a, P),V s; € [r;_1, 1)
Portanto, usando novamente a Definicao 1.11, encontramos
S(fa',P) < S¥(a, P) + Ke.
Deste modo, concluimos que
1S/ (a, P) — S(fo/, P)| < Ke.
Seja (Q uma partigao de [a,b], com P C @, entao pelo Teorema 9.1, temos que

S(a/7 Q) - s(o/, Q) <€,
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pois S(o/, P) — s(c/, P) < e. Usando o que foi feito acima, obtemos
15 (2, Q) — S(fa, Q)| < Ke.

Logo, pelo Lema 9.3

ffda - ffo/dx

Como € é arbitrario, entao passando ao limite quando € — 0, encontramos

= |[inf{S/ (o, Q)} — Inf{S(fe’,Q)}| < Ke.

/a ’ fda = 7 fddz.

Procedendo da mesma forma obtemos,

/abfda = /abfa’das.

Com isso, f € R(«) se, e somente se, fa' é integravel a Riemann. Neste caso,

/a b fda = / ’ fo'dz.

9.6 Conclusao

Caro leitor, ao final desta aula, é relavante concluir que em muitos casos nao é possivel,
manualmente, calcular uma integral. Porém, alguns resultados como, por exemplo, os que nos
dao condigoes suficientes para integrabilidade, nos garantem a existéncia de certas integrais,
mesmo que nao informe o valor desta. Em Matematica este fato é, muitas vezes, a informagao
mais importante que podemos inferir. Portanto, avaliar a existéncia da integral nao deve
ser menosprezada. Mesmo por que nao faz sentido calcular a integral de uma funcao nao-

integravel.
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9.7 Resumo

Nesta aula, apresentamos o conceito de integracao de fungoes reais limitadas. Mostramos
resultados de grande utilidade nao sé na Matematica, como também em diversas areas do
conhecimento. Por exemplo, estudamos os Teoremas Fundamental do Célculo e da Mudanca
de Variavel. Além disso, verificamos de que maneira estes podem ser aplicados e encontramos

condicoes suficientes para que uma determinada fungao seja integréavel.

9.8 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Defina f:[0,1] = R, pondo f(0) =0e f(z) =1/2" se 1/2""! <z < 1/2", n € NU{0}.
1

Prove que f é integravel e calcule / f.
0

2. Seja f : [—a,a] — R integrdavel. Se f é uma funcdo impar, prove que / f=0. Se

porém, f é par, prove que / f= 2/ f.
—a 0

3. Prove que se f,g : [a,b] — R sdo integraveis entao sao também integraveis as fungoes
0,1 : [a,b] = R, definidas por ¢(z) = max{f(x),g(x)} e ¥(r) = min{f(z), g(z)}. Conclua
que as funcoes fy, f- : [a,b] — R dadas por f,(z) = 0se f(x) <0, fi(x) = f(x)se f(z) >0
f-(z)=0se f(x) >0e f_(z) = —f(z) se f(z) <0 s@o integraveis.

4. Seja f : [a b — R derivavel com f’ integravel. Prove que para quaisquer x,c € |a, b,

tem-se f(z / 1.

5. Dada f : [gL, b] — R com derivada integravel, seja m = (a+b)/2. Prove que f(a)+ f(b) =
2/~ a)) [ (@) + (o = m)fa)]
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9.9 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel, com f(z) > 0,V x € [a,b]. Se f é continua

b
em ¢ € [a,b] e f(c) > 0, prove que/ f>0.

Demonstra¢ao. Como f(c) > 0, entdo, pela demonstragdo do Teorema 6.4, existe § > 0 tal
que para todo z € (¢ — d,c+ ¢), tem-se f(x) > f(c)/2 > 0. Consequentemente, para todo
x €lc—0/2,c+ /2], tem-se f(x) > f(c)/2 > 0. Com isso, pelos Teoremas 9.6 e 9.5,

[r=[ e [ Lz [ [ o [

b

c—8/2
= [ rveronemspisens [

+6/2

- [T rvssop [ s [, 1=

pois f(z) >0,V z € [a,b)].
UJ

Ex2. Seja f : [a,b] — R integrdvel. Prove que a funcao F : [a,b] — R, definida por

X
F(x) = / f, é Lipschitziana. Conclua que F' ¢ uniformemente continua.
a

Demonstra¢ao. Como f é integravel, entao existe M > 0 tal que
|f(z)] < M,V z € [a,b]
Utilizando os Teoremas 9.6 e 9.5, obtemos

/:f+/yaf‘= /;f]s/:|f|s/sz=M|x—y|,

para todos z,y € [a,b]. Portanto, F' é uma fungao Lipschitziana. Pela Proposigao 6.2, F' é

|F(z) = F(y)| =

uniformemente continua. O
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Ex3. Sejam f : [a,b] — R continua e «, f : I — [a, b] derivéveis. Defina ¢ : I — R pondo
go(:c):/ f,Vaxel

Prove que

Demonstragao. Seja ¢ € (a,b). Defina as fungoes

F(x) = /fo e G(y) = /ycf,v z,y € |a,b].
Vimos no Teorema 9.9 que

Fi(z) = f(z) e G'(y) = =f(y),¥ =,y € [a, 1],

y
note que G(y) = —/ f. Veja que

B(x) B(x) c
o) = / e / po [ 8= FE) +6E)

para todo x € [a,b]. Com isso, pelo Teorema 7.3, obtemos

¢'(z) = F'(B(x))8'(z) + G'(a(z))a'(x) = f(B(2))8(x) — fla(z))a/(x),V © € [a,b].

Auto-Avaliacao

Sou capaz de identificar fungoes integraveis e aplicar corretamente os Teoremas Funda-

mental do Calculo, Mudanca de Variaveis e Integragao por Partes?
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Proxima Aula

Caro leitor, na préxima aula, estudaremos com mais precisao, através de Integral a
Riemann, as propriedades ja conhecidas do ensino bésico para o logaritmo Neperiano. Além
disso, aproveitaremos os conceitos que aprendemos até este momento para definir integragao

imprépria.
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