Capitulo 10

Décima Aula: Logaritmo e Integracao

Impropria

Meta

Apresentar as principais propriedades da funcao logaritmo Neperiano, utilizando uma

definicao alternativa e de grande intuicao geométrica, e das integrais improprias.

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno deverd ser capaz de utilizar corretamente as propriedades

das funcgoes logaritmo e exponencial, como também saber aplicar o Teste da Integral.

Pré-requisitos

Aula 9, Fundamentos da Matemaética e Calculo II.
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10.1 Introducao

Nesta aula, apresentaremos uma defini¢ao da funcao logaritmo que envolve o conceito de
Integral a Riemann. Com esta, é possivel provarmos as principais propriedades ja conheci-
das do ensino basico para tal aplicacao, como, por exemplo, o resultado que afirma que o
logaritmo do produto é a soma dos logaritmos. Em particular, verificaremos a bijetividade
desta funcao, ou seja, mostraremos a existéncia da inversa para a aplicagao logaritmica, a
qual chamamos funcao exponencial. A partir dai, reexaminaremos as operagoes elementares,
vistas no caculo elementar, para tal. Por fim, apresentaremos como integrar impropriamente
funcoes que posuem singularidades no intervalo contruido pelos limites de integracao. Com
este novo conceito, acrescentaremos um novo teste para séries numéricas, este é chamado
Teste da Integral. Por fim, mostraremos uma outra maneira de definir Integral a Riemann,

através do conceito de conjunto de medida nula.

10.2 Logaritmo Neperiano e Exponencial

Nesta secao, apresentaremos as operacoes mais elementares, vistas no ensino basico, e
que conclusoes podemos inferir, como consequéncia dos resultados obtidos neste material,
das funcoes logaritmo e exponencial. Iniciaremos nossos estudos com a definigao da fungao

logaritmo Neperiano.

Definigao 10.1 (Logaritmo Neperiano). A fungao In : (0,00) — R, definida por

1
lnx—/ -,V x € (0,00),
1 Y

transforma um nimero positivo x em um valor real In x chamado logaritmo Neperiano de x

ou logaritmo de z na base e.



10.2. LOGARITMO NEPERIANO E EXPONENCIAL 379

Enunciamos abaixo algumas propriedades satisfeitas pelo logaritmo Neperiano.
Teorema 10.1 (Operagoes Elementares do Logaritmo Neperiano). As seguintes afirmacoes
a respeito do logaritmo Neperiano sao verdadeiras:

i) n1=0,lnz>0parax>1elnzr <0 para x € (0,1);
ii) In € uma funcdo crescente;
ooy 1 1
iii) In'z = —, V z € (0,00);
x
iv) In(zz) =lnz+Inz, In2? = glnz, In(x/2) =Inz —In z, para todo ¢ € Q e x,z € (0,00);
v) In € uma fungao sobrejetiva.

Demonstragao. i) Note que

=0,

1
lnlz/

1
ver observagoes do Teorema 9.6. Seja x € (0,1), entao

71 1
1nx=/—=—/—<0,
1y :cy

pois 0 < x < y < 1 (ver observagoes do Teorema 9.6 e Teorema 9.5). Além disso, se x > 1,

1
lnx=/ - >0,
1 Y

< | =

temos que

porque 0 < 1 <y (ver Teorema 9.5).
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ii) Vamos provar que In é crescente. Seja 0 < z < z, entao, pelo Teorema 9.6, concluimos

lnx—/—</ / /lzlnz,
I

ja que f 1/y > 0, ou seja, In é crescente (ver Definigao 5.5).

que

iii) Como a func@o y — 1/y é continua para y € (0,00), e com o Teorema 9.9, obtemos

, (/@1)’ 1
In"z = -] =-.
1 Y 'y

iv) Usando os Teoremas 9.6 e 9.10, temos que
Inxz = - = -+ - = -+ —=lnxr+Inz,
1 Y 1 Y ) 1 Y 1 u

Inzz=Inz+1InzV z 2z € (0,00).

isto é,

Além disso, usando o item anterior juntamente com inducao matematica, concluimos
Inz" =nlnz,V z € (0,00),n € N.

Portanto,

—-n —-n n

O=Inl=Ihz"z7""=hz"+he " =nlnz+Inz™",

ou seja,

Inz™ = —nlnz,VneNz e (0,00).

Dessa forma,
Inz? =plnz,VpeZ,z e (0,00).

Por fim, se ¢ = p/r € Q, inferimos
plnz =Inz? = nz®"" = rlna?" = rinz?.

Consequentemente,

Inz? =p/rine =qlnz,V x € (0,00).
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Deste modo,

1

In(z/2) =In(zz')=lnz+Inz'=Inzr—1Inz,

isto é,

In(z/z) =Inz —Inz,V z,z € (0,00).

v) Como In é derivdvel, entdo In é continua (ver Teorema 7.1). Dessa forma, usando o
Teorema 6.8, temos que In(0,00) é um intervalo de R. Afirmamos que este intervalo é R.
Com efeito,

In2" =nln2e In2™" =-nln2,Vn € N.

Como In2 > 0, entao
Imn2" =limnn2=occe limn2™" =lim-nln2 = —co.

Com isso, dado A > 0 existe N € N tal que In2Y > A (pois limIn2" = c0). Mas, In1 = 0.
Como In(0, c0) é um intervalo, entao existe a € (0, 00) tal que Ina = A, ou seja, A € In(0, 00).
Analogamente, se B < 0, entdo B € In(0,00) (use limIn2™" = —o0). Consequentemente,

In(0, 00) = (—00,00) = R. Isto nos diz que In é uma funcdo sobrejetiva. O

Obs 10.1. E facil ver que, através de inducao finita, podemos inferir
In(zy 29 ..o xy) =Inzy +lnzy + ... + Inz,.

Obs 10.2. Como limIn2" = oo e In é crescente, entao lim Inz = oco. Com efeito, dado
T—r 00

A >0, existe N € N tal que In2V > A. Assim sendo, para B = 2V > 0, tem-se que
para todo z > B, infere-selnz > In B =1In2" > A,

ou seja, lim Inx = co. Analogamente, prova-se que lim Inx = —o0o, desde que limIn2™" =
T—00 z—0

—o0 e In é crescente.

Obs 10.3. No Teorema 10.1, vimos que In é crescente e sobrejetiva. Seja x # z em (0, 00).
Suponha que z < z, entdao Inz < In z, pois In é crescente. isto é, Inx # In z. Isto nos garante

que In é injetiva. Por conseguinte, In é uma funcao bijetiva.

Com isto podemos definir a funcao inversa de In. Esta estd estabelelcida na seguinte
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definicao.

Definicao 10.2 (Exponencial). A funcao e: R — (0,00) que associa um numero real z a

um valor positivo e* denotara a funcao inversa de In, isto é,
Ine* =ree™ =2 VrecR, zc (0,00).

Tal aplicacao é chamada funcao exponencial.

Vamos imediatamente listar algumas propriedades basicas satifeitas pela funcao expo-

nencial.

Teorema 10.2 (Operagoes Elementares da Exponencial). Os sequintes itens sobre a fun¢do

exponencial sao vdlidos:

i) "=1ece =¢;

ii) e é uma bijecao crescente;

iii) €(z) = ",V z € R;

H + X T—yY ex

iv) "tV = ¢l ¢ :—y‘v’x,yER;
e

v) € = [e"]9, para todo v € R e ¢ € Q.

Demonstrag¢ao. i) Vimos no Teorema 9.5 que In1 = 0. Assim sendo,
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Além disso,

l=Ine!=1-lne=Ine,

Ine _

ou seja, Ine = 1. Assim, e! = e e.

ii) Como e é a inversa de In, entdo e é uma bijecdo. Sejam a,b € R tais que a < b.

Como In é sobrejetiva, entao existem z,y € (0, 00) tais que
Inx=ae lny=>.

Como In é crescente, entao x < y. Caso contrario, x > y, terfamos a = Inx > Iny = b.

Absurdo! Dessa forma,

ea:elnx:x<y:elny:eb’

isto é, e < e?. Com isso, e é crescente.

iii) Vimos no Teorema 7.4 que

iv) Sejam z,y € R. Como In é sobrejetiva, entdo existem a,b € (0,00) tais que

Ina=xze Inb=y.

Portanto,
e%el — elnaelnb — ab = eln(ab) _ elna—Hnb _ ex—i—y’

ou seja, e’e? = e”t¥. Note que

1= = vt (%) — YoV
Consequentemente,

-y 1 y1—1
eV = — = [ (10.1)
ey
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Além disso,
e:(:
Y = ™Y = ¢Te Y = —
ey
v) Por indugao, obtemos
e = "I AT = oo e = @],V 1 € R,

onde as somas e os produtos envolvidos possuem n parcelas e fatores, respectivamente. Por

conseguinte,
z,z z z z z zan
entattu —en.en..en =[en] VazeR.
Por outro lado,
zZ4 z z
entntth —e"n =e* Vo eR

. I n . . s . ~
Assim, e = [en} . Extraindo a raiz n-ésima em ambos os lados da equagao, obtemos

Considere ¢ = m/n, onde m,n € N. Assim,
e =en” = [en]" = {["]n}™ = [e"]" = [¢"]".

Considere, agora, que ¢ = —m/n, onde m e n € N. Assim sendo, usando as igualdades em

(10.1), podemos dizer que

O item i) conclui a prova do item v). O

Obs 10.4. Podemos provar por indugao que

e"le™ . . .e

Tn

_ efL‘1+w2+.-.+xn .

Obs 10.5. Note que lime" = oo, pois

e">n,VneNe limn = oo,
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onde a desigualdade acima segue facilmente por um argumento de inducao finita. Como e é

crescente, entdo lim e = oo. De fato, dado A > 0, existe N € N tal que /¥ > A. Portanto,
T—00

para todo > N, conclui-se e* > eV > A.

Por conseguinte,

lim = lime™¥ = lim — = 0.
T——00 y—>00 y—oo €Y

Obs 10.6. Vimos que €'(z) = e, para todo x € R. Dessa forma,
e™(z)=e"VzeR,neN.
Exemplo 10.1. Utilizando o Teorema 9.9, temos que
b
/ e=¢e"—e"Va,beR,

pois a primitiva de e é a prépria func¢do e (ver Teorema 10.2).

Exemplo 10.2. Veja que

Iny—1Inl Iny

1
1=1In'(1) = lim = lim = lim — In(z + 1) = lim In(z + 1)/

y—=1 oy —1 y—=1ly — 1 z—=0 I z—0

Consequentemente, como e é continua (ver Teorema 7.1), entao,

e =e! = lime™@ )" = lim (= 4 1)1/7.
z—0 z—0

Portanto, e = lim(1 + z)"/*. Ou equivalentemente, fazendo » = 1/, encontramos

x—0
) 1\*
e = lim (1 + —) )
Z—00 z

) 1\"
e:hm<1+—> .
n

Em particular,



386 CAPITULO 10. DECIMA AULA: LOGARITMO E INTEGRACAO IMPROPRIA

Exercicios de Fixacao

1. In(e/2) =1—1n2.

2. Se x > 0 e n € N, mostre que

1
z+1

—1-gta?— ()t

Use isto para mostrar que

10.3 Integrais Improéprias de Funcoes Reais

Nesta se¢ao, estabeleceremos defini¢oes para alguns tipos de integrais improprias. Nosso
intuito é exemplificar tais conceitos e aplica-los em outro teste para séries numeéricas, o
denominado Teste da Integral. Como exemplo, verificaremos quando uma série, dita p-

harmonica, é convergente.

Definigao 10.3 (Integral Imprépria). Seja f : (a,b] — R integrével em [a + ¢, b], para todo

0 < e <b—a. A integral imprépria é definida como sendo o seguinte limite
/ f = lim f
e—=0t

Se o limite acima existir dizemos que / f ¢é convergente. Caso contrario, dizemos que esta

integral diverge.
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Exemplo 10.3. Vimos que

|
/ —=—Inece lim Ine = —o0.
g

xT e—0t

Seja f : (0,1] — R definida por
1
f(a:)zﬁ vV x e (0,1].

Observe que

1
lim/ b sep=1;
/ 1 1 e—=0t J,
f= lim — = lim x P =

e=0F Joye TP e—0t J,

1
lim/ x P sep#l.

e—=0t+ /.

lim —Ine, sep=1; .

EE(I)L n p ; 0, se p>1;
z

I 1. ——, sep<l.

dm | ers 1—p

Dessa forma, se p > 1, entao fol f diverge, e se p < 1, entao fol f converge.

Exemplo 10.4. Usando o Teorema 9.10, concluimos que
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/”/2 CcoS T i ™2 cosx , ™2 sen'x , 1 1 ’ 1 1
= lim = lim = lim — = lim w2
o Vsenr =0+ Jo,. v/senxr  e—o0t Jooo vsenx  e=0t Jgen. VU e=0* Jgene

= lim [2v/1 — 2y/sene] = 2 — 2v/sen0 = 2.

e—0t

w/2
Dessa forma, a integral imprépria / é convergente.
0

4/ SEeNnT

Podemos encontrar na literatura outro modo de integrar impropriamente. Veja a definicao

a seguir.

Definigao 10.4 (Integral Imprépria). Seja f : [a,b) — R uma funcao integrével em [a, b— A,

para todo 0 < A < b — a, definimos a integral imprépria de f no intervalo [a,b) como sendo

b b—\
/ f= lim f.
a =0t f,

b
Se este limite existe, dizemos que a integral / f é convergente, caso contrario esta é chamada
a

o limite abaixo:

divergente.

Exemplo 10.5. Sabemos que

A
/ —=InXe limln\ = —0.
1 u A—0

Usando o Teorema 9.10, obtemos

/ = lim / = lim / — = lim In )\ = —o0.
0 Xr — 1 A—0t 0 Xr — ]. A—0t 1 u A—0t

. RS o
Dessa forma, a integral impropria [ —15 é divergente.

Abaixo exibiremos mais uma forma de integracao impropria.

Definigao 10.5 (Integral Imprépria). Seja f : [a,c) U (¢,b] — R integravel em [a,c — A] e
[c+¢e,b], onde ¢ € (a,b), 0 <A< c—ae0<e<b—c. Definimos a integral imprépria por

/jf=/jf+/cbf.
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b c b
Dizemos que a integral / f converge se / fe / f sao convergentes. Caso contrario,
a a c

b
dizemos que / f é divergente.

6
1
Exemplo 10.6. A integral imprépria / W é convergente? Usando o Teorema 9.10,
1 (z—3)3
concluimos que

3 1 3—A 1 2
/ — = lim — = lim [ uF= lim [3V/2 - 3V =372
1 (x—3)5  A=0t )y (x —3)5  A=0T J) A—0F

Além disso,

6 6 3
/ (; im [ L —him [ wd = lim [3Y8 - 394 = 33,
3

T — 3)% e=0T J34 . (x — 3)% e—=0t /. - e—0t

6
1

Dessa forma, a integral imprépria / (—2 = 3v/2 4 3V/3 é convergente.
1 (x—

)3

Vejamos outro tipo de integragao improépria.

Defini¢ao 10.6 (Integral Imprépria). Seja f : [a,00) — R continua. Definimos a integral

[r=pm [

o0 o0
Se este limite existe dizemos que / f é convergente, caso contrario dizemos que / f
a a

impropria de f pondo

diverge.
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Exemplo 10.7. E sabido que

41
/ —=InAe lim InA4 = 0.
1

xT A—o0

Seja f: (1,00) — R definida por

fle) = =¥ o € (1,00).

Observe que

lim / 1 osep=1;
oo A q A A—ro0
/ f= lim — = lim xr P =
1 A—oo [ aP A—oo Jq
-p
f}gr;o/ , sep# 1.
lim In A, sep=1;
A—roo 00, se p < 1;
= p— 1
Al-p 1 —, sep>1.
lim —— |, sep#1. p—1
Ao |[1=p 1—0p

(o9} oo
Dessa forma, se p < 1, entao / f diverge, se p > 1, entao / f converge.
1 1

Estudemos com cuidado a seguinte definicao.

Definigao 10.7 (Integral Imprépria). Seja f : (—o00,b] — R uma funcao integravel em
[A, b], para todo A < 0. Definimos a integral imprépria

=t [

Se este limite existe dizemos que a integral / f € convergente. Caso contrario, dizemos

b
que / f é divergente.

Exemplo 10.8. Vimos que

0
/ et =1—e 4,
—A
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Assim sendo, pelo Teorema 9.10, obtemos

0 0 0
/ e’ = lim e "= lim —/ e"= lim _[1_e_A]:OO’

oo A——o0 A A——o0 _A A——o0

. 0 2 s 1
ou seja, fﬁ e " é divergente.

o0

Com um pouco de paciéncia, podemos estudar mais um método de integrar impropria-

mente.

oo 0
Definigao 10.8 (Integral Imprépria). Seja f : R — R. Considere que / fe / f sejam
0 —00

convergentes. Definimos a integral improépria de f por

[o=fo=]

0 %)
Se / f ou / f é divergente, dizemos que / f é divergente.
—0o0 0

—00

Exemplo 10.9. Veja que

o . A . A2
z = lim r = lim — = oo.
0

A—oo [ A—soco 2
[o.¢] ’ .
Dessa forma, [ x é divergente.
—0oQ

Exemplo 10.10. Olhe que, pelo Teorema 9.10, encontramos

/°° T . /A T L /A2+1 [ S ]
—— = lim ———— = = lim — = lim —= —1| ==.
0 (SL’Q + 1)2 Ao J (1:2 + 1)2 2 A—oo Jg u? A—oo 2| A24+1 2

Por outro lado,

/0 T . /0 T 1 . /1 1 . 1 1 . 1
— 5 = lm —— = = lm — = Im |- = ——.
—oo (1’2 —+ 1)2 A——o00 A (J,’2 + 1)2 2 A——o0 A241 u2 A——c0 2 A2 + 1 2

oo
. x .
Com isso, / ——— ¢ convergente e

o (24 1)2
/°° T 1 1_0
o (@212 2 2 T
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Por fim, mostraremos um teste para verificar, sob algumas hipdteses, se uma série de

nimeros reais é convergente.

Teorema 10.3 (Teste da Integral). Seja f : X — R, tal que [1,00) C X C R, f(z) > 0,

para todo x € [1,00), e f € decrescente em [1,00). Entao,

oo
/ f € convergente < Z f(n) € convergente .
1

Demonstracao. Seja k € N. Como f é decrescente em [1,00), entdao f também é decrescente

em [k.k+ 1] C [1,00). Com isso,
f(k+1) < flz) < f(k),V z € [k k+1].

Portanto, usando os Teoremas 9.5 e 9.8, concluimos que

k+1

k+1 k+1
f(k+1)§/k = !

k

ou seja,
k+1

flk+1) < f< f(k).

k
Somando todas estas desigualdades, quando k varia no conjunto {1,2,...,n}, chegamos ao

seguinte resultado

n

kgn;f(kJrl)S;n;/:ﬂf:/12f+/23f+...+/nn+lf§ f(k).

k=1

3

Lembre que a n-ésima soma parcial da série > f(n) é dada por s,, = » f(k) (ver Definigao
k=1
3.2). Dessa forma, pelo Teorema 9.6, obtemos

n+1
sn—l—l_f(]-)g/ fésna
1
ver Teorema 9.6.

=) Suponha que / f € convergente. Assim, lim lan = floo f. Como f(x) > 0, para
1
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n+1 fe’e)
/ fg/ f¥neN,
1 1

8n+1—f(1)§/1n+1f§/100f,

Sna1 gf(1)+/loof,vneN.

todo x € [1, 00), entao
Consequentemente,
isto é,

Isto nos diz que (s,) é limitada. Além disso,
Suir = F() 4 F@) + o+ f(0) + S+ 1) =50+ f(n+1) > 5, ¥ n €N,

pois f > 0. Portanto, (s,) é mondtona e limitada. Pelo Teorema 2.4, (s,) é convergente.
Com a Definigao 3.3, concluimos que ) f(n) é convergente.
(0.)

<) Considere que f é divergente. Vamos provar que Y f(n) é divergente. Assim

1
sendo, com um abuso de notacao,

n+1
oo:hm/ f <lims,.
1

Com isso, lims, = oo, ou seja Y f(n) é divergente. Portanto, se > f(n) é convergente,

o0
entao / f € convergente. [
1

Obs 10.7. O Teorema 10.3 nao diz que/ f= Z f(n), se/ foud_ f(n) é convergente.
1 1

Esta afirmacao é falsa.

Obs 10.8. A fungao f descrita no Teste da integral ndo precisa ser decrescente em [1,00),
basta ser decrescente e positiva em [x,00), onde x > 1 é uma constante real. Este fato é

devido a Proposigao 2.1.

1

np’

Exemplo 10.11 (Série p-harmonica). A série > onde p > 0, é chamada série p-
harmonica. No caso em que p = 1 denominamos a série Z% de série harmonica. Vamos
mostrar que esta série é convergente quando p > 1 e é divergente se p < 1. Usaremos o

Teorema 10.3 para isto. Seja f : [1,00) — R dada por

f(z) = %,V x € [1,00).
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Olhe que
1
flz) = i 0,V x € [1,00).
1
Além disso, se 1 < x < y entdo 2P < yP. Com isso, f(x) = - > - = f(y), isto é, f é
xz Y
decrescente em [1,00). Note que
M1
lim -, se p=1,;
/ — = lim — =
1 TP booo fi aP
li Pl L.
bggo_pH[b |, sep#
lim[Inb—1In1], sep=1; 00, se p < 1.
b—oo -
={ o0, sep<l. =
-1 . 1 o1
, se p > 1. —, Sep )
—p+1 b p—1

ou seja, floo xip converge para 1/(p — 1) quando p > 1 e diverge se p < 1. Pelo Teorema

10.3, >° n—lp é convergente se p > 1 e é divergente se p < 1.

o 1
n=2 nlnn

que tal série é divergente. Com efeito, defina f : [2,00) — R, pondo

Exemplo 10.12. Considere a série ) | . Vamos utilizar o Teorema 10.3 para mostrar

f(x) = L,‘v’ T € [2,00).

zlnx

Verifique que f(x) é decrescente. Assim sendo, pelo Teorema 9.10, concluimos que

<1 1
/ = / — = lim[Inb — In(In2)] = oc.
9 xlnx Ing U b—oo

1

Portanto, pelo Teorema 10.3, > 7, — ¢ divergente.

Exercicios de Fixacao

1. Determine se cada integral é convergente ou divergente. Calcule aquelas que sao diver-

gentes.

V| w
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=

R el
3

1

—92 334.

2. Determine, usando o Teste da Integral, se as séries sao convergentes ou divergentes:

1
DDt
o 2
b) Zz—n
n=3

o) Z 3n + 2

n(n+1)

10.4 Leitura Complementar

Neste topico, acrescentaremos a este material dois estudos. No primeiro, definiremos
quando um conjunto é caracterizado por ter medida nula, com o objetivo de definir Integral
a Riemann através dos pontos de descontinuidades da aplicacao a ser integrada. No segundo,
conceituaremos exponencial e logaritmo em qualquer base, com o intuito de verificarmos as

principais propriedades satisfeitas por estas fungoes.

10.4.1 Medida Nula e Teorema de Lebesgue

Nesta secao, apresentaremos o conceito de conjunto de medida nula com a finalidade
de enunciar, demonstrar e exemplificar um resultado que estabelece uma outra maneira de
definir integracao a Riemann. Esta caracterizacao estd exposta no chamado Teorema de

Lebesgue.
Definigao 10.9 (Medida Nula). Seja X C R. O conjunto X é dito ter medida nula, e

escrevemos m(X) = 0, se para todo € > 0 existe uma cole¢do enumerdvel de intervalos
limitados (X,,)nen tal que
X CUpen X, € Z | X, < e.
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Aqui | X,,| representa o comprimento do intervalo X,.

Exemplo 10.13 (Q tem Medida Nula). Seja X um conjunto enumerdvel. Assim, existe

uma bijegao entre N e X. Logo, X = {x1, 23, ..., p, ...}. Dado ¢ > 0, seja

3 £
Xn:(a:n—m,xn—{—W),VnEN

Assim,
| Xo| = 20 +

19 g 19
T (mn — 2M) = 27 © X C UnenXon

1
Z]Xn\ :Zgnil :522n+1 :%<€.

Portanto, m(X) = 0, isto é, todo conjunto enumeravel tem medida nula. Como Q é enu-

Além disso,

meravel, entao m(Q) = 0.

Exemplo 10.14. Todo subconjunto de um conjunto de medida nula tem medida nula. Com
efeito, seja X um conjunto de medida nula e Y C X. Assim, dado € > 0, existe uma cole¢ao

enumeravel de intervalos limitados (X, )nen tal que
X CUpenXne Y |X,| <e.
Mas, Y C X. Dessa forma,
Y CX CUpenXne Y |X,|<e

Por fim, m(Y’) = 0.

Exemplo 10.15. Seja (Y},),eny uma familia de conjuntos de medida nula. Vamos mostrar

que m(Y') = 0, onde Y = U,enY,. De fato, dado € > 0, existe (X,,;)jen colegao enumerdvel

de intervalos limitados tal que

Yo CUjenXn, € Y |X,,| <e/2"

jeN

Deste modo,

Y = UpenYn CUnjenXo, e D) |X, [ <) /2 =¢/2 <,

neN jeN neN

ou seja, m(Y') = 0.
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O teorema a seguir nos d4 uma maneira equivalente de definirmos Integral a Riemann.

Teorema 10.4 (Teorema de Lebesgue). Sejam f : [a,b] — R uma fung¢do limitada e
Dy ={x € [a,b] : f ¢ descontinua em x}

o conjunto dos pontos de descontinuidades de f. FEntao, f € integrdvel se, e somente se,
m(Df) = 0.

Demonstragao. <) Suponhamos que m(Dy) = 0. Usando a Definicao 10.9, temos que dado

e > 0, existe uma colegao enumeravel de intervalos abertos limitados (X ),en tal que
Dy C UpenXl, e S IX0| < e/2(M; — my),

ver Definicao 9.4. Para cada ponto = € [a,b]\D ( note que f é continua neste =) seja X/

um intervalo limitado aberto contendo x, tal que
w(f; X7) = sup{|f(c) — f(d)| : c,d € X[} <&/2(b—a),
ver Definigao 6.2. Como [a, b] é compacto, entdao a cobertura aberta
[a,0] = Dy U ([a, b]\Dy) € (UnenX) U (Uaelap\n, X)
admite uma subcobertura finita, i.e,
[a,b] C X{U...UX UX/U..UX/,

ver Teorema 4.12. Seja P : a =ty < ... < t,, = b uma particao de [a, b] tal que cada intervalo
(ti1,t:) € X, para algum n = 1,2..,7 ou (t;_1,t;) € XJ, para algum j = 1,2,...s.
Podemos tomar P formada pelos pontos a, b mais os extremos dos intervalos X, ou X} que
pertengam ao intervalo [a,b]. Denotaremos os intervalos [t;_1,t;] de P contidos em algum

X, por I, e os demais intervalos de P (que estdo contidos em algum X7) por I7. Assim,

DL <Y X < e/2(My —my) e w(fi L)) < w(f: X7) < e/2(b - a).

Portanto,

Zwi(ti —ti-1) = ZW(fJ;)\LQI + Zw(f;[]/'/)’m
i=1
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< My —myp) ) L] +e/20—a) ) |5 < %gf_—méi " ;EZ - Z; o

Segue que f é integravel (ver Teorema 9.4).

=) Agora, suponhamos que f integravel. Seja
D, =A{x € [a,b] : w.(f) > 1/m},¥V m €N,

onde

we(f) = lim w(f;(x— 0,z +3d)NJa,b]).

6—0t

Logo Dy = UpenD,y,. Com efeito, considere que & € Uy,enD,y,, entao
w.(f) <1/m,¥Y m € N.

Passando ao limite, quando m — oo, encontramos w,(f) = 0. Dessa forma, dado ¢ > 0,

existe n > 0 tal que
para todo 0 < § < 27, tem-se w(f;(z —d,z+9)N[a,b]) < e.
Consequentemente,
sup{[f(c) = f(d)l;¢,d € (x —n,z +n) N [a,b]} = w(f; (¢ —n,x+n) Na,b]) <e.

Em particular, se ¢ € (x —n, z+n)N|a, b], infere-se que | f(c) — f(z)| < €, isto é, f é continua
em z. Com isso, x € Dy. Isto mostra a inclusao Dy C U,enD,,. Reciprocamente, se v € Dy,

temos que f é continua em z. Deste modo, dado € > 0, existe n > 0 tal que
para todo y € (x —n,z 4+ n) N a,b], tem-se |f(y) — f(z)| < /2.

Consequentemente, para quaisquer y,z € (z — d,x 4+ 0) N[a, b], com 0 < § < 7, encontramos

as seguintes desigualdades:

1f() = FEI<f) = F@)]+1f(2) = f(@)] <e/2+e/2<e.
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Por isso,
we(f) = lim w(f;(x — 6,2+ 9)NJa,b]) =0.

§—0t
Assim, w,(f) < 1/m, para todo m € N, ou seja, & UenD,,. Isto finaliza a verificagao que

Dy = UpenD,,. Vamos, agora, mostrar que
m(Dy,) =0,V m € N.

Seja ¢ > 0. Como [ é integravel, usando o Teorema 9.4, temos que existe uma particao
P:a=ty<..<t,=0bde][a,b] tal que

n
sz(tz — ti—l) < 5/m.
=1

Denote por I’ os intervalos de P tais que intl’ N D,, # (), para algum m € N. Com isso,
w(f; ') > we(f) > 1/m, onde x € int!’ N D,,. Portanto

1/m Y |1 <Y w(f; 1] < Zw,-@i —ti1) < e/m.

Logo, > |I'| < e. Como D,, C (UI')U X, onde X é o conjunto dos extremos dos intervalos
[ti—1,t;], inferimos que m(D,,) = 0, ja que m(X) = 0 (ver Exemplo 10.13). Usando o
Exemplo 10.15, chegamos a m(Dy) = 0. O

Exemplo 10.16. Seja f : [0,2] — R uma funcao definida por

3, sex e (0,1)U(1,2);
0, sex=0
xTr) =
/(@) 1, sex=1;
2, sex =2.

Logo, pelo Exemplo 10.13, m(Dy) = m({0,1,2}) = 0. Através do Teorema 10.4, concluimos

que f é integravel.
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10.4.2 Exponencial e Logaritmo em Qualquer Base

Nesta ultima secao, através dos conceitos de logaritmo e exponencial expostos anterior-
mente, pretendemos apresentar e provar, de maneira clara, as propriedades das funcoes

logaritmica e exponencial em uma base qualquer.

Definigao 10.10 (Exponencial na Base a). Sejam a > 0, com a # 1, e x € R. Definimos a”

como sendo o numero real cujo logaritmo Neperiano é igual a xIna. Em outras palavras,
a® = exlna7v r e R.

A funcao que estabelece a transformacao = — a® é chamada funcao exponencial na base a.

Obs 10.9. Note que

0 _ eOlna 0 1 _ 1lna Ina

a —e =lea =¢ =e" =aq.

A seguir, exibiremos uma lista de resultados nos quais as propriedades da exponencial

em qualquer base estao descritas uma a uma.

Teorema 10.5. A funcao exponencial na base a € crescente, para a > 1 e é decrescente,

para 0 < a < 1.

Demonstragao. Com efeito, considere que a > 1, entdo, Ina > 0 (In é crescente). Assim,

dados z,y € R tais que x > y, devemos provar que a* > a¥.

Suponha, por absurdo, que a® < a¥. Pela Definicao 10.10, podemos afirmar que e*™¢ <
evme. Como e é uma funcio crescente (ver Teorema 10.2), concluimos que zlna < ylna.
Assim, x < y (pois, Ina > 0), o que é uma contradi¢ao. Logo, a funcao exponencial na base

a ¢é crescente para a > 1.

Agora assuma que 0 < a < 1. Deste modo Ina < 0 (ver Teorema 10.1). Assim,
Ina=—A, com A > 0. Sejam z,y € R tais que z > y. Se a® > a¥, entdo, e** > e¢¥"@  Por
conseguinte, e=4% > e~ ou seja, 1 / e > 1 / e, ou equivalentemente, e?¥ > e4*. Usando
o Teorema 10.2, chegamos a Ay > Azx. Como A > 0, dai, y > x, o que é um absurdo. Por

fim, a” < a¥. Isto no diz que a” é decrescente se 0 < a < 1. O]

Corolario 10.6. A funcao exponencial na base a > 0, com a # 1, € bijetiva.
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Demonstracao. A injetividade segue diretamente do fato que esta funcao é mondétona cres-
cente ou decrescente. Vamos, agora, verificar a sobrejetividade. Dessa forma, dado y > 0,

tome x = Iny/Ina, com a # 1. Assim, a* = ame. Pela Definicao 10.10, temos

Iny Iny
a® = qine = emlna = elny =.

Logo, para todo y > 0, existe x € R tal que a® = y. Provando assim, a sobrejetividade da

funcao exponencial na base a. ]

zlna

Pela definicao da funcao exponencial na base a temos que a* = e*"*. Assim, a fungao a”

¢ uma composicao da funcao exponencial com a fungao polinomial de primeiro grau, ambas

continuas. Logo, a funcao exponencial na base a também é continua.

Teorema 10.7. A fungdo exponencial na base a é derivavel e sua derivada € dada por a®Ina,

para todo r € R.

Demonstracao. Utilizando a Regra da Cadeia, encontramos
[a”] = e*™%(Ina) = a®Ina,V = € R.
Assim, a funcao a® é derivavel e sua derivada é dada por
[a”)] =a"Ina, ¥V z € R.

]

Obs 10.10. Diante desse resultado, vamos achar uma igualdade que descreva a n-ésima

derivada da fungao a®. Considere entao, a derivada de segunda ordem
(a®)" = (a"Ina)’ = Ina(a”) = a*(Ina)?.
Para a derivada de terceira ordem temos
(a®)" = (a*(Ina)®)’ = (Ina)*(a*) = a*(Ina)’.
E possivel, indutivamente, notar que a derivada n-ésima da funcao a® obedece a igualdade

(a®)™ = a®*(Ina)",V = € R.
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Assim, a funcao exponencial na base a tem derivadas de todas as ordens.

Teorema 10.8. Sejam z ey € R e a >0, com a # 1. Entao, a**¥ = a®aV.

Demonstrag¢ao. A Definigao 10.10 e o Teorema 10.2, nos garantem que

a:c+y _ e(ery)lna zlnatylna) _ xlnaeylna _ T

= ol e a®a?.

Assim, a*™Y = a%aY. O

Teorema 10.9. Sejam z ey € R ea >0, com a # 1. Entao, a* ¥ = —.

Demonstracao. Utilizando, novamente, a Definicao 10.10 e o Teorema 10.2, concluimos

exlna a®
a* Y = e(rfy)lna _ e(mlnafylna) _ _

eylna ay

xT

a
Com isso, a® ¥ = —. ]
ay
_ 1 :
Obs 10.11. Observe que a™* = —, pois
a
ao_‘r — a_o — i7
a* a*

com a > 0.

Teorema 10.10. Sejam x ey € R e a > 0, com a # 1, entao [a®]Y = a™.

Demonstracao. Temos por Definicao que

oY — (xy)Ina _ y(rlna) _ ylna® _ [a®]".

Teorema 10.11. Sejam x € R e a,b > 0, com a,b # 1, entao [ab]* = a*b*.

Demonstracao. Usando a Definicao 10.10 e os Teoremas 10.1 e 10.2, obtemos

i = tmaxnb _ xlna+znb _ x(lne+1Inb) _ xln(ad) _ [ab]®.
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Teorema 10.12. Sejam xz € R e a,b > 0, com a,b # 1, entdo (%) = —.

Demonstracao. Novamente através da Definicao 10.10 e dos Teoremas 10.1 e 10.2, chegamos

a
a

() oy
a _tlna—znb _ a(lna—Ind) _ M \j :<a> .

b_w_earlnb_ b

z ol Ina

]

Provaremos alguns limites envolvendo a funcao exponencial na base a para saber como

se caracteriza o grafico dessa fungao.

Teorema 10.13. Os sequintes itens sao verdadeiros:

i) lim a®=+oc0e lim a" =0, para a > 1;
T—+00 T——00

ii) lim a*=0¢ lim a" =400, para 0 <a < 1.
T—+00 T——00

Demonstragao. i) Note que, se a > 1, entdao lna > 0. Dai, quando z — +o00, temos que

y — +00, se y = xlna. Consequentemente,

lim ¢® = lim ™% = lim e¥ = +o0.
r—>+00 r—+00 Y—r+00

Analogamente, se ©+ — —o0, temos que y — —oo, quando y = xIna. Assim,

lim ¢® = lim e*™% = lim e = 0.
T——00 T——00 y——00

ii) Agora, se 0 < a < 1, entdao Ina < 0. Portanto, quando x — +00, temos que y — —o0, se

y =xlna. Assim,

lim ¢® = lim ™% = lim e’ =0
)
r—+00 r—+00 Y—r—00

Por outro lado, quando x — —o0, temos que y — +00, se y = xIna. Por conseguinte,

lim ¢ = lim €M%= lim e¥ = +o0.
T——00 T——00 y—r+o0
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Com esses limites podemos tragar o grafico da fungao exponencial na base a.

Vimos que a fungao exponencial na base a é bijetiva. Isto nos permite definir uma funcao
inversa a fungao exponencial. A essa funcao inversa denominamos funcao logaritmica na

base a. Ela serd o objeto de estudo a partir deste momento.

Definicao 10.11 (Logaritmo na Base a). Seja 1 # a > 0. A fun¢ao log, : R™ — R, que
associa um numeoro positivo x a um valor real denotado por log, x, é chamada logaritmo de

x na base a e é definida pela sequinte equivaléncia:
log, 2 =y < x=ad".
Obs 10.12. Note que log, 1 =0 e log,a =1, pois a® = 1 e a' = a.

Abaixo, enunciaremos alguns resultados que listarao algumas propriedades da fungao

logaritmo em uma base qualquer.

Teorema 10.14. Seja 1 # a > 0. Entdo, log,a® = x e a'°%«* = 2, para quaisquer v € R e
z > 0.

Demonstracao. De fato, sabemos da Definicao 10.11 que
log,a" =y & a” = a”.
Pela injetividade da fungao exponencial na base a, concluimos que

a*=a’ s y=um.
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Logo, log, a® = x. Além disso, segue diretamente da Definicio 10.11 que z = @8> ]

E facil ver que a fungao In é uma funcao logaritmica com base a = e. Mas, qual a relacao

existente entre Inz e log, x7

Inx
Teorema 10.15. Seja 1 # a > 0. Entao, vale a sequnite relagao: log, x = a
na
Demonstracao. Para todo z > 0, temos que
JAne _ . log,x
Por outro lado, pela Definicao 10.10,
Jog,r _ Jog,z-Ina
Assim, podemos afirmar que
JAnz _ Jog,x-Ina
. e , Inx i
Como a funcao e é injetiva, tem-se Inx = log, x - Ina. Dai, log, x = na Logo, esta ¢ a
na
relacao entre um logaritmo em qualquer base e o logaritmo Neperiano. O

Teorema 10.16. Seja 1 # a > 0. A funcgao log, € crescente, para a > 1 e é decrescente,

para 0 < a < 1.

Demonstracao. Primeiramente considere que a > 1. Dados x,y € R tais que x > y, devemos

mostrar que log, z > log, y. Pela Definicao 10.11, podemos concluir que

b _

log, =0, & a z e log,y=by < a” =y.

Assim, para x > y, obtemos a” > a2. Como a funcao exponencial na base a é crescente,
para a > 1 (ver Teorema 10.5), podemos afirmar que b; > by. Logo, log, = > log,y. Dai, a

funcao logaritmo na base a é crescente, para a > 1.

Agora assuma que 0 < a < 1. Sejam z,y € R tais que x > y, devemos provar que

log, © < log, y. Novamente, pela Defini¢ao 10.11, inferimos

10gam:b1(:)abl =zxe logay:bg(:)ab2 =y.
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Assim, com & > y, chegamos a a” > a”2. Como a funcao exponencial na base a é decrescente,
para 0 < a < 1 (ver Teorema 10.5), podemos afirmar que b; < by. Deste modo, log, x <

log, y. Portanto, a funcao logaritmo na base a é decrescente, para 0 < a < 1. [

Obs 10.13. Como a fungao log, foi definida como a inversa da func¢ao a® chegamos a
conclusao que a fungao logaritmica na base a é bijetiva. Assim, para 1 #a > 0e x,y € R,
temos que

r =y & log, x =log, y.
Além disso, para qualquer b € R, existe um tnico x > 0 tal que log, © = b.
A relagao log, r = Inz/Ina nos garante que a fungao logaritmica na base a é continua,
pois In o é (ver Teorema 6.6).

Teorema 10.17. Seja 1 # a > 0. A fungdo logaritmica na base a € derivavel e sua derivada,

em cada x > 0, é dada por log, r = .
r-lna

Demonstracao. Para provar que a fungao log, é derivavel vamos utilizar a relacao existente

entre o logaritmo na base a e o logaritmo Neperiano. Assim sendo,

1 1
loglz=—In'z = .
Ina x-lna
- o : , / 1
Logo, a funcao log, é derivavel e sua derivada em x > 0 é dada por log, z = na [
x-lna
~ P _ , 1
Agora, sabendo que a funcao log, é derivavel com sua derivada dada por log), x = o
x-lna

Vamos calcular a n-ésima derivada da fungao log,. Por indugao finita, temos que

1 (n) 1 o (n=1)
10gén)$: ﬂ = —IH(H)I: ( ) (n ) ,\V/TLGN.
Ina z"-Ina

Assim a funcao logaritmica na base a é de classe C*°, ou seja, infinitamente derivéavel.

Exibiremos, agora, algumas operagoes elementares da fungao log,. Entre elas estao a

transformacao do produto em soma, e da divisao em subtracao.

Teorema 10.18. Seja 1 # a > 0. Considere também os numeros reais positivos x ey, entao

log, (zy) = log, © + log, y.
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Demonstracao. Considerando a relacao existente entre log, e In, podemos afirmar que

In(zy)
Ina

log, (zy) =
As propriedades da fun¢ao In, nos garantem que In(zy) = lnx + Iny. Dai,

In(zy) _ Inz+Iny Inz N Iny

log, (zy) = = log, x +log, y.

Ina Ina "~ lna  Ina
Logo, log,(zy) = log, = + log, y. ]

Teorema 10.19. Seja 1 # a > 0. Considere também os nimeros reais positivos x ey, entao

loga (‘r/y) = loga T — loga Y.

Demonstracao. Considerando a relagao existente entre log, e In, podemos afirmar que

In(z/y)

Ina

log,(z/y) =

Sabemos que In(z/y) = Inx — Iny. Dai,

In(z/y) Inz—Iny Inz Iny

I = — — _
08.(/y) Ina Ina Ina Ina

= log, z — log, y.
Com isso, log,(x/y) = log, z — log, v. O

Teorema 10.20. Seja 1 # a > 0. Considere também o numero real positivo x, entdo

log, 29 = qlog, x, para todo q € Q.

Demonstracao. Para qualquer nimero racional ¢, inferimos

In(x? 1 1
log, (z9) = o) _ghe_ Ino_ qlog, z,
Ina Ina Ina
basta utilizar as propriedades da func¢ao In. ]

Teorema 10.21 (Teorema da Mudanga de Base). Sejam a, b e x >, com a,b# 1. Afirma-

mos que

1
log, x = 26T
log, a
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Demonstracao. E facil ver que

Inz
logbx: lnb :lnxlnbzlnleogax‘
log, a Ina Inblna Ina
Inb
Assim, log, z = (log, )/ (log, a). O

Obs 10.14. Podemos concluir, através do Teorema 10.21, que

ou seja, log, b = (log, a)fl, para a,b# 1 e a,b > 0.
Teorema 10.22 (Cologaritmo). Sejam a,z > 0, com a # 1, entdo
log,(1/x) = —log, x.

Ao wvalorlog,(1/x) damos o nome de cologaritmo e o denotamos colog,x.

Demonstracao. Observe que

In(1/z) Inz™' (-1)lhz Inx

1 1 = = = =(—1)— = (-1)1 )
0g,(1/7) Ina Ina Ina ( )lna (=1)log,

O

Vejamos, agora, alguns limites que nos auxiliarao na construcao do grafico da funcao

logaritmica na base a.

Teorema 10.23. Os seguintes itens sao verdadeiros:

i) lim log,z = 400 e limlog, x = —o0, para a > 1
T—+00 z—0

ii) lim log,z = —o0 e limlog, x = 400, para 0 < a < 1.
T—+00 z—0

Demonstracao. A relagao existente entre o logaritmo na base a e o logaritmo Neperiano, nos
permitem concluir que
Inx

. . nr . .
lim log,z = lim — e limlog,x = lim —.
T—+00 z—+oo Ina  z—0 z—0 Ina
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i) Dessa forma, se a > 1, obtemos Ina > 0. Consequentemente,

lim log,z = 400 e limlog, z = —o0.
T—+00 z—0

ii) Analogamente, se 0 < a < 1, obtemos Ina < 0. Por conseguinte,

lim log,r = —oo e limlog, z = +o0.
T—+00 z—0

Por fim, o gréafico da fungao log, é dado por

10.5 Conclusao

Caro leitor, ao final desta ultima aula, é importante ressaltar a aplicabilidade da inte-
gragao a Riemann. Como, por exemplo, vimos, através da definicao da funcao logaritmo,

que é possivel, de uma maneira mais elegante, provar afirmagoes estudadas no ensino basico.
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10.6 Resumo

Nesta aula, mostramos como trabalhar, utilizando integracao a Riemann, com o loga-
ritmo. Além disso, estendemos nossos conceitos de integrais, criando uma nova categoria de
integrabilidade, as integrais improprias. Por fim, através destas, mostramos como utilizar

um novo teste de convergéncia para séries de nimeros reais, o Teste da Integral.

10.7 Exercicios Propostos

Exercicios:

zlna

1. Defina a seguinte funcdo: f(x) = a® = e*™% onde a > 0. Encontre a derivada de f e

estude-a. Defina o logaritmo na base a e encontre sua derivada.

2. Uma fungao f : I — R é dita convexa se f(x) < f(b)+ %ﬁ(a)

e a,b € I. Uma fungao g : I — R diz-se concava se —g é uma funcao convexa. Encontre

(x—0b), parax € (a,b)

exemplos de funcoes convexas e concavas.

3. Sejam f: R — Reg:R" — R fungdes continuas, nao identicamente nulas, tais que
flx+y) = f(x)f(y) e g(uv) = g(u) + g(v) para quaisquer z,y € R e u,v € R+. Prove que
existem a € R e b € R tais que f(z) =e™ VreReg(x) =blnx, V2 e R".

n

nx x
4. Prove que lim — = 0. Conclua que limzlnx =0e lim — =0,V n € N.
T—00 T x—0 r—o00 T

o)

1 [e's}
1 1 T
5. Verifique a convergéncia ou divergéncia das integrais —, _ ——
a g & & /-1\/5/0 A+2)vz /_m1—ex
1
-3 $2 ’

oo
6. Mostre que se r > 1 a série Z 1/n(lnn)" converge.

n=2
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10.8 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. Prove que, lim (1 + E) =e", VrelkR
n

n—oo

Demonstracao. Faca

Yn =2x/n,¥ n €N,

Assim, se n — oo, tem-se y,, — 0, para cada x € R. Portanto,

n—o0

n—00 n n—oo

para cada x € R. O

1

1
Ex2. Verifique a convergencia ou divergéncia da integral / T oosa
o 1—cosz

Demonstragao. Pelo Teorema 7.13, existe a € (0, x) tal que
cosz — cos0 = sena(x — 0),V z € [0, 1].
Consequentemente,
1 —cosx = |cosx — 1] = |sena||z| < |z| = x,V = € [0, 1].

Com isso,
1

1
— > - VYze(0,1]
1—cosz — =z o ( ]

Dessa forma, dado € > 0, temos que

L | t1
—_— > —=—lne,
. l—cosz . T

ver Defini¢ao 10.1. Por fim, com um abuso de notacao,

b oo
/ —— = lim ——— > lim (—Ine) = oo,
o l—cosz es0t ), 1—cosx = es0t

1
1
pois lim Ine = —oo. Por fim, / — ¢ divergente. O]
o 1—cosx

e—0t
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Auto-Avaliacao

Sou capaz de aplicar corretamente o Teste da Integral e as propriedades das funcoes

logaritmo e exponencial?

Proxima Aula

Caro leitor, espero que vocé tenha encontrado estimulo e divertimento no nosso material.
Além disso, recomendo aos alunos mais curiosos sobre o prosseguimento deste texto, o estudo
do curso Céalculo Avancado. Neste, sao vistas generalizagoes de varios contetidos abordados

aqui.
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