AULA

Congruéncia

META
Introduzir e explorar o conceito de congruéncia de segmentos e de

triangulos.

OBJETIVOS
Identificar segmentos e angulos congruentes.
Identificar os casos de congruéncia de tridangulos.

Usar os casos de congruéncia de triangulos para resolver problemas.

PRE-REQUISITOS
O aluno deve ter compreendido os axiomas de medi¢ao de segmen-

tos e de angulo.
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3.1 Introducao

A idéia intuitiva de congruéncia é que duas figuras sao congruentes
se elas podem ser movidas sem alterar o tamanho e a forma, de
tal maneira que coincidam. Assim, dois tridngulos equilateros de
mesmo tamanho sao congruentes, dois circulos de mesmo raio tam-
bém sao congruentes, e assim por diante. Da mesma forma, dois
segmentos de mesmo comprimento sao congruentes.

Nesta aula daremos a defini¢cao formal de congruéncia, comecando

com segmentos e depois triangulos.

3.2 Congruéncia de Segmentos

Definicao 3.1. Sejam AB e CD segmentos. Se AB = C'D, entdo

os segmentos sao chamados congruentes, e escrevemos AB = CD.

Uma relagao ~, definida em um conjunto A, é chamada uma re-

lacao de equivaléncia se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. a ~a,Va € A (reflexiva).
2. a~ b= b~ a (simetria).
3.a~bebr~c= an~ c (trasitiva).
Teorema 3.1. Sao vdlidas as sequintes propriedades:
a) AB = AB (reflexiva).
b) AB=CD = CD = AB (simétrica).
¢) AB=CD e CD = EF entao AB = EF (transitiva).

Devido a este teorema, a relagao de congruéncia é uma relagao de

equivaléncia.
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3.3 Congruéncia de Triangulos

Exatamente como definimos congruéncia para segmentos em ter-
mos de comprimento, definimos congruéncia entre angulos em ter-
mos de medida. Isto ¢, se dois angulos ABC e DEF possuem a
mesma medida, entao diremos que os angulos sao congruentes, e

indicaremos por

ABC = DEF.

Da mesma forma que a relagao de congruéncia para segmentos é
uma relacao de equivalancia, a relacao de congruéncia para angulos

também é uma relagao de equivaléncia.

Note que se dois angulos suplementares sao congruentes, entao
cada um deles é um angulo reto. Além disso, temos também que
dois angulos opostos pelo vértice sao congruentes, ja que possuem

0 mesmo suplemento.

Definigao 3.2. Dois triangulos ABC e DEF sao congruentes se
existir uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices tal que

os lados e angulos correspondentes sejam congruentes.

Indicaremos por ABC = DEF para dizer que os dois tridngulos

sao congruentes e a correspondéncia é dada por

A < D,
B < E,
C «+ F.

Neste caso, teremos seis congruéncias induzidas sobre os lados e os

angulos.
AB = DE,
BC = FEF,
CA = FD,
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De fato, para que dois triangulos sejam congruentes é necessério
que as seis congruéncias acima sejam satisfeitas. Porém, se que-
remos verificar se dois tridngulos sao congruentes sera necessario
verificar somente algumas delas.

Isto é o que diz o proximo axioma, conhecido também como o

primeiro caso de congruéncia de tridngulos.

Axioma de Congruéncia 1 Sejam ABC e DEF dois tridngulos.
Se AB=DE,AC = DF ¢ A= D, entao ABC = DEF.

Figura 3.1:

Este axioma é também conhecido como o caso LAL (lado, angulo,

lado) de congruéncia de tridngulos.

Definicao 3.3. Um triangulo é dito isdsceles se possui dois lados
conguentes. Estes lados sao chamados de laterais e o terceiro de
base. Os angulos opostos as laterais sao chamados de dngulos da

base.

Proposigao 3.7. Os dngulos da base de um tridngulo isdsceles sao

congruentes.
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Figura 3.2: ABC é um tridngulo is6sceles com base AB = AC.

Demonstragao Considere a correspondéncia entre os vértices de

um tridngulo isosceles ABC' :

A & A
B < C
D <« B

Por hipétese, segue que AB = AC, AC = AB e A = A. Pelo
Axioma de Congruéncia 1, segue que ABC' = ACB. Isto implica
que B=C. ]

Observe que a prova anterior mostra que o triangulo ABC é con-
gruente ao triangulo AC'B. Caso vocé tenha dificuldades em acom-
panhar a prova, vocé pode desenhar duas copias do triangulo e
repetir a prova para estes dois tridngulos. A prova de Euclides
para este resultado aparece no inicio dos Elementos e é longa. A
prova acima é devida, essencialmente, ao grande gedmetra grego
Pappus de Alexandria (350 d.C.), embora ele nao tenha usado a

formulagao do Axioma de Congruéncia 1 que utilizamos aqui.

Corolario 3.1. Todo tridingulo equildtero possui os trés dngulos

congruentes.

Exercicio 3.1. Prove o Corolario 3.1.
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Teorema 3.2 (Caso ALA). Dados dois triangulos ABC e DEF
com AB=DE,A=D e B=FE, entio ABC = DEF.

Figura 3.3: ABC é um triangulo is6sceles com base AB = AC.

Demonstracao Sabemos que existe um ponto G na semi-reta
Sac tal que AG = DF'. (ver figura 3.3) Por construcao, temos que
os triangulos ABG ¢ DEF satisfazem AG = DF, AB = DFE ¢ A =
D. Pelo Axioma de Congruéncia 1, obtemos que ABG = DEF.
Pela definicao de congruéncia de triangulos, segue que ABG =
F = ABC. Logo, as semi-retas Spg e Spc coincidem. Isto implica
que G coincide com o ponto C. Entao ABC = ABG = DEF. [

Observe que o ponto G na figura acima poderia ser tal que AxC'xG
e mesmo assim obteriamos o mesmo resultado.

Este teorema é também conhecido como o 2° Caso de Congruéncia
de Triangulos ou o caso ALA (angulo, lado, a&ngulo) de congruéncia

de triangulos.

Corolario 3.2. Se dois dngulos de um tridngulo sao congruentes,

entao o tridngulo € isosceles.

Este corolario é a reciproca da Proposicao 3.7. Tente demonstréa-
lo de forma anéloga, porém seré necessario usar o caso ALA de
congruéncia de triangulos. De fato, os lados congruentes serao

opostos aos angulos congruentes.

Corolario 3.3. Todo tridngulo que possui todos os dngulos con-

gruentes € equildtero.
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Definigao 3.4. Seja ABC' um triangulo e D um ponto da reta

que contém B e C.

i) O segmento AD ¢é a mediana do triangulo ABC' relativa-

mente ao lado BC, se D for o ponto médio de BC.

Figura 3.4: Mediana

ii) O segmento AD ¢é a bissetriz do dngulo A se a semi-reta S AD

divide o angulo CAB em dois angulos congruentes.

%

Figura 3.5: Bissetriz

iii) O segmento AD é a altura do triAngulo ABC' relativamente

ao lado BC, se AD é perpendicular a reta que contém B e

C.

Proposicao 3.8. Em um tridngulo isosceles a mediana relativa-

mente a base € também a bissetriz e altura.
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Figura 3.6: Altura

Demonstragao Seja ABC um triangulo com AB = AC. Seja
AD a mediana relativamente & base BC. Considere os tridngulos
ABD e ACD. Como D é o ponto médio de BC', entao BD = CD.
Além disso, ABC é um triangulo is6sceles, o que implica que
AB = AC e B = C. Logo, os triangulos ABD e ACD sao tais
que AB = AC,BD = CD e ABD = ACD. Pelo caso LAL de
congruéncia de tridngulos, segue que ABD = ACD. Em particu-
lar, BAD = CAD, o que implica que AD & a bissetriz do angulo
BAC. Além disso, temos ADB = ADC, e como estes angulos sdo

suplementares, segue que ADB = ADC = 90°. O
A
B > c
Figura 3.7:

Teorema 3.3 (Caso LLL). Se dois tridngulos tém trés lados cor-
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respondentes congruentes entao os tridngulos sao congruentes.

el e 1]

Figura 3.8: Altura

Demonstragao Sejam ABC e DEF triangulos tais que AB =
DE,BC = EF e AC = DF. A idéia da prova é construir um
triangulo AGC', com o ponto G no lado oposto da reta que contém
DB, tal que AGC = DEF. Entao mostraremos que ABC = AGC.

e Passo 1: Pelo Axioma de Medicdo de Angulo 2, existe uma

semi-reta S4g no semi-plano oposto ao que contém C, tal
que BAQ =D.

e Passo 2: Na semi-reta S4g tome um ponto G tal que AG =
DF.

e Passo 3: Pelo 1° caso de congruéncia de triangulos, segue
que AGB = DEF.

e Passo 4: O segmento C'G intercepta AB no ponto H, pois

estao em lados opostos.

e Passo 5: Note que AG = DF = AC. Assim, o triangulo
ACG é isosceles e entdao AGC = ACG.
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e Passo 6: Da mesma forma, concluimos que o triangulo BCG
é isosceles com BCG = BGC.

e Passo 7: Porém,

AGB = AGC+CGB
= ACG+GCB
= ACB.
Portanto, podemos aplicar o Axioma de Congruéncia 1 para con-

cluir que ACB = AGB. Mas como AGB = DFEFE, segue que
ABC = DFEF. O

Este teorema é conhecido como o 3° Caso de Congruéncia de Trian-

gulo, ou caso LLL (lado, lado, lado) de congruéncia de triangulos.
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RESUMO

Caro aluno, definimos congruéncia de segmentos, de angulos e de
triangulos. Introduzimos o Axioma de Congruéncia, conhecido
também como o 1° caso de congruéncia de tridngulo, que nos per-

mitiu obter todos os outros casos de congruéncia de triangulos.

PROXIMA AULA

Na proxma aula continuaremos nosso estudo axiomatico da geome-
tria, com o estudo de propriedades geométricas de retas e triangu-

los sem o postulado das paralelas.

ATIVIDADES

1. Em um tridngulo ABC a altura do vértice A é perpendicu-
lar ao lado BC' e o divide em dois segmentos congruentes.
Mostre que AB = AC.

2. Mostre que os pontos médios de um tridngulo isoésceles for-

mam um triangulo também isésceles.

3. Sejam dois triangulos ABC' e ABD tais que AC' = AD. Se
AB é a bissetriz do angulo C’AD, entao AB é perpendicular
a CD.

4. Considere um circulo de raio R centrado em um ponto O.
Sejam A e B pontos do circulo. Mostre que o raio que passa
pelo ponto médio do segmento AB é perpendicular a este seg-
mento. Inversamente, mostre que, se o raio é perpendicular

ao segmento entao o cortaria no seu ponto médio.

5. Dois circulos de centro A e B e mesmo raio se interceptam
em dois pontos C' e D. Se M é ponto de interseccao de AB
e CD, mostre que M é ponto médio de AB e CD.

L)
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. Considere um angulo AOB onde AO = BO. Trace dois cir-

culos de mesmo raio centrados em A e em B. Suponha que
seus raios sejam grande suficientes para que eles se inter-
ceptem em dois pontos. Mostre que a reta ligando estes dois

pontos passa pelo vértice do angulo e é sua bissetriz.

. Seja ABC'D um quadrilatero e £ um ponto entre A e B.

Suponha que AD = DE, A = DEC e ADE = BDC.
Mostre que os triangulos ADB e EDC sao congruentes.

. Determine o conjunto de pontos que satisfazem a propriedade

de serem equidistante dos extremos de um segmento.
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