AULA

O Circulo

META:

Estudar propriedades basicas do circulo.

OBJETIVOS:
Estudar retas tangentes a um circulo.
Estudar angulo inscritos no circulo.

Identificar poligonos inscritiveis e circunscritiveis num circulo.

PRE-REQUISITOS
O aluno deve ter compreendido todas as aulas anteriores, princi-

palmente os casos de congruéncia de triangulos.
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6.1 Introducao

O terceiro postulado de Euclides diz que é possivel tracar um cir-
culo com qualquer centro e com qualquer raio. Com 0s nossos
axiomas, este postulado é simplesmente uma consequéncia.

Até o momento nos estudamos apenas triangulo e quadrilateros,
figuras planas definidas por pontos e retas. Nesta aula comecare-
mos nosso estudo do circulo, que é uma figura plana definida
através da nocgao de distancia entre dois pontos. Veremos quais as
consequéncias de um angulo inscrito em um poligono, e também

quando um poligono possui um circulo inscrito e outro circunscrito.

6.2 O Circulo

Seja P um ponto e r um niimero positivo.

Definicao 6.1. O circulo com centro P e raio r é o conjunto dos

pontos Q tais que PQ = r.

Figura 6.1:

Dois ou mais circulos com o mesmo centro sao ditos concéntricos.
Se @ é qualquer ponto do ciruclo, entao o segmento PQ é um raio
do circulo, e ) é a extremidade do raio. Se () e R sao pontos do

circulo, entao QR é uma corda do circulo. Uma corda que contém
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o centro é denominada um didmetro do circulo. Evidentemente,
o comprimento de todo diametro é o ntmero 2r. Este ntimero é
denominado o diametro do circulo.

Observagao Note que a palavra raio é usada com dois sentidos.
Ela pode significar um ntimero r ou um segmento P(). Porém,
no contexto sempre sera fécil identificar o significado. Quando
falamos “o raio”, falamos do niimero r, e quando falamos de “um
raio”, falamos de um segmento. Da mesma forma, para a palavra

diametro.

Definigao 6.2. Uma reta é tangente a um circulo se possui um
Gnico ponto em comum. O ponto em comum é denominado de
ponto de tangéncia. Se uma reta intersecta um circulo em dois

pontos, ela é denominada reta secante.

Teorema 6.1. Se uma reta € perpendicular a um raio de um cir-

culo em sua extremidade, entao a reta € tangente ao circulo.

Figura 6.2:

Demonstragao Sejam C um circulo com centro em P, PQ) um

raio e r uma perpendicular a PQ) em Q.
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Se R é qualquer outro ponto de r, entdo PR > PQ, j4 que o menor
segmento unindo um ponto a uma reta é o segmento perpendicular.
Portanto, R esta no exterior de C.

Logo, r intersecta C' somente no ponto (), o que implica que r é

tangente a C. O

Teorema 6.2. Toda tangente r a um circulo C' € perpendicular ao

rato com extremidade no ponto de tangéncia Q).

Figura 6.3:

Demonstracao Suponha que PQ nao seja perpendicular a 7.
Entao, seja R um ponto de r tal que PR é perpendicular a r.
Sabemos que existe um ponto S na reta r tal que QQ * R % S e
RQ = RS. Pelo Teorema de Pitagoras, temos

PR +RQ° =PQ

PR’ +RS" = P5,
o que implica que
PQ = PS.

Logo, S pertence ao circulo, e isto implica que r nao é tangente ao

circulo. O
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Proposicao 6.19. Um raio € perpendicular a uma corda (que nao
¢ um didmetro) se e somente se a divide em dois segmentos con-

gruentes.

Figura 6.4:

Demonstragao Suponha inicialmente que um raio PR seja per-
pendicular a uma corda AB que nao é um didmetro.

Seja M o ponto de interse¢cao de PR com AB. Como PA = PB,
segue que AP B é um triangulo isésceles com base AB. Entao PM
é a altura de APB com respeito a AB. Pela Proposicao 3.8, temos
que a altura coincide com a mediana.

Logo, AM = MB.

Para a reciproca, a demonstragao é analoga ao caso anterior, ja que

em um triangulo isésceles a altura coincide com a mediana. ]

Exercicio 6.1. Mostre que em um circulo duas cordas sao congru-
entes se e somente se elas estdao & uma mesma distancia do centro

do circulo.

A demonstracao deste exercicio é simples, basta usar congruéncia

de triangulo retangulos.
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6.3 Angulos Inscritos em um Circulo

Sejam A e B pontos de um circulo de centro P. Considere a reta r
que passa por A e B. Cada semi-plano determinado por r contém

uma parte do circulo chamada arco.

Definigao 6.3. O arco contido no semi-plano contendo o centro é

chamado de arco maior e o outro arco é denominado menor.

arco menor

arco mar

Figura 6.5:

Se APB é raso, cada arco é um semi-circulo.
Definicao 6.4. O angulo APB ¢ denominado de dangulo central.
A medida em graus do arco menor é a medida do dngulo central

APB. A medida em graus do arco maior é 360° — APB.

Exercicio 6.2. Em um mesmo circulo, cordas congruentes deter-

minam angulos centrais congruentes.

Para a demonstracao deste exercicio use o caso LLL de congruéncia

de triangulos.

Definicao 6.5. Um angulo estd inscrito em um circulo se seu
vértice A pertence ao circulo e os lados intersectem o circulo em

pontos, B e C, distintos do vértice. O arco determinado por B e C
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que nao contém o vértice A é denominado de arco correspondente 6

ao angulo inscrito dado.

Figura 6.6:

Dizemos também que o angulo subtende o arco.

Proposicao 6.20. Todo dngulo inscrito em um circulo tem a

metade da medida do arco correspondente.

Demonstracdo Seja BAC um angulo inscrito em um circulo de
centro P.

Temos trés casos a considerar.

e Caso 1: Suponha que um dos lados do angulo BAC contém

um diametro.

Note que PAB ¢é isosceles com base AB. Assim, BAP =
PBA. Além disso,

ABP + BPA + PAB = 180°

BPC + BPA = 180°.

Logo, CAB = PAB = LPPC.
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Figura 6.7:

e Caso 2: Suponha que B e (' estao em lados opostos do

diametro com extremidade A.

Seja D a outra extremidade do diametro contendo A. Assim,
BAC = BAD + DAC.
Pelo caso 1, temos que
BAD = %BPD e DAC = %DPC.

Portanto, BAC = 1BPD + 1DPC = 1BPC.

Figura 6.8:
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e Caso 3: Suponha que B e C' estao no mesmo lado do didmetro 6

contendo A.

Basta ver que, pelo caso 1 novamente, obtemos

BAC = BAD — CAD = %BPD - %CPD = %BAC.

Figura 6.9:

Corolario 6.1. Todos os dngulos inscritos no mesmo arco sao
congruentes.

Corolario 6.2. Um dngulo inscrito em um semi-circulo € reto.
A prova destes corolarios sao imediatas e deixada ao aluno.

Proposigao 6.21. Sejam AB e C'D cordas distintas de um circulo
que se intersectam em um ponto P. Entao AP - PB =CP - PD.

Demonstracio Pelo Corolario 6.1 temos DAB = DCB e ADC =
ABC. Como APD e BPC sao opostos pelo vértices, entao sao con-
gruentes.

Logo, pelo caso AAA de semelhanca de tridangulos, segue que APD ~
CPB.
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Figura 6.10:

Figura 6.11:
Portanto, L
AP PD
CP PB’
que é equivalente a AP - PB =CP - PD. O

Proposicao 6.22. Se os dois lados de um dngulo com vértice P

sao tangentes a um circulo de centro O nos pontos A e B, entdo
a) APB = 180° menos o arco menor determinado por A e B.
b) PA= PB.

Demonstragao Pelo Teorema 6.2, segue que OAP = OBP =

90°. Como o arco menor determinado por A e B mede AOB,
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Figura 6.12:

segue que
P+ PAO + AOB + OBP = 360°,

implica que
P =180° — AOB,

provando a parte (a).

Para provar a parte (b), inicalmente observe que os triangulos
PAO e PBO sao retangulo em A e B, respectivamente. Como
AO = BO, por serem raios de um mesmo circulo, e PO é comum
a ambos os tridngulos, segue PAO = PBQO, pelo caso de congruén-

cia de tridngulos retangulos. Em particular, PA = PB. O

6.4 Poligonos Inscritos em um Circulo

Incialmente vejamos a seguinte defini¢ao

Definicao 6.6. A mediatrizde um segmento é a reta perpendicular

ao segmento que passa por seu ponto médio.

Lema 6.1. Os pontos da mediatriz de um segmento sao equidis-

tantes das extremidades do segmento.

Demonstragao Sejam AB um segmento, M seu ponto médio e

r sua mediatriz.
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Tome um ponto P qualquer de r diferente de M. Obeserve que
temos dois triangulos AM P e BM P com AM = MB, jaque M éo
ponto médio de AB, AMP = BMP = 90° (pois r é perpendicular
a AB) e com um lado M P em comum.

Logo, pelo caso LAL de congruéncia de tridngulos, temos que
AMP = BMP, em particular AP = BP, que é o que queriamos

demonstrar. O

Definicao 6.7. Um poligono esté inscrito num circulo se todos os

seus vértices pertencem ao circulo.

As

Figura 6.13:

Proposigao 6.23. Todo tridngulo estd inscrito em algum circulo.

Demonstragao Considere um tridngulo ABC. Seja m a reta
perpendicular a AB e passando por seu ponto médio M. Seja n
a reta perpendicular a BC e passando por seu ponto médio N.
Seja P o ponto de intersecao de m com n. Pelo Lema 6.1, segue
que todo ponto de m é equidistante de A e B e todo ponto de n é
equidistante de B e C.

Logo, P ¢é o centro do circulo que contém A, B e C. O
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Figura 6.14:

Corolario 6.3. As mediatrizes dos lados de um tridngulo encontram-

S€E em um mesmo ponto.

A demonstracao deste corolario é uma aplicacao direta da Proposicao
6.23 e deixada para o aluno. O préximo corolario é basicamente a

Proposicao 6.23.

Corolario 6.4. Trés pontos nao colineares determinam um cir-

culo.

Mostramos que qualquer triangulo estd inscrito em um circulo.
Entao, podemos perguntar se qualquer poligono pode ser inscrito
em algum circulo. Em geral esta pergunta tem uma resposta neg-
ativa, visto que a condicao de que um poligono esteja inscrito em
um circulo acarreta fortes restricoes sobre sua medida.

Para um quadrilatero temos a seguinte proposicao.

Proposicao 6.24. Um quadrildtero pode ser inscrito em um cir-
culo se e somente se possui um par de dngulos opostos suple-

mentares.
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Demonstragao Suponhamos que o quadrilitero ABCD esteja
inscrito em um circulo de centro P. Note que os angulos DAB e
DC B subtendem os dois arcos determinados por B e D. Assim,

pela Proposicao 6.20, temos
. 1 - A 1 _ -
DAB = §DPB e DCB= §DPB.
Aqui estamos indicando pela mesma notagao, DPB, dois angulos

cuja soma é 360°.
Logo, DAB + DC'B = 180°.

Figura 6.15:

Suponha agora que ABC'D é um quadrilatero com A+ C = 180°.
Vamos mostrar que ABCD esté inscrito em algum circulo.
Pelo Corolario 6.4 podemos tragar um circulo pelos pontos A, B e

C.

Temos trés casos possiveis.
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T

Figura 6.16:

Caso 1: D esta fora do circulo.

Seja E o ponto de intersecao de BD com o circulo. Pelo

Teorema do Angulo Externo, temos
AEB > ADB ¢ BEC > CDB.
Assim,
AEC = AEB + BEC > ADB + BDC = ADC.

Por outro lado,

ABC + ADC = 180°,
por hipotese, e

ABC + AEC = 180°,
pela primeira parte.
Logo, ADC = AEC, que é uma contradigao.

Caso 2: D pertence ao interior do circulo.

Nete caso, tome E o ponto de intersecao do circulo com a

semi-reta Spp. Da mesma forma que antes, mostramos que
ADC = AEC e ADC > AEC. Contradicao.
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Logo, s6 podemos ter que D pertence ao circulo. O

Definicao 6.8. Um circulo est4 inscrito em um poligono se todos

os lados sao tangentes ao circulo.
Neste caso, dizemos que o poligono circunscreve o circulo.

Proposicao 6.25. Todo triangulo possut um circulo inscrito.

Figura 6.17:

Demonstragao Seja ABC um triangulo e P o ponto de encontro
das bissetrizes de A e B.

Afirmacgao: P é equidistante dos lados do triangulo.

De fato, se E' e GG sao os pés das perpendiculares baixadas de P a

AB e a AC, respectivamente, entao
PAE = PAG e PEA=PGA=90°.

Logo, PAE = PAG, ja que PA é comum a ambos. Em particular,
PE = PG. Da mesma forma, mostramos que P é equidistante de
BC e AB. O

Corolario 6.5. As bissetrizes de um tridngulo encontram-se em

um ponto.

A demonstragao deste corolario é imediata da Proposigao 6.25.
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Definicao 6.9. Um poligono regular é um poligono com todos os 6

lados e angulos congruentes.

Proposicao 6.26. Todo poligono reqular estd inscrito em um cir-

culo.

Demonstragao Seja AjAsa...A, um poligono regular. Pelo
Corolério 6.4, podemos tracar um circulo contendo Ay, Ay e As.
Seja P o centro deste circulo.

Vamos mostrar que os vértices Ay, As, ..., A, pertencem a este
circulo.

Para isto, note que o triangulo PAsAs é isosceles, ja que PAs e
PAj3 sao raios de um mesmo circulo. Assim, PAyA; = PAgAQ.
Como o poligono é regular, todos os seus angulos sao congruentes.
Portanto, A1/A12A3 = A2A3A4. Além disso, temos

A1A2A3 = Alfigp + PAQAB

A2A3A4 = A2A3P + PA3A4,

implicando que AlflgP = PA3A4. Também temos que A1 Ay =
AsAy, j4 que sao lados de um poligono regular, e PAy, = PAs,
pelo fato que Ay e Ay pertencem a um circulo de raio P. Pelo caso
LAL de congruéncia de triangulos, temos que PA1As = PA4As.
Em particular obtemos PA4; = PA;, implicando que A4 pertence
ao circulo contendo A1, Ay e As.

Analogamente mostramos que cada um dos pontos As, ..., A, per-

tencem a este mesmo circulo. U
Corolario 6.6. Todo poligono regular possui um circulo inscrito.

Demonstragao Seja AjAs... A, um poligono regular. Pela
Proposigao 6.26, podemos tragar um circulo contendo Ay, Ay ..., A,.
Seja P o centro deste circulo.

Pelo caso LLL de congruéncia de triangulos, mostramos que todos

os triangulos A1 PAy, AoPAs, A3PAy, ... sao congruentes. Como
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consequéncia suas alturas relativamente as bases sao também con-
gruentes.

Portanto, o circulo de centro P e raio igual a esta altura esta
inscrito no poligono. (Por que este circulo é tangente aos lados do

triangulo?) O

6.5 Como calcular o comprimento de um cir-
culo?

Até aqui ja sabemos calcular a distancia entre dois pontos, bas-
tando para isso calcular o comprimento do segmento determinado
por estes pontos. A maneira como nos introduzimos o compri-
mento de um segmento foi através de um axioma. Entao podemos
perguntar:

Mas como calcular o comprimento de um cir-

culo? E necessario um outro axioma?
De fato, nao é necesséario introduzir um novo axioma para este
fim. Calcula-se o comprimento de um circulo através de uma idéia
intuitiva. Aproxima-se o circulo através de poligonos regulares in-
scritos, cujo perimetro sabemos calcular. A nossa intuicao nos diz
que se o numero de lados do poligono regular for suficientemente
grande, entao o perimetro do poligono sera muito préoximo do com-
primento do circulo.
De fato, se P é um poligono convexo inscrito em um circuloe A e B
sao vértices consecutivos de P, entao considerando P; o poligono
cujos os vértices sao os vértices de P mais um ponto C do circulo

entre os pontos A e B, teremos que que o perimetro de P; seré

maior que o perimetro de P, desde que AB < AC + CB. Assim,
adicionando-se a um poligono convexo novos vértices, aumentamos
o seu perimetro. Além disso, o perimetro de um poligono circun-
scrito ao circulo é maior que o perimetro de qualquer poligono
convexo inscrito.

Assim, temos a seguinte defini¢cao
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Definicao 6.10. O comprimento de um circulo é o menor dos
niimeros maior que o perimetro de qualquer poligono convexo nele

iscrito.

O comprimento do circulo de raio r é tradicionalmente represen-
tado na forma 27r.

O ntmero 7 é um velho conhecido dos matematicos. Os babilonios,
por volta de 2000 a 1600 a.C., considerou o comprimento do circulo
trés vezes o didmetro, isto é, eles aproximaram 7 como sendo igual
a 3. Os egipcios de 1800 a.C., de acordo com o papiro de Rhind,
tomaram a aproximagao m ~ (%)2 ~ 3,1604. O valor aproximado
de 7, correto até a 5 casa decimal é m = 3,141593.

Em 1789 Johann Lambert provou que 7 nao é um niimero racional,
e em 1882 F. Lindemann provou que 7 é um niimero trascendente,
ou seja, nao raiz de nenhum polinémio com coeficientes inteiros.
Isto implica, como veremos nas proximas aulas, que é impossivel
construir um quadrado com mesma area de um circul usando so-

mente régua e compasso.
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RESUMO

Nesta aula vimos algumas propriedades bésicas dos circulos. Estu-

damos algumas relacoes de angulos inscritos no circulo e obtemos
algumas consequéncias, como por exemplo, que um quadrilatero
estd inscrito em algum circulo se e somente se possui um par de
angulo opostos suplementares. Vimos também que todo triangulo

e todo poligono regular possui um circulo inscrito e circunscrito.

PROXIMA AULA

Na proxima aula, vamos usar o que estudamos de circulos e de

\ tridngulos para definir uma clase de fungdes bem conhecidas, as

fungoes trigonométricas.

] ATIVIDADES

1. Considere dois circulos de raios r1 e r9. Mostre que se eles
se intersectam em mais de um ponto entao ri + ro é maior

do que a distancia entre seus centros.

2. Diremos que dois circulos sao tangentes se sao tangentes a
uma mesma reta em um mesmo ponto. O ponto mencionado
¢ chamado de ponto de contato. Mostre que, quando dois
circulos sao tangentes, os dois centros e o ponto de contato

sao colineares.

3. Dois circulos sao ditos tangentes exteriores se ficam de lados
opostos da reta tangente comum. Se os dois ficam do mesmo
lado da reta tangente, diz-se que os dois sao tangentes inte-
riores. Qual a distancia entre os centros de dois circulos que
sao tangentes exteriores sabendo-se que seus raios medem

2cm e bem?
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4. Prove que, em um mesmo circulo ou em circulos de mesmo

raio, cordas equidistantes do centro sao congruentes.

5. Em um triangulo equilatero mostre que o circulo inscrito e o

circulo circunscrito tém o mesmo centro.

6. Na figura 6.18 as trés retas sao tangentes simultaneamente
aos dois circulos. Estas retas sao denominadas tangentes

comuns aos circulos. Desenhe dois circulos que tenham:

Figura 6.18:

quatro tangentes comuns.
exatamente duas tangentes comuns.

)
)
c) somente uma tangente comum.
) nenhuma tangete comum.

)

mais de qutro tangentes comuns.

7. Na figura relativa ao exercicio anterior, os dois circulos sao
tangentes e a tangente que passa no ponto de contato in-
tersecta as outras duas, determinando um segmento. Deter-
mine, em funcao dos dois raios, o comprimento deste seg-

mento e mostre que o ponto de contato é o seu ponto médio.
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LY

Figura 6.19:

8. Na figura 6.19 MO = I[X. Prove que MI =0OX.

9. Na figura 6.20 sabe-se que Y é o centro do circulo e que
BL = ER. Mostre que BFE ¢é paralelo a LR.

-

Figura 6.20:

10. Na figura 6.21 o quadrilatero DIAN é um paralelogramo e
I, A e M sao colineares. Mostre que DI = DM.

11. Na figura 6.22 qual dos dois arcos, AH ou ]\/4?, tem a maior
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Figura 6.21:

medida em graus? Sabe-se que os dois circulos sao concén-

tricos.

Figura 6.22:

12. Uma reta intersecta um circulo em no méximo dois pon-
tos. As que o intersectam em exatamente dois pontos sao
chamadas de secantes. Um dngulo secante é um angulo cujos
lados estao contidos em duas secantes do circulo e que cada
lado intersecta o circulo em pelo menos um ponto exclido o

vértice. Vamos chamar de regiao angular associada a um an-
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gulo ABC a intrsecao dos seguintes dois semi-planos: o que
contém o ponto C' e é determinado por AB, e o que contém
o ponto A e é determinado por BC. Dados um angulo e um
circulo, a parte do circulo contida na regiao angular associ-
ada ao angulo dado designado arco (ou arcos) determinado
(determinados) pelo dngulo. Nos itens seguintes indicaremos

por AB a medida em graus do arco AB.

(a) Na figura 6.23 & esquerda APB ¢ um angulo secante

cujo vértice esta dentro do circulo. Mostre que

APB — %@+@>.

Figura 6.23:

(b) Na figura 6.23 a direita APB ¢ um angulo secante cujo

vértice esta fora do circulo. Mostre que

APB = %@ _CD).

13. Prove que todo paralelogramo inscrito em um circulo é um

retangulo.

14. Um circulo esta inscrito em um triangulo retangulo cujos
catetos medem b e ¢ e a hipotenusa mede a. Determine o

diametro do circulo.
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15.

16.

17.

18.

1.

Dois circulos sao tangentes exteriores sendo A o ponto de
contato. Seja B um ponto de um dos circulos e C' um ponto
do outro tais que a reta que passa por estes pontos é tangente

comum aos dois circulos. Mostre que o angulo BAC' é reto.

Na figura 6.24 a esquerda, APC 6 um angulo secante cujo
vértice encontra-se fora do circulo e que o intersecta em qua-
tro pontos como indicado. Prove que AP - PB = CP - PD.

Figura 6.24:

Na figura a direita, W.S e HI sao cordas que se interesectam
no ponto G, e RT é bissetriz do angulo WGI. Prove que
WR-TS=RI-HT.

Na figura seguinte as retas sao tangentes comuns aos dois
circulos. Prove que mi; e mo se intersectam na reta que
contém os centros dos circulos. Prove que se os raios dos dois
circulos sao diferentes, as retas nq no também se intersectam

na reta que contém os centros.
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