AULA

Funcoes Trigonométricas

META:
Introduzir as principais fungoes trigonométricas: seno, cosseno e

tangente.

OBJETIVOS:

Definir as fungoes seno, cosseno e tangente.

Mostrar algumas identidades trigonométricas.

Calcular os valores das fungoes seno, cosseno e tangente para al-

guns angulos.

PRE-REQUISITOS
O aluno para acompanhar esta aula, é necessario que tenha com-
preendido todos os casos de semelhanca de triangulos e as pro-

priedades de angulos inscritos em um circulo.
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7.1 Introducao

Ola caro aluno, espero que esteja curtindo a leitura. Nesta aula
iremos iniciar nosso estudo da funcgoes trigonométricas. O estudo
destas funcgoes e de suas aplicagoes é denominado trigonometria. A
trigonometria iniciou-se como estudo das aplicacoes, a problemas
praticos, das relagoes entre os lados de um triangulo.

Algumas func¢oes eram historicamente comuns, mas agora sao rara-
mente usadas, como a corda, que em notagao atual é dada por
crdf = 2sin(0/2). Hoje as fungdes trigonométricas mais conheci-
das sao as fungoes seno, cosseno e tangente. De fato, as fungoes
seno e cosseno sao as fungoes principais, visto que todas as outras
podem ser colocadas em termos destas.

Nesta aula veremos como utilizar semelhanca de tridngulo para
definir as fungoes trigonométricas, bem como provrar algumas de
suas principais propriedades. Veremos também como calcular al-
guns valores destas func¢oes tomando tridngulo retangulos particu-

lares.

7.2 Funcoes Trigonométricas

Considere um semicirculo de centro P e diametro AB. Tome um
ponto C' do semicirculo e faga o = CPB. Seja D um ponto de AB
tal que C'D seja perpendicular a AB.

Definigao 7.1. a) Chama-se seno do dngulo «, e denotamos

por sen «, ao quociente

cD
Ssen o = ——.
PC
b) Chama-se de cosseno do dngulo a,, e denotamos por cos a;, ao
quociente
PD o
cosa=—— se 0<a<90
PC
ou o
PD

cosa = ——— se 90° < a < 180°.
PC
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c) Chama-se de tangente do dngulo «, e denotamos por tan « :
ao quociente
sen o
tana =
COS &

Figura 7.1:

Observagao: De acordo com as defini¢oes acima podemos deduzir

os seguintes valores
sen 0° =0, sen 90° =1, e sen 180° =0,

cos0° =1, cos90° =0, e cosl80°=—1

tan 0° = tan 180° = 0.

Além disso, a tangente nao esta definida para o = 90°.

Proposicao 7.27. O seno e cosseno independem do semi-circulo

utilizado para defini-los.

Demonstragao De fato, se temos dois semi-circulos como na
figura abaixo e tomamos C' e C’ tais que CPD = C'P'D' = a,
entao os tridngulos PDC e P'D'C’, retangulos em D e D', respec-

tivamente, sao semelhantes (Por qué 7). Assim,

C’P C'D PD
CP CD PD’

Portanto,

cD C'D PD P'D
= € COSO = —/—— = —.
PC  PC

sen a =

“Cr - op
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Figura 7.2:

Teorema 7.1. Para todo dngulo o temos sen o + cosa?® = 1.

Demonstragao Se a = 0°,90° e 180°, o resultado é imediato, pelo
que vimos anteriormente. Nos outros casos, considere a figura 7.2.

Assim,

2

) ) PD\° (CD\> PD’+CD° PC
sen “a+cos“ o= = + | = = 5 = 5
PC PC PC PC

Nesta terceira igualdade usamos o Teorema de Pitagoras.

Logo,

2

sen 2a—l—cos oa=1.

7.3 Foérmulas de Reducao

Os proximos resultados irao nos permir calcular os valores de al-

guns angulos a partir de outros.
Teorema 7.2. Se a € um dngulo agudo, entao
a) sen (90° — a) = cos «

b) cos(90° — a) = sen «

1
tan o

c) tan(90° — o) =
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Figura 7.3:

Demonstragao Considere a figura abaixo. Como os tridngulos
PFFE e PDC sao retos em F' e D, e a soma dos angulos agu-
dos de um tridngulo retangulo é 90°, segue que PFE e CDP sao

congruentes. Em particular,

PD PC DC
PE PE PF’

Logo,
EF  PD
sen (90° —a) = — = =— = cosaq,
PE PC
PF D
cos(90° —a) = — = :C = sen q,
PE PC
e
sen (90° —a)  cosa 1

t °_ = = = .
an(90° - a) cos(90° —a) sena tana

Teorema 7.3. Para todo o temos
a) sen (180° — a)) = sen «
b) cos(180° — a) = —cosa

Demonstragao Para a = 0°,90° ou 180°, segue diretamente.

Considere a figura abaixo. Como antes, mostramos que PDC =
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Figura 7.4:

PFE, o que implica que

EF CD
sen (180° —a) = = = =— =sen «

PE PC

e —_— —_—
PEF  PD

| cos(180° — a)| = = = =— = | cos a/.

PE PC

Como a # 90°, entao o ou 180° — «v € agudo e o outro obtuso. Isto

implica que cos « e cos(180° — «v) tém sinais contrarios. O

Exercicio 7.1. Mostre que se ABC é um triangulo retangulo em

C, entao

B_C:Esen/l, AC =ABcosA e BC = AC tan A.

Proposicao 7.28.

1 1
a) sen 45° = —, cos45° = — e tan45° =1
4 N V2
1 1
) sen 30° = L cos30° = V3 ¢ tan30° = L.
2 2 /3
Demonstracgao

a) Seja ABC um triangulo retangulo em C' e com AC = BC.
Entdo A = B = 45°, ja que a soma dos angulos internos de

um triangulo é 180°. O Teorema de Pitagoras implica que

AB* = AC* + BC? = 24C"
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Figura 7.5:

e assim,

3
Q

I
Sl E

Logo,

CB AB/V?2 1
sen 45° = cos45° = — = _/f:—

AB AB V2

A tangente é obtida pela simples divisao dos valores do seno

€ Ccosseno.

b) Seja ABC um triangulo equilatero. Considere D o ponto
médio de AC'. Dali, DBC = 30° ¢, pelo Teorema de Pitagoras

CD = BTC Portanto,

Sen3ﬂo:::f:—

1
tan30° = —.

&

139



140

Funcgoes Trigonométricas

]

Usando o Teorema 7.28 e as formulas de reducao, podemos calcular
os valores do seno e cosseno dos angulos 60°,120°,135° e 150°.

Deixamos como exercicio.

7.4 Lei dos Cossenos

Teorema 7.4. Seja ABC' um tridngulo. Entao

AB> = AC* + BC? — 24C - BC cos C.

Demonstracio Se C' = 90°, entdo nao temos nada a fazer, ja
que cos90° = 0 e, neste caso, a formula reduz-se ao Teorema de
Pitagoras.

Suponha que C Z# 90°.

Seja D o pé da perpendicular da altura do vértice A. Como C =+
90°, entao C' # D.

Se D = B, entao B = 90°. Neste caso

cosC =

S| Ry
S

AC° = AB° + BC,
o que implica que

AB? = AC°-BC*=A4C°+BC* —92BC?

— AC° + BC® — 2BC - AC cos C,

que ¢é o resultado desejado.
Suponha agora que D # B e C.
Neste caso, ADB e ADC sao tridngulos retangulos em D. Pelo

Teorema de Pitagoras,

AB* = 4D’ + DB’
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AC? = AD* + DC.

Subtraindo, obtemos

AB’ —AC* =DB*-DC”?

que é equivalente a

AB° =AC° + DB’ - DC". (7.5)
Temos trés casos a considerar.

e Caso 1: Bx(Cx D.

Figura 7.6:

Neste caso,

BD =BC+CD.

Assim, da equagao (7.5), obtemos

2 2

AB® = AC’+(BC+CD)?-DC
— AC*+BC*+CD*+2BC-CD —CD”
— AC*+BC*+2BC-TD.

Além disso,

cos ACD = C:D
AC

cos ACB = — cos(180° — ACB) = — cos ACD.

Logo,

AB* = AC* + BC? + 2BC - AC cos C.

141



Funcgoes Trigonométricas

Figura 7.7:

e Caso 2: BxDxC.

Neste caso,
. DC
BC=BD+DC e cosC= :C
AC
Assim, a equagao (7.5) implica que
AB° = AC°+(BC-DC)-DC’

— AC*+BC*+DC*—-2BC-DC — DC*
— AC*+BC*-9BC-DC
— AC*+BC*—924C -BC cosC.

e Caso 3: CxBxD.

Neste tltimo caso, temos que

CD=CB+BD e CD = AC cosC

donde, da equagao (7.5) segue que

AB° = AC’+(CD-BC)? -DC”

— AC*+CD*+BC*-20D-BC - DC*
— AC*+BC*—9BC-CD
— AC* + BC* - 24ACBC cosC.
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Figura 7.8:

Portanto, fica demonstrada a Lei dos Cossenos. [

7.5 Lei dos Senos

Teorema 7.5. Seja ABC' um tridngulo. Entao

sen A sen B sen C 1

BC AC  AB 2R’

onde R € o raio do circulo circunscrito no tridngulo ABC.

Demonstragao Considere o ciruclo de centro P e raio R que
circunscreve o tridngulo. Seja D um ponto do circulo tal que BD

é um diametro. Temos dois casos, A e C estao no mesmo lado de
BD ou em lados opostos.

Se A e C estao em lados opostos de BD, entdao BAC = BDC, por
serem angulos inscritos no circulo que subentende o mesmo arco.

Se A e C estao no mesmo lado de BD, entao ABDC' é um quadrilatero
inscrito no ciruclo.

Entao, pela Proposigao 6.24, temos
CAB+CDB = 180°.

Em ambos os casos, sen BAC = sen BDC. Como BCD é retan-

gulo em C, ja que esta inscrito em um semi-circulo, segue que

DC

_ﬁ.

sen A = sen BAC = sen BDC =

|| o
3%
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Figura 7.9:

Da mesma forma, mostramos que

R . DC
sen B= — e sen C = —.

2R 2R

Disto segue o resultado. ]
Teorema 7.6. Sejam « e B dngulos agudos. Entao

a) cos(a+ B) = cosacos B — sen asen [

b) sen (a+ B) = sen accos f + cos asen 3.
Demonstragao

a) Considere um angulo de medida a+ f e vértice P. Trace uma
semi-reta Spy que divide o dngulo em dois angulos de me-
didas « e . Trace uma perpendicular a Spy que intercepta
os lados do angulo o + 3 em A e B. Sejam PH = h, PB =
b,PA=a,BH =ne AH = m. Pela Lei dos Cossenos temos

que
(m +n)? = a® + b*> — 2abcos(a + B), (7.6)
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Figura 7.10:
m? = a® + h? — 2ah cos (7.7)
e
n? = b* + h* — 2bh cos S. (7.8)
Além disso,
cosa=— e cosfi=—.
a b
Portanto,
h? = abcos a cos 3
e

ah cos a = bh cos 3 = ab cos o cos 3.
Logo, de (7.7) e (7.8) obtemos

m? = a? — abcos o cos 3 (7.9)

n? = b% — abcos a cos f. (7.10)
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Além disso,
m

n
sen a = e senﬁzz

a
que junto com (7.9) e (7.10), implica em

(m+n)? = m?+n?+2mn

= a® —abcosacos B+ b® — abcosacos f

+2absen asen (3

= a?+b> —2abcosacos B + 2absen asen f.

Comparando com (7.6) obtemos que

cos(a+ ) = cosacos B — sen asen f3.

Nas condigoes do item a), obtemos que A =90° — a. Isto
implica que, pelo Teorema 7.2,

sen A = sen (90° — ) = cos a. (7.11)
Pela Lei dos Senos, temos

sen (a4 ) sen A sen « sen A
= e

m+n b m h
o que implica em
sen (a+ ) = %sen A+ %sen A (7.12)
e
- h
sen A = —sen a. (7.13)
m

Substituindo (7.13) no primeiro termo do segundo membro
de (7.12) e (7.11) no segundo termo do segundo membro de
(7.13), obtemos

sen (a+ f) = %sen a+ %COS a. (7.14)
Porém,

senﬂz% e cosﬁz%,

que substituindo em (7.14), obtemos

sen (o + ) = sen a.cos 3 + cos asen .
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Corolario 7.1. Se a > 3, entao
a) cos(a — ) = cosacos B + sen asen 3.
b) sen (=) = sen awcos f — cosasen 3.

Demonstracao No teorema anterior, faca a + 5 = a e a = b.

Resolva o sistema

cosa = cosb - cos(a —b) —sen b-sen (a —b)

sen a = sen b - cos(a — b) + cosb - sen (a — b)

para encontrar cos(a — b) e sen (a — b). O
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RESUMO

Nesta aula nés vimos como definir as fungoes trigonométricas e

como utilizar semelhanca de tridangulos para mostrar que elas es-
tao bem definidas. Mostramos algumas férmulas de reducao, as
Leis dos Cossenos e a Lei dos Senos, identidades trigonmétricas
muito Util nas aplicagoes. Além disso, também calculamos alguns
valores das fungoes trigonométricas, por exemplo, para os dngulos
30°, 45° e 60°.

PROXIMA AULA

Na proxima aula iremos definir a nocao de area e mostrar como

calcular a area de algumas figuras geométricas.

ATIVIDADES

1. Em um triangulo ABC, em que todos os dngulos sao agudos,
a altura do vértice C' forma com os lados C'A e C'B, respec-
tivamente, angulos v e 8. Seja D o pé da altura do vértice
C. Calcule AD, BD, AC e CD sabendo qeu AD = 1, que
a=30°e g =45°.

2. Quando o sol esta 30° acima do horizonte, qual o compri-

mento da sombra projetada por um edificio de 50 metros?

3. Um barco estd ancorado no meio de um lago. Uma longa
estrada retilinea acompanha parte de sua margem. Dois ami-
gos em passeio turistico observam o barco de um ponto na
estrada e anotam que a reta daquele ponto ao barco forma

um angulo de 45° com a estrada. Apos viajarem 5 km eles
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10.

param e anotam que agora podem ver o barco segundo um
angulo de 30° com a estrada. Com esta informagao calcule

a distancia do barco a estrada.

Um parque de diversoes deseja construir um escorregador gi-
gante cujo ponto de partida fique a 20m de altura. As normas
de seguranca exigem que o angulo do escorregador com a hor-
izontal seja de, no méaximo, 45°. Qual sera o comprimento

minimo do escorregador?

Achar o comprimento da corda de um circulo de 20cm de

raio subtendida por um angulo central de 150°.

Do topo de um farol, 40m acima do nivel do mar, o faroleiro
vé um navio segundo um angulo (de depressao) de 15°. Qual

a distancia do navio ao farol?

Mostre que o perimetro de um poligono regular inscrito em

. , o
um circulo de raio R é p, = 2Rnsen (%).

Num triangulo ABC tem-se AC = 23, A = 20° e C' = 140°.

Determine a altura do vértice B.
O que é maior:

(a) sen 55° ou cos55°7

(b) sen 40° ou cos40°7

(c) tan15° ou cot 15°7
As funcoes secante, cosecante e cotangenet de um angulo «
sao definidas por seca = 1/cosa, csca = 1/sen a e cot v =

1/tan . Para qualquer adngulo « diferente de zero e 180°

mostre que:

() csca seca
(b) tana 4 cot a = sec a csc a.

sen « COS &

= 1.

(c) seca = sen a(cot a + tan ).
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2

(d) sec? a — csc? o = tan? a — cot? a.

CcoS v 1+ sen «

(e) =

1 —sen « Ccos o
4

(f) sen *a — cos* a = 2sen 2a — 1.
Calcule cos 105°, cos 15° e sen 75°.

Mostre que se « e [ sao angulos agudos entao

_ tana+tanf

(a) tan(a+5) = 1 —tanatan
cotacot f—1

(b) cot(a+f) = cota+cot 8-

Em um triangulo ABC', em que todos os angulos sao agudos,
a altura do vértice C forma com os lados C'A e CB respecti-
vamente angulos o e 8. Seja D o pé da altura do vértice C'.
Calcule AD, BD, AC e CB sabendo que AD = 1.

0 /1 0
Mostre que cos 5= %.

0 1—cosb
Mostre que tan - = ———.
2 sen 0
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