AULA

Construcoes Elementares

META:

Introduzir as principais construcoes elementares.

OBJETIVOS:

Introduzir as construgoes elementares.

Resolver problemas praticos.

PRE-REQUISITOS

Para um melhor aproveitamento o aluno devera ter compreendido

todas as aulas anteriores.
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10.1 Introducao

Os matematicos gregos estudaram trés problemas de Geometria
que desempenharam papel importande no desenvolvimento da ma-
tematica. Sao os problemas de construgoes com régua e compasso,
e resistiram a todas as tentativas dos gregos para resolvé-los, o que
s veio a acontecer na virada do século XVIII para o XIX d.C.

Os problemas, que ficaram conhecidos como os trés problemas clds-

5108, Sa0
e A duplicagao do cubo.
e A quadratura do circulo.
e A trisseccao do angulo.

Com relagao as origens do primeiro problema existe uma lenda que
conta que em 427 a.C. um quarto da populacao de Atenas morreu
de peste. Quando um oracolo anunciou aos habitantes como com-
bater a doenca, eles deveriam duplicar o altar de Apolo, que pos-
suia o formato de um cubo, prontamente os atenienses dobraram
as dimensoes do altar, mas isso nao afastou a peste. O volume fora
multiplicado por oito e nao por dois.

A primeira mensao conhecida do problema da quadratura do cir-
culo encontra-se no problema 50 do papiro de Rhind, em torno de
1600 a.C.

Quanto a trisseccao do angulo, acredita-se que Hipias de Elis, que
viveu no século V a.C. foi um dos primeiros a tentar resolver este
problema, utilizando curvas e construgoes que nao podem ser efe-
tuadas somente com régua e compasso.

A histoéria do completo esclarecimento deste problema é uma das
mais interessantes e instrutivas da histéria da Matemaética, pas-
sando pela “consolidacao” dos niimeros complexos, com o grande
Gauss (1777-1855), e pela criagao da teoria dos grupos com o ge-
nial Galois (1811-1832).
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Nas proximas aulas, estudaremos algumas construcoes geométricas 1 O
com régua e compasso. Estudaremos também os trés problemas
classicos e veremos porque eles nao podem ser resolvidos somente

com régua € compasso.

10.2 Construcoes Elementares

Antes de considerarmos problemas de construgdes com régua (nao
graduada) e compasso, algumas observagoes se faz necessario.
Para abordar problemas de construgoes geométricas com régua e
compasso precisamos esta atento as seguintes construgoes permi-
tidas:

1. Tragar uma reta conhecendo dois de seus pontos;

2. Tracar um circulo, conhecendo o seu centro e um ponto do

circulo;

3. Determinar as intersegoes de retas ou circulos ja construidos

com retas ou circulos ja construidos.
Algumas construcoes que nao sao permitidas:
1. Tragar um circulo de raio ou centro “arbitrario”;

2. Usar uma graduagao previamente preparada da régua ou do

compasso;
3. Tomar sobre uma reta um ponto “arbitrario”;

4. Deslizar a régua até uma certa posicao.

10.2.1 Perpendiculares

Um dos primeiros problemas bésicos de construgoes geométricas é

o tracado de perpendiculares.

Problema 10.2. Dada uma reta r e um ponto P fora de r, tracar

por P uma reta perpendicular a r.
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Solugao Siga os passos seguintes (Veja figura 10.1):
1. Trace um circulo de centro P cortando a reta r em A e B.

2. Trace circulos de mesmo raio com centros em A e B obtendo

(@, um dos pontos de intersecao.

3. A reta que passa por P e () é perpendicular a reta r.

s P

Figura 10.1: Reta perpendicular a r passando por P.

Justificativa os triangulos APQ e BP(Q sao congruentes, ja que
AP = BP ¢ AQ = BQ. Assim, APQ = BPQ, ou seja, a reta PQ
¢ a bissetriz do angulo APB. Como APB ¢ um triangulo isésceles,

segue que a bissetriz é também a altura. O

Problema 10.3. Dada uma reta r e um ponto P € r, tragar por

P uma reta perpendicular a r.

Solucao
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1. Trace um circulo com centro em P e qualquer raio cortando 1 O

r nos pontos A e B.

2. Trace circulos de mesmo raio com centros em A e B obtendo

@, um dos pontos de intersecao.

3. A reta que passa por P e Q é perpendicular a reta r.

Figura 10.2: Reta perpendicular a r passando por P € r.

A justificativa é andloga a da proposicao anterior e é deixada para

o aluno

10.2.2 Paralelas

Um outro problema basico é o tracado de paralelas.

Problema 10.4. Dada uma reta r e um ponto P fora dela, tracar

uma reta paralela a r passando por P.
Solucao Siga os passos:
1. Trace trés circulos de mesmo raio:

(a) O 1° com centro em P, determinando um ponto A na

reta r;
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(b) O 2° com centro em A, determinando um ponto B na

reta r;

(¢c) O 3° com centro em B, determinando um ponto @,

diferente de A, sobre o primeiro circulo.

2. A reta que passa pelos pontos P e @) é a reta procurada (Ver
figura 10.3).

Figura 10.3: Reta paralela a reta r passando por P.

Justificativa PABQ é um quadrilatero com todos os lados con-
gruentes, logo é um paralelogramo, de fato um losango. Portanto

seus lados opostos, PQ) e AB, sao paralelos. O

10.2.3 Mediatriz

Definicao 10.1. A mediatriz de um segmento AB ¢é a reta per-

pendicular a AB que contém o seu ponto médio.
Problema 10.5. Construir a mediatriz de um segmento AB.
Solugao Veja figura 10.4

1. Construa dois circulos de mesmo raio com centros em A e B,

determinando dois pontos de intersecao, P e Q).
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2. A reta contendo P() é a mediatriz de AB. 1 0

Figura 10.4: Mediatriz de AB.

Justificativa Observe que os triangulos APQ e BP(Q sao con-
gruentes. Em particular, APQ = BISQ Assim, P(Q) é a bissetriz
do angulo APB. Como ABP é um triangulo isosceles, segue que
PQ é perpendicular a AB. O

Lembremos a seguinte propriedade da mediatriz:

A mediatriz de um segmento € o conjunto de todos 0s

pontos que equidistam dos extremos do segmento.

10.2.4 Bissetriz

A bissetriz de um angulo AOB ¢ a semi-reta Soc tal que AOC =
COB.

Problema 10.6. Construir a bissetriz de um dngulo AOB.
Solucao Ver figura 10.5.

1. Trace um circulo de centro O determinando os pontos X e

Y nos lados do angulo.
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2. Trace dois circulos de mesmo raio com centros em X e Y.

Seja C' um dos pontos de intersegao.

3. A semireta Spc é a bissetriz de AOB.

Figura 10.5: Bissetriz de AOB.

Justificativa Note que OYC = OXC, pelo caso LLL de con-
gruéncia de triangulos. Portanto, YOC = XOC. O

Lembremos a seguinte propriedade da bissetriz:

A bissetriz de um dngulo € o conjunto de todos os pon-

tos que equidistam dos lados do dngulo.

10.2.5 O arco capaz

Antes de definirmos e construir o arco capaz de um angulo, vejamos

como transportar um angulo.

Problema 10.7. Dado um dngulo 6 de vértice V- e uma semi-reta

Sap, construir um dngulo sobre Sap com medida 6.
Solugao Veja figura 10.6.

1. Trace um circulo de centro V, determinando os pontos P e

@ sobre os lados do angulo 6.
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2. Trace um circulo de mesmo raio com centro A, determinando 1 0
P em Sap.

3. Trace um circulo de raio PQ@ e centro P’, determinando Q'.

4. Portanto, P’AQ' = 6.

AT .

v Iu @
Figura 10.6: Transporte de um angulo.

Justificativa Pelo caso LLL de congruéncia de triangulos, temos
PVQ = P'AQ’. Em particular P’AQ' = 6. O

Definigao 10.2. Sejam A e B dois pontos sobre um circulo. Para
todo ponto M em um mesmo arco determinado por A e B, o &ngulo
0 = AMB ¢ constante. Este arco chama-se arco capaz (Ver figura

10.7) do angulo € sobre o segmento AB.

Figura 10.7: O arco determinado por A e B contendo M é o arco

capaz do angulo 0 sobte o segmento AB.
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O arco capaz de 90° sobre um segmento AB é um semicirculo com
diametro AB.

Problema 10.8. Dado um dngulo 0, construir seu arco capaz.
Solucao

1. Dado um segmento AB, trace a sua mediatriz e o angulo
BAX =9.

2. Trace a perpendicular a AX que passa por A. Seja O a in-

tersecao desta perpendicular com a mediatriz de AB.

3. O arco de centro em O e extremidades A e B é o arco capaz
do angulo # sobre AB.

[y]
m

Py

Figura 10.8: Construgao do arco capaz.

Justificativa Se C ¢ o ponto médio de AB entao CAO = 90° —
9, AOC = 0. Dai, AOB = 20. Sabemos que se M é um ponto
nesse arco, entao )

AMB = 5A(§B.
Portanto, temos que este arco é de fato o arco capaz do angulo
6. O]
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O arco capaz tem uma interessante propriedade: 1 0

Um observador que se move sobre o arco capaz de um

dngulo 6, conseque ver o segmento AB sempre sob o

mesmo dngulo.

10.2.6 Divisao de um segmento em partes iguais

Problema 10.9. Diwvidir um segmento AB em n partes iguais.

Solucao Faremos a demonstracao para n = 4 e para n arbitrario,

a solugao é analoga.
1. Trace uma semi-reta S4x.

2. Com o compasso, construa segmentos congruentes em AAq,
AlAQ, A2A3 (§ A3A4.

3. Trace paralelas a A4B que passam por Ay, As e As, deter-
minando 3 pontos em AB, P;, P, e P3. Os segmentos AP,

PP, P,Ps; e P3P, sao congruentes.

Figura 10.9: Divisao de AB em 4 partes iguais.

A justificativa é uma aplicagao direta do Corolario 5.3.
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10.2.7 Tangentes a um circulo

Problema 10.10. Tracar uma reta tangente a um circulo de cen-

tro O passando por um ponto P.

Solucao Se P pertence ao circulo, basta tragar a reta perpendi-

cular ao raio de extremidade P. (Ver figura 10.10.)

Figura 10.10: Tangente a um circulo por um ponto do circulo.

Suponha que P nao pertenga ao circulo.

1. Trace um circulo de centro no ponto médio de PO e raio PQ—O,
determinando os pontos de intersecao A e A’, sobre o circulo

original.
2. As retas PA e PA’ sao tangentes ao circulo dado.

0

Justificativa Como o angulo PAO est4 inscrito em um semicir-
culo, entao ele é reto. Como toda reta perpendicular a um raio em

sua extrimidade é tangente ao ciculo, temos o resultado. 0
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10

Figura 10.11: Tangente a um circulo por um ponto fora do circulo.

10.3 Problemas Resolvidos

Para resolver um problema de construcao, é conveniente fazer
um esbogo de uma figura supondo o problema resolvido. Obser-
vando o esboco, planeje a solucao, quais dados devem ser coloca-
dos primeiro e que construcoes devem ser realizadas para atingir a

solucao.

Problema 10.11. Construir os tridngulos ABC sendo dados os
lados AB = ¢, BC =a e o dngulo A = 0.

Solugao Ver figural 10.13.
1. Trace o segmento AB.
2. Construa a semi-reta Sax tal que BAX = 0.

3. Trace o circulo de centro B e raio a.
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Figura 10.12: Dados do problema 10.11.

Qualquer um dos pontos de intersegao, C; e Cy, com a semi-reta

Sax nos da o tridangulo procurado. O

Figura 10.13: Solucao do problema 10.11.

Observe que neste ultimo problema pode acontecer trés casos:
1. o problema tem duas solugoes.
2. o problema tem uma tinica solugao.
3. ou o problema nao admite solugao.

Qual a relagao entre a e ¢ para que ocorra cada um dos casos?
Esta construgao mostra porque uma correspondéncia entre dois

triangulos do tipo ALL nao é necessariamente uma congruéncia.

Problema 10.12. Construir o tridngulo ABC sendo dados o lado

BC, a altura h relativa a esse lado e o dngulo A.
Solugao

1. Trace o segmento BC.
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10

Figura 10.14: Dados do problema 10.12.

2. Trace a perpendicular a BC' que passa por B.
3. Nesta perpendicular, marque um ponto P tal que PB = h.
4. Trace a paralela a BC' que passa por P.

5. Construa o arco capaz do angulo A sobre BC.

K\

Figura 10.15: Solucao do problema 10.12.

A intersegao do arco capaz com a reta paralela a BC' que passa

por P nos dé o vértice A. |
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Novamente, este problema pode ter uma, duas ou nenhuma solucao.
Vocé consegue a relagao entre a, h e sen A tal que ocorra cada um

dos casos?

Problema 10.13. Construir o tridngulo ABC' sendo dadas as me-

dianas mq, myp € a altura hg.

Figura 10.16: Dados do problema 10.13.

Analisemos como chegar a solugao. Suponha que o triangulo ABC'

da figura 10.17 seja a solugao do problema.

A

Figura 10.17: Esbogo da solucao do problema 10.13.

E claro que o tridangulo ADM pode ser resolvido, ja que é um
triangulo retangulo e temos h, e m,. Para encontrar o ponto G,
usamos o fato que as medianas de um tridngulo sao concorrentes e
se encontram num que as dividem na razao 2:1. Assim, o ponto G
é tal que AG = %ma, e como ja sabemos dividir um segmento em
partes iguais, podemos encontrar G. Em seguida, para determinar
B na reta contendo DM, usamos o fato que BG = %mb. Agora,

podemos encontrar C', visto que M é o ponto médio de BC'.
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Uma observacao importante, ¢ que esta construcao s6 pode ser 1 0
feita se os dados foresm compativeis. Vocé é capaz de determinar
condi¢oes sobre os dados do problema para sempre exista solugao?
Solugao As medianas de um tridngulo cortam-se em um ponto

(baricentro) que divide cada uma delas na razao 2 : 1.
1. Trace segmentos PR = m, e PQ = my,.

2. Divida os segmentos PQ) e PR em trés partes iguais.

Figura 10.18: Divisao em 3 partes iguais dos segmentos PQ) e PR.

3. Determine pontos Q' em PQ e R’ em PR, tais que PQ' =

%ma e PR = %mb.

4. Trace uma reta r, fixe um ponto D sobre ela e construa uma
perpendicular AD com AD = h,. (Ver figura 10.19.)

A
—

Figura 10.19: AD 1 r.
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5. Trace um circulo com centro em A e raio m,, determinando

um ponto M sobre r. (Ver figura 10.20.)

A
——
h Ma
H* G
S a r
e
D M

Figura 10.20: Determinacao de M e G.

6. Tome G sobre AM tal que AG = %ma = PR’

7. Trace um circulo com centro G e raio %mb = P(Q)’, determi-

nando um ponto B em r. (Ver figura 10.21)

.-—-p'

| “;
‘L — 1 r
B\, [P M

Figura 10.21: Construgao de B.

8. Tome um ponto C' na reta que contém B e D tal que MC =
BM. (Ver figura 10.22.)

O

Aqui também nao temos uma tnica solugao para o problema. De-
pende dos dados do problema. Na figura 10.23, podemos ver uma
outra solugao. Apesar de serem bem parecidas, elas sao diferentes.
Tente encontrar relagoes sobre os dados do problema tal que a

construcao seja possivel.
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Figura 10.22: Solugao do problema 10.13.

Figura 10.23: Outra solu¢ao do problema 10.13.

Problema 10.14. Dados um circulo de centro O e um ponto P,
tracar por P uma reta que determine no circulo uma corda igual a

um segmento dado a.
Solucao
1. No circulo dado trace uma corda de comprimento a.

2. Trace uma perpendicular a esta corda passando pelo centro

O, determinando um ponto D na corda.
3. Trace um circulo C' de centro O e raio OD.

4. Trace um circulo C’ de diametro PO e centro como sendo o

10
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Figura 10.24: Dados em posicao no plano do problema 10.14.

ponto médio de PO. Sejam M e M’ os pontos de interse¢ao

com o circulo C.

5. As retas PM ou PM’' nos dao a solugao.

Figura 10.25: Solucao do problema 10.14.

Exercicio 10.1. Resolver o problema 10.14 quando P esta dentro

do circulo.

Problema 10.15. Sao dados um circulo C de centro O, uma reta
r e um ponto A sobre r. Construir um circulo C’, tangente exte-

riormente a C' e tangente em A a reta r.
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Primeiramente vamos justificar nossa construcao. 1 O

Figura 10.26: Dados do problema 10.15.

Justificativa Vamos fazer uma analise, supondo o problema re-
solvido. (Veja a figura 10.14.)

Sejam O o centro de C, T o ponto de tangéncia entre C' ¢ C' ¢ O’
o centro de C’.

Como T é o ponto de tangéncia entre C' e C’, entado qualquer reta
tangente aos circulos C' e C’, é perpendicular aos raios OT e O'T.
Isto implica que T' € OO’. Além disso, O’ A é perpendicular a 7.
Trace por O uma perpendicular a r que intersecta C'em N e S, N
mais distante de r que S. Trace TA e TN. Como NOT e TO'A
sao angulos internos alternos nas paralelas NO e O'A, entao eles
sao congruentes. Além disso, como os triangulos NOT e TO' A sao

is0sceles entao

OTN = %(1800 — NOT) = %(1800 —TO'A) = O'TA.
Isto mostra que os pontos N, T' e A sao colineares. ]
Solucao

1. Trace por O uma perpendicular a r obtendo o ponto N, um

dos pontos de interse¢ao com C, o mais distante de r.
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2. Trace a reta N A e considere T o ponto de interse¢ao com C.
3. Trace a perpendicular m a r passando por A.

4. Trace a semi-reta Sor. O ponto de intersecao com a reta m

¢ o centro do circulo procurado C’.

Figura 10.27: Solugao do problema 10.15.

Problema 10.16. Dado um tridngulo ABC, tracar uma paralela
a BC que corta AB em M e AC em N e de forma que se tenha
AN = MB.

Solucao

1. Construa a bissetriz do angulo /Al, determinando um ponto
D em BC.

2. Trace uma paralela a AB passando por D, determinando um
ponto N em AC.
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3. A paralela a BC' passando por N resolve o problema. 1 0

Figura 10.28: Solugao do problema 10.16.
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RESUMO

Nesta aula vimos como construir com régua e compasso perpendic-
ulares e paralelas a retas dadas, mediatriz de segmentos, bissetriz
de um angulo dado e o arco capaz de um angulo. Vimos também

algumas aplicacoes dessas construgoes elementares.

PROXIMA AULA

Na préxima aula veremos como resolver geometricamente expressoes

algébricas.

ATIVIDADES

Nos exercicios abaixo, construir significa indicar os passos de uma

construgao com régua e compasso.
1. Construir um quadrado conhecendo sua diagonal.

2. Construir um quadrado dados em posicao os pontos médios

de dois lados adjacentes.
3. Construir o circulo circunscrito a um triangulo.
4. Construir o circulo inscrito em um tridangulo.
5. Construir um hexéagono regular, dado em posi¢ao um lado.

6. Construir o triangulo ABC' conhecendo os lados AC = b e

AB = c e a mediana my, relativa ao lado vértice A.

7. Construir o triangulo ABC' conhecendo os lados BC' = a e

AC =b e a altura h,, relativa ao lado vértice A.

8. Construir o triangulo ABC conhecendo os lados AC = b e

AB = c e a altura hg, relativa ao lado vértice A.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sao dados em posigao um circulo C' e uma reta r. Determinar 1 0
um ponto P sobre r de forma que as tangentes tragadas de

P ao circulo C' formem um angulo «, dado.
Construir as tangentes comuns a dois circulos dados em posicao.

Construir o tridngulo ABC' conhecendo o perimetro 2p e os

angulos BeC.

Construir o triangulo ABC' conhecendo o lado BC = a, o

angulo Aea diferenca d = b — ¢ dos outros dois lados.

Construir o triangulo ABC' conhecendo o lado BC = a e as

alturas hy, com respeito ao lado AC, e h., com respeito ao

lado AB.

Construir o trapézio ABCD conhecendo a soma das bases
AB 4+ CD = s, as diagonais AC = p e BD = q e o lado
AD = a.

Construir um triangulo conhecendo os comprimentos da al-

tura, mediana e bissetriz relativas a um mesmo vértice.
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