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f(x) =
x2 − 1
x − 1

x ∈ R x �= 1. x �= 1,
x2 − 1 = (x + 1).(x − 1) x − 1, f(x) = x + 1.

f x

x



x

f(x)

x

x

f(x)

x f(x)
x,

f(x).

|x − 1| = 0, 1 → |f(x) − 2| = 0, 1
|x − 1| = 0, 01 → |f(x) − 2| = 0, 01
|x − 1| = 0, 001 → |f(x) − 2| = 0, 001



ε δ ε,
|f(x) − L| ε, |x − a|

δ ε

0 < |x − a| < δ ⇒ |f(a) − L| < ε.

|x − a| > 0 x �= a,
f(x), x a, x = a.

I ⊂ R a ∈ I f I − {a}.
f(x) x a L

lim
x→a

f(x) = L

ε > 0, δ > 0

0 < |x − a| < δ ⇒ |f(a) − L| < ε.

lim
x→1

(3x + 2) = 5.

ε > 0, δ > 0

0 < |x − 1| < δ ⇒ |(3x + 2) − 5| < ε

|(3x + 2) − 5| < ε ⇔ |3x − 3| < ε ⇔ 3 |x − 1| < ε ⇔ |x − 1| <
ε

3
;

δ =
ε

3
,

0 < |x − 1| < δ =
ε

3
⇒ 3 |x − 1| < ε ⇒ |3x − 3| < ε ⇒ |(3x + 2) − 5| < ε

lim
x→1

(3x + 2) = 5,

lim
x→2

(4x − 1) = 7;



lim
x→3

(4 − 2x) = −2;

lim
x→1

x2 = 1.

ε > 0, δ > 0

0 < |x − 1| < δ ⇒ ∣∣x2 − 1
∣∣ < ε.

∣∣x2 − 1
∣∣ < ε ⇒ −ε < x2 − 1 < ε ⇒ 1 − ε < x2 < 1 + ε.

δ

0 < |x − 1| < δ < 1 ⇒ |x − 1| < 1 ⇒ −1 < x − 1 < 1 ⇒ 0 < x < 2

ε > 0 ε = ε 0 < ε < 1 0 < ε < 1, ε ≥ 1,

1 − ε ≤ 1 − ε < x2 < 1 + ε ≤ 1 + ε

⇒ 0 < 1 − ε < x2 < 1 + ε

⇒ √
1 − ε < |x| <

√
1 + ε

⇒ √
1 − ε < x <

√
1 + ε

⇒ √
1 − ε − 1 < x − 1 <

√
1 + ε − 1

⇒ |x − 1| <
√

1 + ε − 1

|x − 1| < 1 −√
1 − ε

0 < 1 − √
1 − ε <

√
1 + ε − 1 < ε, ε > 0,

δ = 1 −√
1 − ε > 0 ε = ε 0 < ε < 1 0 < ε < 1 ε ≥ 1,

0 < |x − 1| < δ ⇒ ∣∣x2 − 1
∣∣ < ε,

lim
x→1

x2 = 1.

lim
x→2

x2 = 4.



lim
x→a

f(x) = L lim
x→a

g(x) = M c

lim
x→a

c = c;

lim
x→a

[c.f (x)] = c.L;

lim
x→a

[f(x) + g(x)] = L + M ;

lim
x→a

[f(x) − g(x)] = L − M ;

lim
x→a

f(x).g(x) = L.M ;

lim
x→a

f(x)
g(x)

=
L

M
, seM �= 0;

p(x)

lim
x→a

p(x) = p(a);

lim
x→a

√
f(x) =

√
L n ∈ N L ≥ 0 L ≤ 0

x a a.

lim
x→2

x2 + 4x − 3.



p(x) = x2 + 4x − 3

lim
x→2

p(x) = p(2) = 22 + 4.2 − 3 = 4 + 8 − 3 = 9.

lim
x→2

x2 − 3x

x − 3
.

lim
x→2

x2 − 3x = 22 − 3.2 = 4 − 6 = −2

lim
x→2

x − 3 = 2 − 3 = −1 �= 0,

lim
x→2

x2 − 3x

x − 3
=

−2
−1

= 2.

lim
x→−1

(
3x3 − 2x2

x − 1

)2

.

lim
x→−1

3x3 − 2x2 = 3.(−1)3 − 2.(−1)2 = −3 − 2 = −5

lim
x→−1

x − 1 = −1 − 1 = −2,

lim
x→−1

(
3x3 − 2x2

x − 1

)2

=
(

lim
x→−1

3x3 − 2x2

x − 1

)2

lim
x→−1

3x3 − 2x2

x − 1
=

−5
−2

=
5
2
;

lim
x→−1

(
3x3 − 2x2

x − 1

)2

=
(

5
2

)2

=
25
4

.

lim
x→5

√
x2 − 5
x − 3

.

lim
x→5

x2 − 5 = 52 − 5 = 20

lim
x→5

x − 3 = 5 − 3 = 2.



lim
x→5

x2 − 5
x − 3

=
20
2

= 10 > 0.

lim
x→5

√
x2 − 5
x − 3

=
√

10.

lim
x→3

x2 − 9
x − 3

.

lim
x→3

x − 3 = 0 lim
x→3

x2 − 9 = 0,

x2 − 9
x − 3

=
(x + 3).(x − 3)

x − 3
= x + 3 se x �= 3,

lim
x→3

x2 − 9
x − 3

= lim
x→3

x + 3 = 3 + 3 = 6.

x a,
a a.

lim
x→1

f(x),

f(x) =
x2 − 2x + 1

x − 1
x �= 1 f(x) = 10 x = 1.

x2 − 2x + 1
x − 1

= x − 1

x �= 1,
lim
x→1

f(x) = lim
x→1

x − 1 = 1 − 1 = 0.

lim
x→1

√
3 + x − 2
x − 1

.

lim
x→1

√
3 + x − 2 = 0 lim

x→1
x − 1 = 1

√
3 + x − 2
x − 1

=
√

3 + x − 2
x − 1

×
√

3 + x + 2√
3 + x + 2

=
3 + x − 4

(x − 1).(
√

3 + x + 2)
=

1√
3 + x + 2



lim
x→1

√
3 + x − 2
x − 1

= lim
x→1

1√
3 + x + 2

=
1
4
.

lim
x→a

q(x) = lim
x→a

h(x) = b f

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)

x ∈ I − {a}, I a,

lim
x→a

f(x) = b.

lim
x→∞

sin(x)
x3

.

−1
x3

≤ sinx
x3

≤ 1
x3

−1 ≤ sinx ≤ 1.

lim
x→∞

−1
x3

= lim
x→∞

1
x3

= 0

lim
x→∞

sinx
x3

= 0.

lim
x→∞ sinm (x)

xn
= 0

n, m ≥ 1.

lim
x→0

xcos(
1
x

).



−x ≤ xcos(
1
x

) ≤ x

−1 ≤ cos(
1
x

) ≤ 1.

lim
x→0

(−x) = 0 = lim
x→0

x

lim
x→0

xcos(
1
x

) = 0.

I ⊆ R, a ∈ I f
I I − {a},

lim
x→a

f(x) = L

f(x) x a L x
a, f(x) L ε > 0,

δ > 0

0 < |x − a| < δ ⇒ |f(a) − L| < ε.



x a a.

lim
x→a

q(x) = b, lim
x→a

h(x) =

b f g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) x ∈ I − {a}, I
a, lim

x→a
f(x) = b.

lim
x→1

2x + 1 = 3;

lim
x→−2

x2 = 4;

lim
x→100

π = π.

lim
x→π

x2

π
;

lim
x→7

10;

lim
x→3

x5 − 3x4;

lim
x→1

x2 − 1
x + 1

;

lim
x→−2

√
x2 + x

−x3
;

lim
x→9

√
x − 3

x − 9
.

lim
x→−∞

cosx − 1
x4

.




