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1.1 Introducao

Caro aluno, seja bem vindo a nossa primeira aula de Mateméatica Basica! Nela conhecer-
emos o conceito de limite de funcoes de uma variavel real e algumas propriedades impor-
tantes que facilitardo seu calculo. A abordagem dada nela e em todo o curso serd bem
elementar, enfatizaremos apenas o aspecto computacional do célculo diferencial e integral;
assim, nao nos deteremos em provas complicadas que tomam muito tempo.

Nog¢des intuitivas sobre limites surgiram ainda na antiguidade, por exemplo, Ar-
quimedes de Siracusa (287-212 a.c.) usou tais nogoes para calcular areas, mas apenas
no século XIX essas nogoes tornaram-se precisas, através de Cauchy! e Weierstrass?

Figura 1: Foto de Arquimedes.

( 1. Augustin Louis Cauchy (1989-1857) em 1821 introduziu uma notagao aperfeicoada
de limites. Usando tais nogoes formalizou a defini¢do de derivadas de uma fungao)

(2. Karl Weirstrass (1815-1897) definiu elegantemente a notacao de limites usando
épsilons e deltas. Suas notacoes perduram até os dias de hoje e é totalmente adequada no
curso de analise matemética).

Nesta aula, vamos entender os limites e suas propriedades sem muito rigor e de modo
conveniente para um curso de matemética béasica. Apesar de definirmos limites usando
épsilons e deltas, que é a maneira mais exata e elegante de fazer isso, nao exploraremos



Figura 2: Foto de Cauchy.

muito esta definicao, apenas enfatizaremos suas nocoes intuitivas. Nao faremos as provas
das propriedades dos limites apresentadas aqui, pois elas exigem manipulagdo da defini¢ao
formal de limites.

1.2 Definicao de Limite

Antes da definicao formal de limite, considere a funcao

_a:2—1

f(z) =

r—1

definida para todo x € R e  # 1. Se « # 1, podemos dividir o numerador (observe que
2> =1 = (z+1).(x — 1) ) e o denominador por x — 1, obtendo f(z) = = + 1. Estudemos
os valores de f quando x assume valores préximos e distintos de 1.

Atribuindo a z valores proximos de 1, porém menores, obtemos:
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Figura 3: Foto de Weirstrass.

x 0 0,5 0,75 0,9 0,99 0,999
f(x) 1 1,5 1,75 1,9 1,99 1,999
Se atribuirmos a x valores proximos de 1, porém maiores, obtemos:

T 2 1,5 1,1 1,01 1,001

f(z) 3 2,5 2,1 2,01 2,001

Observemos que, em ambas tabelas, quando z se aproxima de 1, f(z) se aproxima cada
vez mais de 2, isto é, quanto mais proximo de 1 estiver x, tanto mais proximo de 2 estara

f(@).

Olhando para as tabelas nota-se que:

lt—1=0,1 — |f(x)—2|=0,1
lz—1]=0,01 — |f(z)—2|=0,01
lr —1l=0.001 — |f(x)—2| =0.001



A matemaética usa simbolos para indicar essas diferencas. Os simbolos usualmente sao
as letras gregas € ( épsilon ) e § ( delta ). Assim, dado um ntimero positivo €, se desejarmos
|f(x) — L| menor que €, devemos tomar |x — a| suficientemente pequeno, isto ¢, devemos
encontrar um niamero positivo § ( que depende do € considerado ) suficientemente pequeno,
tal que:

O<l|lr—al<d=|f(a)—L| <e

A condi¢ao |z — a| > 0 é, neste caso, equivalente a z # a, porque estamos interessados nos
valores de f(x), quando x esta proximo de a, ndo necessariamente x = a.

Apos tais consideracoes, vamos a uma definicdo precisa de limites:

Defini¢ao: Sejam I C R um intervalo, a € I e f uma func¢ao real definida em I — {a}.
Dizemos que o limite de f(z) quando z tende a a é L e, escrevemos

lim f(z) =L
se dado € > 0, existir § > 0 tal que:
O0<|z—a|<d=|f(a)—L|<e.

A definicao acima foi dada inicialmente por Weierstrass e a notacdo por Leathem em
1905.

Exemplo 1.2.1. Usando a defini¢cdo acima mostraremos que
iLmI 3z +2) =5.
Com efeito, devemos mostrar que para cada € > 0, existe § > 0 tal que
O0<lr—1<d=|Bx+2)—5|<e¢

Notemos que
|(3x—|—2)—5|<e<:>|3x—3|<e<:>3|a:—1|<e<:>|1‘—1|<§;

: €
assim, se escolhermos § = -, teremos

w

0<|x—1|<5:§:>3|90—1|<6:>\3x—3|<6:>\(3x—|—2)—5|<e

mostrando que
liml(3af +2) =5,
Tr—

como queriamos.
Atividade 1.2.1: Usando a definicdo, prove que:

(a) lin%(élm -1)=r,



(b) lim (4 — 2z) = —2;

r—3

(c) lim z? = 1.

r—1

Se vocé aluno, nao conseguiu resolver a letra (c), nao se preocupe, tal exercicio possui
passos distintos dos dois primeiros. Vamos provéa-lo agora.

Devemos provar que dado € > 0, existe § > 0 tal que
O<lz—1]<d=|2"—1| <e
Notemos que
22 1| <e= —e<a®—1l<e=1l-e<a’<l+e

Suponhamos que o valor de § que queremos encontrar seja menor ou igual a 1, isto é,
O<|z—-1l<dé<l=|lz-1ll<l=>-l<z-1<1=0<2<2

esendoe' >0talquee' =ese0<e<loul<e <1,se e>1, temos
l—e<l—-¢€<a?<14+e<1+e¢
S0<l—e<a?<l+e
=V <]z <VIite
:>\/Q<x<\/m
=V1—-¢c—-1l<z—-1<Vi+e -1
=lz—1<Vi+te -1
lz -1 <1—-vV1—¢
Notando que 0 < 1 —vV1—¢" < V14+€ —1 < ¢, temos que para todo € > 0, existe
d=1—V1—€>0o0ndee =ese0<e<loul<e <1see>1,tal que

0<|l‘—1|<5:>’$2—1‘<6,

e, portanto,

lim 22 = 1.

r—1

Atividade 1.2.2. Prove, usando a definicdo, que

lim 22 = 4.

r—2



1.3 Propriedades dos Limites

A fim de facilitar o calculo de limites, apresentaremos algumas propriedades que poderao
ser usadas sempre que necessario. Nao faremos suas demonstragoes, pois isto nao esta nos

objetivos deste curso, que fornece o primeiro contato com o calculo.

Propriedades: Se lim f(x) = L e lim g(x) = M e ¢ é uma constante real , entao
r—a r—a

valem as propriedades:

) tim [ f(2) — g(a)] = L — M
5) lim f(x).g(z) = L.M;

fl) L ,
(6) i—mﬁ a0 seM # 0;

[

(7) se p(x) é uma fun¢do polinomial, entao
tim p(x) = pla);
(8) lim \/f(z) =VL (seneNeL>0ousen éimpare L <0).
r—a

Em palavras, as propriedades acima dizem que:

1. limite de uma constante é a propria constante;

2. limite de uma constante vezes uma fungao é igual a constante vezes o limite da
funcao;

limite da soma é a soma dos limites;

- W

limite da diferenca ¢ a diferenca dos limites;

o

limite do produto é o produto dos limites;
6. limite do quociente é o quociente dos limites;

7. limite de uma funcdo polinomial quando = tende a a é a funcdo avaliado em a.

Vejamos agora algumas aplicacoes das propriedades acima ao calculo de limites:

Exemplo 1.3.1 Calcularemos o limite

lim 22 + 4z — 3.
r—2



Solugdo: Como a funcio p(x) = x? + 4z — 3 é polinomial, pela propriedade (7) temos que

limp(z) =p(2) =22 +42-3=4+8-3=09.

r—2

Exemplo 1.3.2. Vamos calcular
r? — 3z

lim .
z—2 T —3

Solugao: Como, pela propriedade (7)
limz? —32=2-32=4-6= -2

T—2

limQ:U—322—3:—17§0,

por (6), temos que
. 2?2 —3z -2
lim = =

= — =2
z—2 T —3 —1

Exemplo 1.3.3. Calcule

lim131:3 — 202 =3.(-1)3-2(-1)*=-3-2=-5

e
lm x—1=-1—-1= -2,
r——1
por (5)
3x3 — 222 2 3x3 — 222 2
lim = lim
z——1 r—1 z——1 x—1
e, por (6)
. 323 -222 -5 5
lim =— =
r——1 —1 -2 2
assim,
323 — 222\ /5\% 25
lim =|=-] =—
z——1 r—1 2 4

Exemplo 1.3.4. Calcule

Solugao: Pela propriedade (7)

limz? —5=5%2—5=20
r—5

limr—-—3=5-3=2.

r—bH



Por (6)

Pela propriedade (8)

Exemplo 1.3.5. Calcule

Solugdo: Como

limz—3=0 e limaz?—9=0,
r—3 r—3

nao podemos usar a propriedade (6) para concluir algo. Neste caso, como

2 _ _
x 9:(:1:+3).(:z: 3):$+3 e 143

r—3 r—3
temos que
2 =9
lim =limx+3=3+3=06.
z—3 T — 3 z—3

Neste caso, usamos o fato que no calculo do limite de uma funcdo, quando z tende a a,
interessa o valor da funcao proximo de a e nao, necessariamente, em a.

Exemplo 1.3.6. Calcule

lim f(z).
aj—)l
onde )
¢ —2x+1
fe)=—2"1—
sex #1e f(x) =10 quando = = 1.
Solugao: Note que
22 —2x+1
s |
z—1

se x # 1, assim,
lim f(z) =lmae—-1=1-1=0.
z—1 z—1

Exemplo 1.3.7. Calcularemos

. V3+x—2
lim ——.
z—1 z—1
Solugao: Como lim1 V3+x—2=0e linﬁw — 1 = 1 nao podemos aplicar a propriedade
T— xr—

(6). Neste caso, multiplicando o numerador e o denominador da fra¢ao pelo “conjugado”
do denominador, temos:

\/3—|—£L'—2_\/3—|—£L'—2X\/3—|—$+2_ 3+x—4 _ 1
r—1 z-1 V3+z+2 (z—1).(V3+z+2) V3+z+2




e, portanto,

. V3+x—2 . 1 1
lim —— = lim — = -.
z—1  x—1 z—1+/34+2x+2 4

1.4 O Teorema do Confronto dos Limites

Na continuacao, enunciaremos o Teorema do confronto dos limites:

Teorema do confronto dos limites: Se lim ¢(z) = lim h(z) =b e se f é tal que
r—a r—a

g9(x) < f(x) < h(z)
para todo x € I — {a}, onde I é um intervalo aberto que contém a, entao

lim f(z) =b.

r—a

Algum livros apresentam este teorema com o nome de Teorema do Sanduiche. Nesse
curso, usaremos o nome Teorema do Confronto.

Veremos agora alguns célculo de limites usando o teorema acima:

Exemplo 1.4.1. Calcule
sin(z)

Solugao: Note que

—L sz 1
x3 x3 x3
pois —1 < sinz < 1. Como
lim _—31 = lim ig =0
T—00 I T—00 I

pelo Teorema do Confronto dos Limites, temos que

. ST
lim =0.
r—00 :L’3

Usando argumentos anélogos aos usados no exemplo anterior, mostra-se que:

lim sin™ @ =0
T—00 xn

se n,m > 1. Prove isso!!

Exemplo 1.4.2. Calcule

1
li =)
im mcos(gp)

z—0



Solugao: Note que

1
—z < zcos(—) <z
x

pois,

1
—1<cos(—) <1
x

Como

lim(—z) =0=limx
z—0 z—0

Pelo Teorema do Confronto, temos que

1
lim zcos(—) = 0.
r—0 x
Tente resolver os exercicios acima sem usar o Teorema do Confronto dos Limites. Vocés
perceberao a dificuldade e darao valor a esse teorema.

1.5 Conclusao

Para entender as funcoes de uma, variavel real, a nocao de limite é fundamental, pois fornece
o comportamento da fun¢ao na vizinhanca de um dado namero do dominio. Na computacao
de limites é importante conhecer algumas de suas propriedades. Nesta aula, entendemos
bem o conceito e algumas propriedades, os quais serdo utilizados como linguagem de base
para a definicdo de derivadas e integrais, assuntos que serao vistos posteriormente.

1.6 Resumo

Nesta aula, vimos que dado um intervalo I C R, a € I e f uma funcfo real definida no
intervalo I ou I — {a}, a notagao
lim f(z) =1L

r—a

(le-se: “o limite de f(z) quando x tende a a é L “) significa que quando z se aproxima de
a, f(z)se aproxima de L ou, mais precisamente e em linguagem matematica, dado € > 0,
existe 0 > 0 tal que

O<l|r—al<d=|f(a)—L| <e

Vimos também que tal conceito goza das seguintes propriedades:



-limite de uma constante é a propria constante;

-limite de uma constante vezes uma funcao é igual a constante vezes o limite da
funcao;

-limite da soma é a soma dos limites;

-limite da diferenca é a diferenca dos limites;
-limite do produto é o produto dos limites;
-limite do quociente é o quociente dos limites;

-limite de uma funcao polinomial quando z tende a a é a fun¢ao avaliada em a.

Usando tais propriedades, aprendemos a calcular limites de algumas funcoes.

O Teorema do confronto dos limites foi dado, o qual diz que se lim ¢(x) = b, lim h(x) =
T—a T—a

be fétal que g(x) < f(z) < h(z) para todo € I — {a}, onde I é um intervalo aberto
que contém a, entdao lim f(z) = b.
r—a

1.7 Atividades

Atividade 1.7.1. Prove, usando a definicao que
(a) lim2z+1=3;
w—)l
(b) lim 2 = 4;
x—)—?

(¢) lim m=m.

x—100

Atividade 1.7.2. Usando propriedades dos limites, calcule
2

(a) lim x—;
r—T T

(b) lim 10;
z—7

(c) lim 2° — 3%,
z—3

x?—1
lim ——;
(d) :vl—% (L‘—|-17

24+
lim /22
(e) a:in—IQ —x3

Atividade 1.7.3. Calcule, usando o Teorema do Confronto dos Limites,
cosx — 1
—

T——00 X

Caro aluno, entenda bem os exemplos resolvidos na aula antes de iniciarem a resolugao
das atividades propostas.



1.8 Proxima aula

Na proxima aula aprenderemos outros tipos de limites. Um deles ocorre quando a funcao
cresce ou decresce ilimitadamente e o outro diz respeito ao comportamento da funcao
quando a variavel independente cresce ou decresce ilimitadamente.
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