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2.1 Introducao

Na aula passada, vimos que a notac¢ao

lim f(z) =L

r—a

significa que quando z se aproxima de a, f(z) tende a L, onde L ¢ um namero real dado.
A negacao desta expressao tem alguns sub casos interessantes, os quais tém aplicacoes
importantes. Nessa aula veremos alguns casos tteis.

Nesta aula introduziremos algumas notacoes envolvendo o conceito de infinito, sdo elas:

lim f(z) = —o0, lim f(x) = 400,
r—a r—a

lim f(x)=1L, lim f(x)=0L,
Tr—00 Tr——00

as quais, dizem respeito ao comportamento de uma dada funcao f préximo de um ponto
no qual a fungao cresce ou decresce ilimitadamente, ou quando = cresce ou decresce ilim-
itadamente. As informacoes passadas por tais limites serdo importantes futuramente na
determinacao das assintotas horizontais e verticais do grafico da funcao. Essas assintotas
sao importantes no esboco de graficos de funcoes, assunto de interesse em varias areas de
conhecimento.

2.2 Limites Infinitos

Considere a seguinte funcao

1
f(z) = 22
Quanto vale
lin% f(x)?

Para responder tal pergunta, observe nas tabelas abaixo ou no grafico acima que quando
x se aproxima de zero, por valores maiores e menores que zero, a funcao assume valores
positivos cada vez maior; assim nao pode existir L € R tal que

lim f(z) = L,

ou seja, o limite em questao nao existe de acordo com a defini¢do dada na primeira aula.

z 0,5 0,1 0,01 -0,001

f(x) 4 100 10.000 1.000.000




x 0,5 0,1 0,01 0,001

f(zx) 4 100 10.000 1.000.000

Mas isso sugere uma nova defini¢ado. Quando isso ocorre diremos que o limite de f(z)
quando z se aproxima de zero ¢é infinito, e denotamos isso pela notagao

lim f(z) = +oo.
z—0

Se toméassemos inicialmente )
22

flz) =

terfamos que quando x se aproxima de zero, f(x) assume valores negativos cada vez menor.
Nesse caso, dizemos que o limite de f(x) quando z tende a zero é menos infinito e
usamos a notagao:

lim f(z) = —oc.

z—0
Em geral, dados um intervalo que contém a e f uma fungdo definida em I — {a},
dizemos o limite de f(x) quando z se aproxima de a ¢é infinito se quando x se aproxima
de a, f(x) cresce ilimitadamente. Mais precisamente e em linguagem matematica, se dado
um numero real M > 0, existe § > 0 tal que

O0<|z—a|l<d= f(z)> M.
Para exprimir isso, usamos a notagao
lim f(z) = +o0.
T—a
De modo anéalogo, se dado M < 0 existe § > 0 tal que:
O<l|lz—al<d= f(z) <M
dizemos que o limite de f(z) quando x tende a a é menos infinito e, denotamos isso por

lim f(z) = —o0.

r—a

Exemplo 2.2.1. Mostraremos agora que

M
usando a definicao formal. Com efeito dado M > 0, escolha 6 = 2 © temos

1 1
()<\x—O\<5:>:U2<52=>x2<M=>?>M=>f(x)>M.

Nao nos deteremos no calculo de limites infinitos usando a defini¢ao, enunciaremos logo
algumas propriedades que facilitardo seu calculo.



Figura 1: Grafico de f(z) = %

T

2.3 Propriedades dos Limites Infinitos

A fim de facilitar o calculo dos limites infinitos, apresentaremos algumas propriedades que
poderao ser usadas sempre que necessirio. Nao faremos suas demonstracoes, pois isto nao
estd nos objetivos deste curso, que fornece o primeiro contato com o céalculo.

Propriedades. Sejam I um intervalo contendo a e f, g fungdes reais definidas em I —{a}.

Entao:

(1) selim f(x) = +oce iﬂr}zg@) = +ooentdo lim (f(z) + g(x)) = +oce lim (f(z).g(x)) =

r—a r—a r—a

+00;

(2) selim f(x) = —ooe lim g(x) = —oo entdo lim (f(z) + g(z)) = —oce lim (f(x).g(z)) =

r—a Tr—a r—a r—a

+00;

(3) se lim f(x) = 400 e lim g(z) = b # o entao

r—a

lim (f(x).g(x)) = 400, se b>0;—oc0, se b<O0;

(4) se lim f(x) = —oco e lim g(z) = b # o entéo

r—a

lim (f(z).9(x)) = 0o, seb < 0; —o0, seb > 0;

r—a



Figura 2: Grafico de f(z) = —

(5) se lim f(x) = 400 e lim g(z) = —o0 entdo lim (f(x).g(x)) = —o0;

(6) se lim f(x) =c# 0 e lim g(x) = 0 entao lim @) = 400 se /@) > 0 quando z
r—a r—a T—a g(x) g(l‘)
estd proximo de a e lim M = —00 se f(@) < 0 quando x estd proxima de a.
z—a g(x) 9(x)
(7) lim f(x) =+ tao li 1 0
se lim f(x) = +o00 entao lim —— = 0;
r—a r—a f(x)

(8) se lim f(x) =0 entao lim

1
f(x)

= +00.

Vamos agora usar essas propriedades para calcular alguns limites.

Exemplo 2.3.1. Calcule
I z+1
im —.
r—1 (a;‘ — 1)2
Solugao: Como

. . . 2 . z+1
i:rrll(w+1)—x7é0, i:rrll(x 1)=0 e @10 >0

para z proximo de 1, pela propriedade (6)
z—3

P @2 T



Veja isso no grafico.

. 1
Figura 3: Grafico de i:rrll ﬁ

Exemplo 2.3.2. Mostre que

li =3 __
xLI% (x — 2)2 N o
Solug¢ao: Basta notar que
lim(z —3) = —1#0 lim(z—2)2=0 e T3
T—2 - ’ r—2 - (x — 2)2
para z proximo de 2 e aplicar a propriedade (6).
Exemplo 2.3.3. Mostre que
lim — = o0,

usando a defini¢ao e propriedades.

Solugdo: Pela defini¢ao, dada M > 0 tome § = e temos que

1
v M
1 1
0<|x—a\<(5:>:U4<(54:>x4<M:>F>M:>f(a:)>M.

Por outro lado, como

lim1=1, lim 2% =0
x—0 x—0
¢ 1
— >0

x4



Figura 4:

para todo x # 0, por (6)

v

1
Gréfico de —-
T

1

lim — = oo.
z—0 I

Na continuacdo, estudaremos os limites no infinito.

2.4 Limites no Infinito

Seja f a funcao definida por
f(x)

T+ 1

)

T

]

.

para todo x € R e x # 0. Observe na tabela ou no grafico abaixo que & medida que x
cresce através de valores positivos, os valores da funcao se aproxima cada vez mas de 1, isto
¢ , podemos tornar f(z) tdo proximo de 1 quanto desejarmos se atribuirmos a x valores
suficientemente grande. Neste caso dizemos que o limite de f(x) quando tende a +00 é 1

e denotamos

lim f(z) =1.
x 1 10 100 1000 | 10000
f(x) 2 1,1 1,01 1,001 | 1,0001

Em geral, dada uma funcao real f definida num intervalo aberto (a, +00), dizemos que
o limite de f(x) quando z tende a co é L e escrevemos

lim f(z) =1L

r—00

se para qualquer numero real € > 0, existe N > 0 tal que



. 1
Figura 5: Grafico de f(z) = xl— .

x tende menos a infinito é L se a medida que x decresce f(z) toma valores cada vez mais
proximo de L.

Exemplo 2.4.1. Provaremos usando a definicdo que

1
Iim — =0 e lim — =0.
Tr—0o0 U rT——00 U

1
Com efeito, dado € > 0, tome N > — e temos
€

1 1
r>N=>zx>-=—-<e=|f(a)—0|<e
e x

e, portanto,
1
lim — = 0.
T—00 I
No outro caso, dado € > 0, tome N < — ¢ temos

€

1 1 1 1
x<N:>x<—:>—x>:>—<e:>’—0’<e
€ € X X

logo lim f(z)=0.



&
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Figura 6: Grafico de f(z) = -

Outros simbolos usados frequentemente no célculo sdo :
1. lim f(z) = oc;
r—00
2. lim f(z) = —o0;
r—00
3. lim f(z)=oc;
T——00
4. lim f(x)= —o0,
r——00
que dizem, respectivamente,
1. Quando z cresce f(z) cresce ilimitadamente.
2. Quando x cresce f(x) decresce ilimitadamente.

3. Quando x decresce f(x) cresce ilimitadamente;
4. Quando x decresce f(z) decresce ilimitadamente.

Por exemplo, olhando o grafico de f(z) = 2 vemos que

lim f(x)=+oc0 e lim f(x)= +o0.
Tr——+00 T——00

Do grafico de f(z) = 2® temos que

mh_}nolO flx)=00 e ll)r_n flx) = —o0.



ke

Figura 7: Gréafico de f(z) = 2.

Em geral, vale: lim 2" = 400 se n € um namero inteiro positivo e
Tr—0Q0

lim z"™ = 400 se n é par; —oo se n €& impar.
r——00

Como generalizacao de

lim —=0 e lim — =0,
T—00 I T——00 I
temos que
Iim — =0 e lim — =0
r—oo r——00 I
Prove isso!!

Para uma funcao polinomial

f(z) =ao+ a1z + ...+ apx",an #0

vale
lim z) = lim a,z"
$—1>+oof( ) a:—l>+oo "
e
li = 1 n
A (2 = i G

e, no caso de uma func¢ao racional

ap+ a1x + ... + apx™

= nabn 0
H@) = et bt ?
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Figura 8: Grafico de f(z) = 2.

temos que
. s n_
Jim f@) = lim (" —m)
e
lim f(z)= lim (—2" —m).
T——0Q n——oo bm
Exemplos 2.4.2. Calcule
lim 42° —323+7 e lim 22 — 2.
T—+00 T——00

Solu¢ao: De acordo com o que foi visto acima

lim 42° — 323+ 7= lim 42° = 400

T——+00 T—+00
e
lim 2? — 2% = lim (—2'%) = —.
r——00 r——00

Exemplo 2.4.3 Calcule
. 2 -3
im ——.
z—+00 202 + x



Solugao: Pelo resultado que vimos, para fungdes racionais

im — = lim -z = —.
z—+400 222 + 1  z—+oo 2 2
Note que
. 2 -3 1
lim = —

também. Pense um pouco nisso!!
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Figura 9: Grafico de f(z) = 222 T

2.5 Propriedades dos Limites no Infinito

Para facilitar o calculo de limites no infinito, apresentaremos algumas propriedades.

Proprieadades:



(a) se lim 2" = 400 e lim 2" = +o0 entdo

z00 xll,rfoo (f(;)_ﬁog(x)) =+ooe xBr—lr—loo (f(x).9(x)) = +o0;
(b) se xgrfoo f(z)=+o0e xgrfoog(x) = —00 entao
Jm f(2).g9(2) = —coe lim f(z)—g(z) = +oo;

(c) se lim f(z) = +oo entdo lim (c.f(x)) = +o00,sec>0; —cosec<0e

: 1 .
5 f)
(d) se zlirgo f(z) = —oc0 entao $1LH<>10(Cf(x)) = —00,sec>0; +oosec<0e
: 1 _
A =
(e) se mlLI?(()lo f(z) = 0 entao lerglo ‘f(l:n) = 400;
(f) se man;O flz)=—0e wan;o f(z) = —o0 entao
Tim (f(z) + 9(2) = —o0 e lim (f(2).9(x)) = +oc.

As propriedades acima permanecem validas se trocarmos x — +00 por £ — —00.

1
Exemplo 2.5.4. Como lim 22 —1 entdo lim 1= 0 pela propriedade (d).

r—+00 T—+400 ,7;2 —

2.6 Conclusao

Vimos nessa aula o significado de algumas notagoes que dizem respeita ao comportamento
de funcoes reais quando tais fungoes crescem ou decrescem ilimitadamente ou quando
a variavel dependente cresce ou decrescem ilimitadamente. Esta aula completa algumas
lacunas deixadas na primeira aula e serd bastante util futuramente, quando estudaremos
esbogo de gréficos de funcoes.

2.7 Resumo

Nessa aula, vimos que as notacoes envolvendo o conceito de infinito

lim f(z) = —oo0, lim f(z) = 400,
lim f(x) =1L, lim f(z)=1L.
T—00 r——00

significam, respectivamente, que



1. quando z se aproxima de a ( por valores maiores e menores que zero ) a fungao f(x)
assume valores positivos cada vez maior;

2. quando x se aproxima de a ( por valores maiores e menores que zero ) a funcao f(z)
assume valores negativos cada vez menor;

3. quando z cresce ilimitadamente a funcdo f(x) assume valores cada vez mais proximo

de L;

4. quando x decresce ilimitadamente a funcao f(z) assume valores cada vez mais prox-
imo de L.

Vimos também que esse limites satisfazem as propriedades listadas nas segoes 2.3 e 2.5.

Outras notagoes introduzidas nessa aula foram
5. lim f(z) =00
T—00

6. lim f(zx)=—-00
7. lim f(z)=o0
8. lim f(x)=—o0

para significarem, respectivamente,
5. Quando z cresce f(z) cresce ilimitadamente.
6. Quando z cresce f(z) decresce ilimitadamente.
7. Quando x decresce f(x) cresce ilimitadamente;
8. Quando z decresce f(z) decresce ilimitadamente.

2.8 Atividades

Atividade 2.8.1. Mostre, usando a definicao que

Atividade 2.8.2. Calcule

usando o método que vocé achar conveniente.

2.9 Proxima aula

Na proxima aula, usando as nogoes de limites abordadas nessa e na primeira aula, for-
malizaremos a nocao de funcado continua.
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